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1. Cuadricas y Cilindros. Funciones de Varias Variables

Problema 1 — En los siguientes ejercicios dar un bosquejo de la gréafica de la ecuacién indicada.
122 +y?+22=9 3. (z—-12+(y—-12+(z-1)2=1
2. 22 +y? + (2 —3)? =16 4. (z-3)2+(y—4)?%+(2—5)2=4
Problema 2 — Fn los siguientes ejercicios encuentre el centro y el radio de la esfera con ecuacion
dada.
1. 2?24+ 9y?+22+82 -6y —4z2—7=0 3. 2?2 +y?+22—162=0
2. 42?2 +4y? + 422 + 45 — 122 4+9=0 4. 2?2+’ + 22— +y=0
Problema 3 — En los siguientes ejercicios encuentre la ecuaciéon candnica de una esfera que

satisface las condiciones dadas.

1. Centro (—1,4,6); radio /3. 3. Centro (1,1,4); tangente al plano XY
Solucion: (z+1)2+ (y —4)?> + (2 —6)? =3 Solucion: (z—1)%+ (y—1)2+ (2 —4)* = 16

2. Centro (0,—3,0); didmetro 3 3 4. Centro (5,2, —2); tangente al plano Y Z.
Solucién: 22 + (y +3)2 + 22 = B Solucion: (z—5)%+ (y—2)%+ (2 +2)* =25

5. Centro sobre el eje Y positivo; radio 2; tangente a z? + y? + 2% = 36.
Solucién: 22 + (y —8)? + 22 =4

6. Centro sobre la recta x = 2t, y = 3¢, z = 6¢, £ > 0, a una distancia de 21 unidades del origen;
radio 5.
Solucién: (z — 6)2 + (y —9)? + (2 — 18)2 =25

7. Considere los siguientes planos 6z —3y —2z —35 =0 y 6x — 3y — 22 + 63 = 0, que son tangente
a una esfera, sabiendo que el punto P(5,—1,—1) es el punto de contacto de uno de ellos.

Solucion: (z +1)2 4+ (y — 2)? + (z — 1)? =49

8. El radio de la esfera es 3 y es tangente al plano x + 2y + 22 = —3 en el punto P(1,1,-3).
Solucion: (x —2)2 +(y —3)2 + (2 +1)2 =9, 22+ (y+ 1)+ (2 +5)2 =9
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Problema 4 — Identifique que tipo de superficie representa la ecuacién dada, y que traza resulta
al intersectar la superficie con los planos dados. Ademads, dar un bosquejo de la superficie con sus

trazas indicadas.

1. Superficie: 422 + y?> + 22 =4. Planos: 2 =0,y =0, z =0
2. Superficie: 1222 + 3y? = 4z. Planos: £ =0,y =0, 2 =0, 2 = 3
3. Superficie: —162? —4y? + 2> = 0. Planos: 2 =0,y =0, 2 = —4, 2 = 4
4. Superficie: 1222 + 3y? —422 = 12. Planos: 2 =0,y =0,2=—3,2=0, 2 =3
5. Superficie: 22 — 222 —2y?> = 1. Planos: £ =0,y =0, 2 =3, 2 = —3
6. Superficie: 322 4+ 1222 = 4y. Planos: £ =0,y =0,y =3, 2 =0
7. Superficie: 3642 + 16y? + 922 = 144. Planos: 2 =0,y =0, 2 =0
8. Superficie: 1622 —y? + 1622 = 0. Planos: £ =0, y = —4,y =4, 2 =0
9. Superficie: y? — 222 — 222 =1. Planos: 2 =0,y =3,y = -3, 2 =0
10. Superficie: y2 + 22 = z. Planos: t =0,z =4,y =0, 2z =0
11. Superficie: 14422 4 6422 — 27y> = 144 Planos: z =0,y = 4,y =0,y =4, 2 =0
12. Superficie: 422 + y?> + 2?2 — 8z — 4y — 42 +8 =0. Planos: 2 =1, y =2, 2 = 2
13. Superficie: 3622 + 16y% + 922 — 1442 — 96y — 722 + 288 =0 Planos: z =2,y =3, z = 4
14. Superficie: 422 + y? — 24z — 6y —2+45=0.Planos: z =1,y =2, 2 =0,z = 4
15. Superficie: 922 + 4y? — 362 — 24y — 92+ 72=0. Planos: 2 =2,y =3, 2 =0, z = 4
16. Superficie: —162? — 4y? + 2% + 1282 — 256 = 0. Planos: 2 =4, y =0, 2 = —4, z = 4
17. Superficie: —36x2 — 9y? + 422 + 36y — 36 = 0. Planos: =0,y =2, 2 = -3, 2 = 3
18. Superficie: —36x2 + 36y? — 922 + 2882z — 576 = 0. Planos: x =4, y = -3,y =3, 2 =0
Problema 5 — Dar un bosquejo de la grafica de la ecuacién indicada en el espacio bidimensional

y tridimensional para cada uno de los siguientes ejercicios

1.

2.

3.

T+y=2 6. > —2—-1=0 11. > — 22 =16
324+2y=56 7. 22 +y%2 =4 12. zy =1
22—y =0 8. 22 +422 =16 13. y = Jx

Lz —4y? =0 9. 422 +y? = 36 14. z —sen(y) =0
LY +z2=6 10. z—¢€¥ =0 15. z— /gy =0



Calculo 30 Semestre A-2016 3

Problema 6 — Dar un bosquejo de la grafica en el plano para cada uno de los conjuntos dados:

1. A={(z,y) e R :z+y >3} 7. A= {(z,y) € R : 2y > 0}

2. A={(z,y) eR? 12+ 1>y} 8. A= {(z,y) e R? : zy > 1}

3. A={(m,y) eR:y > 2%} 9. A={(m,y) e R?: 2% —y?>9}

4. A= {(z,y) e R : 3 > y?} 10. A= {(z,y) € R? : 4y* — 922 > 36}

5. A= {(z,y) e R 1y < \/z} 11. A= {(z,y) € R? : z +In(y) > 4}

6. A= {(r,y) e R?: 2% +y? <9} 12. A= {(z,y) e R iz +¢¥ >4}
Problema 7 — Dar un bosquejo de la grafica en el plano para cada uno de los conjuntos dados:

1. A={(z,y) eER?:2<2<4,2<y<5}

(z,y)
2. A={(r,y) ER? iz +y <3, z+y> -3}
3. A={(z,y) eR?:y—2 <3, v +y < -3}
4, A={(z,y) eR?:2>0,y >0,y <2—=x}
5. A={(z,y) eER2:2>0,y<0, 22 +y? <1}
)

6. A={(z,y) eR?:2<0,y >0,y >’}
Problema 8 — Dada la funcién f: R?2 — R tal que f(z,y) = 2 + zy>. Hallar:
1. £(0,0) 3. £(2,3) 5. f(1+h,0) 7. f(1,1 - h)
2. f(~1,1) 4. f(1,-2) 6. f(1+h,1) 8. f(2,2—h)
Problema 9 — Dada la funcién f : R2 — R tal que f(z,y) = 2% + 2.
1. Halle: f(1,0), f£(0,1) y f(1,1).
2. ;Cuales puntos (z,y) € R? son tales que f(z,y) = 07

3. ;Cuéles puntos (z,y) € R? son tales que f(z,y) = 47

N

. (Cual es la imagen o las im4genes de la funciéon f en los puntos (z,y) del circulo 22+ y? = 1?

Problema 10 — Sea f:R? — R tal que f(z,y) =z +y.

1. Halle: f(273)7 f(xa 1)7 f(lay) y f(xilayil)

2. ;Cuales puntos (z,y) € R? son tales que f(z,y) = 3?7

w

;Cual es la imagen o las imagenes de la funcion f en los puntos (z,y) de la recta y = z?

~

. {Cual es la imagen o las imagenes de la funcion f en los puntos (z,y) de la recta y = —z7
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Problema 11 — Sea f:R? — R tal que f(z,y) = 322 — 4zy + 5y?, calcular:

1. f(l,O), f(Ov 1)7 f(_27 1)a f(l + h,O), f(Ov 1— k)a f($7$) y f(—y,y)-

f(zo +h,y0) — f(x0,%0)
h

f (0,90 + k) — f (w0, 0)
k

2. Simplificar para h # 0 la expresiéon

3. Simplificar para k # 0 la expresion

Problema 12 — Sea

3
rog o d T S @000
0. s (@) =00

1. ;Cuales puntos (z,y) € R? son tales que f(z,y) = 0?

f(zo 4 h,yo) — f(zo,y0)

2. Simplificar para h # 0 la expresion

h
3. Simplificar para k # 0 la expresion f(xo,yo0 + klz — f(z0,10)
Problema 13 — Sea
Flz,y) = % si (z,y) # (0,0),
| 0, si (z,y) = (0,0).

1. ;Cuales puntos (z,y) € R? son tales que f(z,y) = 0?

f(zo 4 h,yo) — f(zo,y0)

2. Simplificar para h # 0 la expresion

h

3. Simplificar para k£ # 0 la expresion f (0,90 + k}z — f(z0,40)
Problema 14 — Describa las curvas de nivel de las funciones indicadas. Realice una grafica
mostrando algunas de estas curvas.

L f(z,y) =lz] -y 7. f(zy) =2 +4y°

2. fa,y) =z — |yl 8. f(z,y) ==y

3. flz,y) = |z —y 9. flwy) =%

4. f(z,y) = /Ty 10. f(z,y) = gfﬂ

5. f(z,y) =3 11. f(z,y) = /42 — 22

6. flz,y)=z—y+2 12. f(z,y) =In(y — 2?)



Calculo 30

Semestre A-2016

Problema 15 — Para cada una de las siguientes funciones dibujar la curva de nivel f(z,y) = k,
para el valor de £ indicado.

3

z°, si y>0, y+lz|, si x>0,
1. f(x,y) = 5 o . 3. fz,y) = :
y-—x°, si y<O. lz| —y, si x<O.
k=0,k=1, k=4 k=1k=2k=3k=4.
2 +y% si x>0, y+|z|, si y=0,
2. f(z,y) = 0 o 4. f(z,y) = :
y°—z°, si z<0. |z| —y, si y<O.
k=0,k=1, k=4 k=1,k=2k=3k=4.
Problema 16 — Describa las superficie de nivel de las funciones indicadas.

4. f(z,y,2)) = /422 +4y? — 2
5. f(z,y,2) = /922 + 4y2 + 62

1. f(z,y,2) = 422 + 4y® + 922

2. f(z,y,2) =2+

e [ 1/22 222
3. f(xaya Z) =T — 22 6. f(x,y, Z) =In (1\/x2+y2+z2>
Problema 17 — Hallar el dominio natural de la funciéon z = f(z,y) dada y haga un esquema en

el que se represente este dominio en el plano XY

L f(z,y) = /Ty 14. f(z,y) = arcsen(z? + y)

2. f(z.y) = 75 15. f(z,y) = arctg ﬁij)

3. flzy) =Vr+y 16. f(z,y) = \/senh(2z + y)

4. f(z,y) ==+ & 17. f(z,y) = \/cosh(2z + y)

5. f(z,y) = VI /g 18. f(z,y) = v/sen(n (a2 + y?))

6. f(z,y) = Vo +y 19. f(z,y) = \/y cos(z)

T ) = 0. flry) = £

8. f(z,y) = In(1 + 22% + 4y?) 21 f(@,y) =In{z +y —1)

. SRR
23. f(z,y) = T

10. f(z,y) = VIn(1 +y + 7)

11. f(z,y) = In(yIn(l + 7 + 1)) 24. flw.y) = /75

12. f(z,y) = /1 -z —5y! 25. f(z,y) = 5=

13. f(z,y) = arccos(z + ) 26. f(z,y) = “I;—*‘L’
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27. f(z,y) = arcsen (%) 31. f(z,y) =In(l —y* —x)
28. f(z,y) = arcsen () 32. f(z,y) =y W
29. f(z.y) = V2 + o 38. f(#9) = s
30. f(z,y) = /a2 —y? 34. f(z,y) = Va2 — ¢ + Ty
Problema 18 — Esbozar la grafica de f
1. f(zy) =+/1—22—42 5. f(z,y) =6 —2z — 3y
2. f(z,y) =4 —a?— 4y 6. f(z,y) = /T2 —4z> — 9y?
3. flz,y) =22 -y -1 7. f(z,y) = Vy? — 422 — 16
4. f(z,y) = +1/922 + 492 8. f(z,y) = /2% +4y>+ 25
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2. Limites y continuidad de funciones reales de varias variables.

Problema 1 — Mediante la definicién de limite demostrar los siguientes ejercicios
1. lim (37 +4y) =10 3. lim (By—22)=7 5. lim (2% +¢?) =2
)ty B ) ot T2 ey Y
2. lim (bz—2y)=7 4. lim (#*4+2z—-y)=4 6. lim (22°—y?) =-1
i, ) ) sion! Y) oy Y
Problema 2 — Usar el algebra de los limites o los teoremas de continuidad para hallar el

limite indicado. En caso de presentar una forma indeterminada aplicar proceso algebraico para
eliminar la indeterminacién o un cambio de variable.

1L 1m S 1. gm BT
(z)—~(0,0) T + 1 (@)~ (1,0) (z —1)? + y2
. y 1 (z* = 1)(y* — 16)
2. lim ——=-— 12. 1i =24
(@y)—(41) VT +5y 3 (n)a(12) (@ — 1)(y? — 4)
3. lim Bx_y = —l 13 Hm VITY — 1 + $3y3 _ 1 — @
(z,y)—(0,In(2)) 2 : (z,y)—=(1,1) /$2y2 1 )
4. lim cos(y) +1 = -2 14 I sen(x) sen(2y) 5
s — . 1m _— =
(z,y)—>(5.00 Y sen(x) (z,y)—(0,0) Ty
4 _ 4 2x
; T —1(e¥Y —1
5. lim Sy =0 5. lm - DEZD_,
(z,9)—(0,0) 2 + Yy (z,y)—(0,0) Ty
] Ty —y 2 7y
6. lim 3 9 9 — g 16. lim Ln(wy) =1
(z,y)—=(1,2) T2 — T + 20Y — 2y (z,y)—(0,0) Ty
. lim 323 — 222y + 3y’x — 23 _0 17 lfm 1 — cos(zy) _ 1
(,y)—(0,0) z? + o2 (@9)—(0,0) 322y + z2y3 ~ 6
2. 2 t 2 _ .2
8. lim vy —aytrtor 2 18. lim arcelr —y) g2(3: 3 v =1
(z.y)—>(2,—1) y+1 (zy)=(L,1) 22—y
. Ty _ arctg(z? — y?)
9. lim ——F—=0 19. i o J1_9
(e0)(00) 2% + Y% + 2 a)o(b) Ty
2z 2y In(4

lim
(z,y)—(0,0) sen(x) + cos(y) (z)—(-3,2) arctg(3xy + 18) 3
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Problema 3 — Para cada una de las siguientes funciones, demostrar que ( %mr% ) f(z,y) =0.
z,y)—(0,0
3 2 4, 4
T Y Tt +y
L f(z,y) = 4. f(z,y) = —= 7. flz,y) = =
@y = 5 (z,9) N (@) (22 + 3y?)3
225y z3 2TyS — zhylo
2. Y) = T a2 5. f(z,y) = —F—— 8. YY) = ———
Hew) = g Y Few) = ey
3,3 x29? 3
=Y 6. f(z,y) = ——= _ Ty
3. f(xay) (II4 4 2?/2 ( ) /1134 + 2y2 9. f(xay) (II4 + yg
Problema 4 — Use coordenadas polares para hallar el limite, si este existe.
3 _ 43 z24y? 7 2,2
1. lim =% 4. tm S 1 7. lim Y
(z.y)—(0,0) T2 +y (z,y)—(0,0) T2 +1y? (x,y)—(0,0) 22~ + 2y
2,2 3 3,4
, z° + , , T
2. @ lim % 5. lim % 8. im 47y4
)= (0,0) sen(z? + y?) (2.y)=(0,0) T° +y (@)= 00) z* +y
2 2 3,2 3 3
3
3. lm LY 6. lim IV 0. lm T TY)
(z,9)—(0,0) In(z? + y?) (2,y)—(0,0) 2 + y (1,y)—>(0,0) x24y
Problema 5 — Para cada una de las funciones siguientes, demuestre que el ( %m% : f(z,y) no
z,y)—(0,0
existe.
2_ .2 3,2 3
Tt —y z°y 2zy
1. JY) = ——= 5. Y = —— 9. YY) =
flay) = vy flay) = — A f(z,y) Z 180
2 4 2
z°y z'y (z —y)
2. == 6. =7 10. ="
2 3,2 3/ 3
oy _ 8x’y Yy
3. f(fb“ay)_m 7. f(ﬂﬂ,y)—m 11. f(ﬂﬂ,y)—m
2(L'y4 y?’x x3
4. f(z,y) = 5= 8. flz,y) = +—= 12. f(z,y) =
f(z,y) 1 65 f(z,y) 5T a2 f(z,y) p——
Problema 6 — Pruebe que los siguientes limites no existe.
— 2z — 2 2 g2 —
1. lm . zy _ T—y+ 3 lim 2r° —y* —dr+ 2y +1
(wy)—(1,2) 22 +y* — 20 —4y +5 (zy)—(1,1) 2 + 2y? — 2z — 4y + 3
2
—4r+4
2. lm L TF

(xy)—>(2,1) Yy — 2y —x + 2

Problema 7 — Hallar la regién de continuidad de la funcién dada.

2y 2 .9 2 2
1. f(xay):xZ_yQ 2. f(z,y) = x2+y2 ’ e
x“ 4y e =
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2z + 3y° 2z + 3y° 8. f(z,y) =In(z? +y% - 9)

4. = -7 6. == 7 )

f(xay) $2+y2+1 f($7y) m
_ sen(x) _ sen(y — z?)

5 1) = o) Ty == 9. f(z,y) = VIn(@? —y) — 1
Problema 8 — Diga en donde la funcién dada es continua, justificando en cada caso su repuesta
con los resultados generales sobre continuidad.

23y Ty
_ si x, 0’0 2 .9 51 (xay) 7é (070)
1. f(z,y) =< z*+3y* (@y) #0,0) 3. flo,y) =4 T 1Y
1, s (z,9) = (0,0) 0, st (@y) = (0,0)
6$3y3 $4 _ 3y4
——, si (z, 0,0 ——, si (z, 0,0
0, st (z,y) = (0,0) 0, st (z,y) = (0,0)
Problema 9 — En los ejercicios siguientes se da una funcion z = f(x,y) que no esté definida en

(0,0). ;Es posible definir el valor f(0,0) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?

1. f(x,y):% 8. f(xay):%
2. f(ac,y):;jlxij_y;4 9. f(xay):%
3. f(z,y) = xixiy; 10. f(z,y) = %
4. f(x,y)zgixijf/;g . f(x’y):ﬁ
5. f(m,y):i;z 12. f(%?/)zserj(%my)
6. f(x,y):ii;zz 13. f(m,y):%
7 foy) = e ) . S = A
Problema 10 — Considere la siguiente funcion z = f(z,y) que no esta definida en (—1,0). ;Es

posible definir el valor f(—1,0) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?

1 —cos(z? + 2z +y* + 1)
((z +1)* +42)

flz,y) =
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Problema 11 — Considere la siguiente funcién z = f(z,y) que no esta definida en (0,1). ;Es
posible definir el valor f(0,1) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?

F(zy) zy? — 20y + o

€T =

Y x2 4+ 2y% — 4y + 2

Problema 12 — Considere la siguiente funcién z = f(z,y) que no esta definida en (0,0). ;Es

posible definir el valor f(0,0) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?

sen(x — y)
flay) = ———+
|z + |yl
Problema 13 — Considere la siguiente funcién z = f(z,y) que no esta definida en (0,0). ;Es

posible definir el valor f(0,0) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?
|z + ly|
Y) = arctg | —5——
flz,y) = arctg ($2+y2
Problema 14 — Considere la siguiente funcién z = f(z,y) que no esta definida en (2,0). ;Es
posible definir el valor f(2,0) de tal modo que la funcién f sea continua en ese punto?

(z —2)%°

ARCERIETY
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3. Derivadas Parciales. Derivadas Direccionales. Funciones

Diferenciables
Problema 1 — Hallar por definicién las derivadas parciales de las siguientes funciones:
L f(z,y) =%y’ 3. f(z,y) =In (L) +3In (g)
2. f(z,y) = 3y? sen(s?) — tg?(z) 4. f(@,y,2) = \/zysen(?)
Problema 2 — Obtenga todas las derivadas parciales de las siguientes funciones:
L. f(z,y) = (d2”y" — 327 + 8y)? 7. f(z,y) = (22 + 3y)* + (2z + 3y)?
2. f(x,y) = arcsen(¥) + arccos(%) 8. f(z,y) = m
3. f(z,y) = 322 9. f(z,y) = (2y)" +2¢
4. f(ac,y):x—l—y—i—xy—l—%—i—% 10. f(z,y) = zIn(y) — yIn(z)
5. f(z,y) =Y +y° 11. f(z,y) = arccos (\/:EQ—i—yQ)
6. f(z,y) =" +y¥ + a¥y” 12. f(z,y) = arctg((2z + 3sen(x))Y)
Problema 3 — Demuestre las siguientes afirmaciones, para la funcién indicada.
0 0
1. Siz= $x—fy, verificar que: xa—; + y(?—; =z
— 0 0
2. Si z = arcsen <i n Z), verificar que: xa—; + ya—z =0
0 0
3. Si z = In(z? + zy + y?), verificar que: oA y—z =2
Ox dy
0 0 0
4. Siw = Y —I—E + f, verificar que: 222 —I—y—w —I—z—w =0
r Ty ox oy 0z
5 g z i ow n ow n ow
. Siw=———— verificar que: x— — tz—=—w
2y +yz+ 2’ q or yay 0z
0 0 0
6. Siw="1In (g), verificar que: ot + y—w + Py
x x ox oy 0z
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7. Siw ? erificar que maw + w +z8w v
. ="V r— ty—F 22— = —
(@2 + 42)1/3 W9 Ty TPz T3
0 0 0
8. Si w = z2? + yx? + zy?, verificar que: S (z+y+ 2)*
or Oy 0z

) ) 0%z 0%z 9%z
9. Si z = (z —y)In(zr +y), verificar que: 92 283:—31/ + a7 0
Pz Pz
0x0y?  Oy20x

10. Si z = arctg (g>, verificar que:
x

0%z B 0z N 03z
0xdy  0z20y  Oy20x

0 0
Problema 4 — En los siguientes ejercicios, hallar 8_f(0’0) y 8_f
€T Y

:EZy . (:L‘3 _ y3) .
1. f(x,y) _ ) +y27 S1 ($7y) 75 (070) 3. f(:L"y) _ ZL‘iZ +y2 , 81 (:Ij,y) 75 (0,0)

0, si (z,y)=(0,0) 0, si (z,y)=1(0,0)

Solucion: %(0,0) =0, 3—5(0,0) =0 Solucion: %(0,0) =1, 3—5(0,0) =-1

11. Si z = ye® 4+ xe¥, verificar que:

(0,0), si existen.

zy(z® —y°) zy _
2. f(ac,y) _ Wa Sl ((I,‘,y) 7 (0,0) " f(x’y) _ m, S1 (x,y) # (0,0)

0, si (z,y)=(0,0) 0, si (z,y)=(0,0)
of of of of

Solucion: %(0,0) =0, 8—y(0,0) =0 Solucion: %(0,0) =0, 8—y(0,0) =0

of of

Problema 5 — Para cada una de las funciones dadas en el problema 4, hallar — y —.
x Y

Problema 6 — Resolver los siguientes ejercicios.

of

1. Hallar 8_(1’ —1) y ==(1,—1), si existen, de la siguiente funcion.
z

dy

z? — x1?

, si x+y#0
flay) =9 =ty
1, si 24+y=0

., of
lucién: =—(1,—-1) =1
Soluciéon &E( ,—1)

, g—‘;(l,—l) No existe.

2, 0 0?
2. Hallar 8_£(0’0)’ 6—5(0,0) y a—;;(0,0), si existen, de la siguiente funcion.
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f(]j,y): e +€y+x2+y2, S ((II y)#(o 0)
2, si (z,y)=(0,0)

on: 0.0y =1 9 s 2800 =
Solucion: a$(0,0) 1, Dy (0,0) = Y 52 (0,0) =

0%f 0%f *f

3. Hallar =2 i
Al 2 905 0O Y G5y

(0,0), ——=—(0,0), si existen, de la siguiente funcion.

y? —
fog) =1 TEre S @ # 00

0, si (z,y)=1(0,0)

0’ f
0xdy

0’ f
Oyozx

0 f
2
0 f O f
OyOx (0,0) y Oz Oy

Solucién: =—=(0,0) = 0, (0,0) =0y

(0,0) No existe

4. Hallar

(0,0), si existen, de la siguiente funcion.

y? — 22

foy) =4 Varrge S @ F 00

0, si (z,y)=1(0,0)

O f 0 f
0,0) =1y Oz 0y

Solucioén:

' 8y3$( (0,0) =~

Problema 7 — En los siguientes ejercicios, hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva de
interseccion de la superficie con el plano, en el punto indicado.

1. Superficie z = x? + 8y?, plano y = 1, punto (2, 1,12)
Solucién: x =2+1t,y =1, z =12 4 4t.

2. Superficie z = z? + 82, plano = = 2, punto (2,1,12)
Solucién: x =2,y =141, z =12 + 16t.
72
3. Superficie z = 2 — - Y plano y = 1, punto (1,1, %)

Soluci()n:le—i—t,y:l,z:%—t.

2
4. Superficie z =2 — % —y, plano z = 1, punto (1,1, %)

Soluci()n:le,yzl—i—t,z:%—t.

5. Superficie z = /36 — 522 — Ty2, plano y = 1, punto (2,1, 3)

Solucién:xz?—l—t,y:l,z:3—%t.
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6. Superficie z = /36 — 5x2 — Ty?, plano z = 2, punto (2,1, 3)
Solucién: x =2, y=1+4+1¢t, z2=3 — %t.
Problema 8 — Una abeja volaba ascendiendo a lo largo de una curva que es la interseccion de

2z = x* + 23> +12 con con el plano x = 1. En el punto (1, —2,5), se fue por la recta tangente. ;Donde
pegod la abeja en el plano X Z7 Solucion: El punto (1,0, 29).

Problema 9 — Halle la derivada direccional de f(z,y) en la direccion del vector v por definicién
en el punto indicado P.

L f@y) =ay® v = (R, 2), P(,2) Resp. Dof(P) = 4v2
2. fo,y) = vam; v =(%5), P@1) Resp. D, f(P) = ¥222
3. fz,y) = x26_2y; v =(-1,0), P(2,0) Resp. D, f(P) = —4

Problema 10 — Calcule la derivada direccional de f(z,y) = 522y en el punto P = (1,1)

1. en la direcciéon del vector que va de P al origen.

lucion: —22.
Solucio 7

2. en la direccion del vector tangente al circulo 22 + 42 = 2 en P.

Solucién: D, f(P) = % u = (—%, %); D,f(P) = —%, v = (%,—%).
3. en la direccion del vector P.
o 25
Solucién: 7
Problema 11 — Pruebe que las siguientes funciones son diferenciables en el punto indicado,
aplicando la definicion.

1. f(z,y) =322+ 9% P =(1,2) 4. f(z,y) =23 +yz+1, P =(2,1)

2. fz,y) =4a”y®, P = (1,1) 5. f(z,y) = 52% — 10y +y°, P = (0,0)

3. f(z,y) =2®+uzy, P(1,1) 6. f(z,y) = (z+y)Va>+y* P =(0,0)
Problema 12 — Pruebe que las siguientes funciones son diferenciables en el origen. Aplicando
que las parciales son continuas en el origen.

22y 26 — 2yt
—, si (z, 0,0 —, si (=z, 0,0
L fay) =) P (z,y) # (0,0) 3. floy) =1 DIy (z,y) # (0,0)
0, si (z,y)=(0,0) 0, si (z,y)=(0,0)
3
Ty ,
——, si (=, 0,0
o toy =) P B @0 #00)

0, si (z,y)=(0,0)
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4. Plano Tangente. Diferenciales. Gradiente. Regla de la cadena

Problema 1 — Hallar el plano tangente y la recta normal al grafico de la funcién dada en el
punto indicado.

2
T
L flay) =+ 5. P=(232)
-2 y-=-3 z-1

Solucién: 3z + 2y — 3z =6, xl = 273 =

1
2. f(w,y)zva2+y2—l,P=(2,—l,1)
z—2 y+1 =z-1
/2 —1/4 -1

3. f(z,y) =arctg (¥), P = (2,2, %)
r—2 y—2 z-—n/4
—1/4  1/4 -1

5 1)
i Oi_y—w/ﬁi_z—l
TR T/ T A

Solucion: 2z —y — 4z =1,

Solucién: —z+y —4z+ 7 =0,

4. f(z,y) =2e “sen(y), P = (0,

Solucion: —x + 3y —z+1 —

5. f(x,y) =Ve+ Yy, P=(41,3)

4 y-1 2-3
Solucién:$+2y—4z+6:0,w _y _Z

/4 172 -1
Problema 2 — Hallar el punto de la superficie z = zy — 32 + 2y — 5 en el cual el plano tangente
es paralelo al plano XY Solucién: (—2,3,1)
Problema 3 — Hallar los puntos de la superficie z = 823 — 12zy + v + 1 en los cuales el plano
tangente es paralelo al plano XY Solucion: (0,0,1), (1,2,-7)
Problema 4 — Hallar los puntos de la superficie z = zy(1 —x —y) en los cuales el plano tangente

es paralelo al plano XY.
Solucion: (0,0,0); (3,3,5-); (1,0,0) y (0,1,0).

Problema 5 — Hallar el punto del paraboloide z = 3z + y? en el cual el plano tangente es
paralelo al plano 12z — 6y — 3z = 1. Hallar el plano tangente.
Solucion: (%, -1, %), 122 -6y —32=17

Problema 6 — Hallar el punto del paraboloide z = 22 + 2y? — 7 en el cual el plano tangente es
paralelo al plano 6x — 8y — z = 10. Hallar el plano tangente.
Solucion: (3,—2,10), 6z — 8y — z = 24



16 4. Plano Tangente. Diferenciales. Gradiente. Regla de la cadena

Problema 7 — Hallar el punto del paraboloide z = 4 — 222 — 5y2 en el cual el plano tangente es
perpendicular a la recta z =1 — 2t, y = 4 — 5¢, z = 3 + t. Hallar el plano tangente.

Solucion: (—%, —%, %), 8z + 20y — 4y = —23

Problema 8 — Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 + y? que sea
paralelo al plano 3x + 8y — 5z = 10.
Solucion: 60x + 160y — 100z = 63

Problema 9 — Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 + zy que sea
perpendicular a los planos  +y — 2 =3y 2z —y + 2z = 4.
Solucion: —y —z+1=0

Problema 10 — Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 322 — 8zy + 5y% en
el punto en que la recta normal tenga por vector paralelo a v = (—1,0,2).

Solucién: 8z — 16z = —5

Problema 11 — Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 + y?> — 42 que sea

perpendicular a larectaz =3+ 4t, y=—-2t,z=1+¢t, t € R
Solucién: —4z +2y —z =1

Problema 12 — Aplique diferenciales para calcular aproximadamente el valor de la expresion
dada.

1. /(2,13)(1,98) 3. In(v/4,15 + /9,08 — 4) 5. /(8,02)2 + (14,97)2
2. In((3,1)? — 8) 4. arctg(1/0,9 + 0,01) 6. In(1/25,4 — /16,16)

Problema 13 — Los catetos de un tridngulo rectangulo mide 8 cm y 6 cm. El cateto més largo
se encoge % cm y el mas corto se alarga % cm. Usar diferenciales para aproximar la variaciéon de la
hipotenusa.

Solucién: Se encoge 1—10 cm.

Problema 14 — El volumen de un cono circular recto de radio r y altura h estd dado por
V= %m“Qh. Si el radio crece de 6 a 6,05 cm y la altura decrece de 18 a 17,96 cm. Usando diferenciales
estimar el cambio del volumen de cono.

Solucion AV =~ 3,127

Problema 15 — Se tiene un sector circular de radio 30 cm y éngulo central de 5. Si al angulo
central lo incrementamos un grado, estimar en cuanto debemos disminuir el radio si queremos que
el drea se mantenga.

Soluciéon 0,25 cm.

Problema 16 — Se miden los catetos de tridngulo rectdngulo obteniendo 8 cm y 6 ¢cm con un
error de a lo més de 0,2 cm en cada medicion. Usar diferenciales para estimar el méximo error al
calcular:

(a) La hipotenusa. Solucion: % cm

(b) El érea. Solucion: % cm
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Problema 17 — Se miden la base y altura de un rectangulo y resultan ser de 10 cm y 15 cm,
respectivamente, con un error posible de hasta 0,1 c¢m en cada medicién. Use diferenciales para
estimar el error maximo resultante en el calculo del area del rectangulo.

Problema 18 — Se mide el radio  de la base de un cilindro circular recto, asi como su altura h,
y resultan ser de 3 cm y 9 cm, respectivamente. Hay un error posible de 1 mm en cada medicién.
Use diferenciales para estimar el maximo error posible en el calculo de lo siguiente:

(a) Volumen del cilindro. (b) Superficie total del cilindro.
Problema 19 — Hallar el gradiente de la funcién en el punto indicado.
L. f(z,y) =3z +5y% P = (2,1) 4. f(z,y) = cos(z® +y?), P = (3,—4)
Solucion: Vf(P) = (3,10) Solucion: V f(P) = sen(25) (—6, 8)
2. f(z,y) =2ze"Y, P =(0,2) 5. f(z,y) = In(Vz? +y?), P =(1,2)
P _ /2 4
Solucion: Vf(P) = (2,0) Solucion: Vf(P) = (15, 15)
3. flw,y) =z — y), P = (2,3) 6. fla.y) =arctg (%), P = (4,-2).
Solucion: Vf(P) = (4,1) Solucién: Vf(P) = (—15,—1)
Problema 20 — Hallar la derivada direccional de la funcién dada, en el punto P y en la direccién
del vector v.
1. f(z,y) =22 +9?>+1, P=(1,2), v=(2,3) Solucion: 2v/13
s 2
2. f(z,y) = e¥sen(z), P =(0,0), v=(2,1) Solucion: 2v/5
3. f(z,y) =sen(2z)cos(y), P = (r,0), v=(Z,m) Solucién: 2v/5
o 4
4. f(z,y) = (z — 1)y?e™, P = (0,1), v=(—1,2) Solucién: —2v/5
Problema 21 — Hallar la derivada direccional de la funcién dada, en el punto P y en la direccién
del vector unitario que forma con el eje X un angulo 6.
1. f(z,y) =e*sen(y), P = (0, %), 0= %TW Solucion: 0
2. f(z,y) =In(x® +y>+1) +e*¥ P=(0,1), 0 = 5 Solucion: v/3 + %
3. flz,y) =2 —zy—2y% P=(1,2),0= g Solucion: @
Problema 22 — Hallar el vector unitario u en la direcciéon en que la funciéon crece y decrece mas
rapidamente en el punto P.
1. f(may) = mZ +£Uy+y2, P(_lal) 3. f(xayvz) = % — Yz, pP= (47131)

2. f(@,y) =2y +e"sen(y), P = (1,0) 4. f(z,y,2) = ze? + 2%, P = (1,In(2), 3)



18 4. Plano Tangente. Diferenciales. Gradiente. Regla de la cadena

Problema 23 — La temperatura en grados Celsius en la superficie de una placa metalica es
T(z,y) = 20 — 42> — y?, donde z y y se miden en centimetros. ;En qué direcciéon a partir de (2, 3)
aumenta méas rapido la temperatura? ;Cudl es la tasa o ritmo de crecimiento?

Solucion: La direccion de méximo incremento estd dada por (—16,—6) y su tasa de incremento es

V292

Problema 24 — La temperatura en el punto (x,y) de una placa metalica es T'(z,y) = xQ‘TTyQ
Hallar la direccion de mayor incremento de calor en el punto (3,4).

Solucién: La direccién de maximo incremento de calor es <%, —%)

Problema 25 — La derivada direccional de una funcion z = f(z,y) en el punto P = (1,3) y en

la direccion de P a Q = (2,4) es v/2; y en la direccion del vector unitario que forma un angulo de
Z con el eje X positivo es —2 + 3v/3. Hallar V f(1,3).
Solucion: Vf(1,3) = (6,—4)

Problema 26 — Sea Py(1,2), Pi(2,3), P»(1,0) y P3(4,6) puntos de R?. La derivada direccional
de una funcién z = f(x,y) en el punto Py, en la direccién del vector PyP; es 2v/2, y en la direccion

—
del vector PyP, es —3. Calcular la derivada direccional en Py(1,2) en la direccion del vector PyPs.
Solucién: 3

Problema 27 — La derivada direccional de f(z,y) en Py(1,2) en la direccion del vector i+ j es
2v/2, y en la de —2j es —3. ;Cual es la derivada direccional de f en Py en la direcciéon del vector
—i+2§?

Solucion: /5

Problema 28 — ;Cuél es el valor del angulo 6 para el cual la derivada direccional de

f(z,y) = /25 — 22 — y? en el punto P = (1,2) es minimo, y cudl es éste valor minimo?
1

Solucién: @ = arctg(2), la derivada direccional es —3

Problema 29 — Hallar el plano tangente a la superficie en el punto P indicado.
1. 22492+ 22 =6, P = (2,1,1). 3. 202+ 2y —2=21, P =(-2,3,5).
Soluciéon: 2c+y+ 2 =16 Soluciéon: —8x + 12y — z = 47
2. 22 4+ 4y + 222 =35, P=(-1,-2,3). 4. Y+ Yy+ Yz=1, P=(-1,1,1).
Solucién: z + 8y — 62 +35=0 Soluciéon: z —y —2z+3 =0
Problema 30 — Hallar los puntos de la superficie z2 + y? + 22 = 2 donde los planos tangentes

son paralelos al plano 8z + 6y + 10z — 3 = 0.

Soluciéon: P = (%, %, 1) yQ = (—%, —%, —1)

Problema 31 — Hallar los planos tangentes a la superficie 622 4+ 4y? 4+ 2% = 14 donde los planos
tangentes son paralelos al plano 3z + 2y + 2z — 5 = 0.

Solucion: P =(1,1,2) y Q = (—1,—1,—2)

Problema 32 — Hallar los puntos de la superficie 222 + y? + 22 — zy = 7 donde los planos
tangentes son paralelos al plano Y Z.
Solucion: P =(1,2,0) y Q = (—1,—-2,0)
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Problema 33 — Determine la esfera que tenga por planos tangente a los planos z +y + z = 5,
x4y + 2z = =3, sabiendo que el punto (1,2,2) es uno de los puntos de contactos.
Solucion: 3z2 + 3y% + 322 + 2z —4y — 4z — 13 =0

Problema 34 — Para cada uno de los ejercicios hallar las ecuaciones paramétricas de la recta
tangente a la curva de interseccion de las superficies en el punto dado.

1. Superficie: z? + y? = 4, z = 2% + y2. Punto (v/2,v/2,4).
Solucion: z = V2 — 2\/§t, Yy = V2 4+ 2\/§t, z=4,teR

2. Superficie: zyz = 1, 22 + 2y? 4+ 322 = 6. Punto (1,1,1).
Solucion: x =1+2t,y=1—-4t, z2=1+2t, t e R

3. Superficie: 22 + 2y + 2z = 4, y = 1. Punto (1,1, %)
1

Solucion: z =1-2t,y=1,2=5+2t,t € R

4. Superficie: 2% + 322y? + y3 +4zy — 22 =0, 22 + % + 22 = 11. Punto (1,1, 3)
Solucién: x =1+90t, y=1—-90t, z =3, t € R.

Problema 35 — Encuentre % usando la regla de la cadena. Exprese su repuesta final en términos
de t.

1. w=z?32=13 y=1>

2. w= 2’y — y?’z; z = cos(t), y = sen(t)

3. w=e"sen(z) +e¥sen(z); z =3t, y =2t

4. w=1In (%), T = tg(t), y = sec?(t)

5. w=-sen(zyz?);z =13, y=1t z=1

6. w=xytyzt+arzr=1t>,y=1—1t>2=1—1t

Problema 36 — Encuentre %—f y %—’f mediante la regla de cadena. Exprese su repuesta final en

términos de s y .
l.w=2y;x=st,y=s5—1
2. wsz—yln(w);ng,yZSQt

3. w=e""1"; z = ssen(t), y = tsen(s)

4. w=1In(z +y) —In(z —y), z = te*, y = e

Problema 37 — Demuestre las siguientes afirmaciones.
0 0 0 0
1. Sea f diferenciable, w = f(u), u = x + 2y + 3z. Probar que: 9w o, 9l _ g9
or Oy Oz ou
0 0 0
2. Sea f diferenciable, w = f(z —y,y — z,z — ). Probar que: i + i + Y0
or Oy Oz

3. Sea f diferenciable, w = f(z,y) donde £ = u + v y y = u — v. Demuestre que:
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ow Ow ow\? ow\ 2 Pw  Pw  Pw
@ —— =52 |5 (b) T 92 92
ou Ov 0z oy Judv  Ox oy

4. Sea f diferenciable, w = f(z,y) donde £ = 2u + v y y = u — v. Demuestre que:

0w n 0w B 532w ) 0w n 0w
ou?2 = w2 T Oz2 0xdy 0y?

5. Sea f diferenciable, w = f(x,y) donde 2 = €" cos(v) y y = e“sen(v). Demuestre que:

(92_’LU + 62—w — 62@6 (92_’LU + (92_11)
ou? = ov? ox?  Oy?

6. Sea f diferenciable, w = f(z,y) donde z = rcos(f) y y = rsen(f). Demuestre que:

ow\*, 1 (ow)* _ (ow\? (o)’
or r\00) \ox oy
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5. Funciones implicitas. Polinomio de Taylor

Problema 1 — En los ejercicios siguientes, se da el nivel cero de una cierta funcion F(z,y),
Compruebe que esta funcion satisface las hipotesis del teorema de la funcién implicita en el punto
indicado (perteneciente al nivel cero de F'). Obtenga la derivada de la funcion y = f(z) en el punto
indicado.

1. F(z,y) = 2%y + 322 —2y> -2y =0, p = (1,1) Solucion: f'(1) = %

2. F(z,y) =sen(z) +sen(y) +2y — 7 =0,p = (0, %) Solucién: f/(0) = —3

3. F(z,y) =yln(z? +4y?) — 22y =0, p = (0,1) Solucién: f/(0) =1

4. F(z,y) = ze® +ye¥ — 22y =0, p = (0,0) Solucion: f'(0) =

5. F(z,y) =2V +y* — 22y =0,p = (2,2) Solucion: f'(0) =
Problema 2 — En los ejercicios siguiente, se da el nivel cero de una cierta funcion
F(z1,z2,y) = 0. Compruebe que éste define implicitamente una funcion y = f(z1,y1) en una

vecindad del punto p dado perteneciente al nivel cero de F'. Obtenga las derivadas parciales de la
funciéon f en p.

1. F(zy,20,y) = vy sen?(z3) + 21 — 320 +y =0, p = (0,0,0)

. Oy Iy
Solucion: —2 (p) = —1; 2 (p) =3
olucion: 2 " (p) 9y P
2. F(x1,29,y) = 21 In(1 4+ z3) + ye*¥ =0, p = (0,0,0)
Solucion: @(p) .9 —(p) =0
I 8 €9

3. F(x1,22,y) = yarctg(l —y®) + 31 + 5y — 825 =0, p = (1,1,1)

Solucion: ;—jl(p) =—1; 8852( ) =28
4. F(z1,22,y) = z1(22¢) + 5y =2 =0, p = (1,1,0)
dy 1 Oy 1
Sol — =_—_; < - _-
olucion: = (p) 5 8x2( p) 5
5. F(x1,22,y) = x122y€Y In(y) — 321 + 322 =0, p = (1,1,1).
9y Oy
Sol — =3e 1 =—3e!
olucién: 3$1( p) =3e™; . —(p) 3e
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Problema 3 — El sistema u —v = 2 + y, u + v =  — y define funciones implicitas v = u(z, y),
v =v(x,y), x = z(u,v), y = y(u,v), las cuales se pueden hacer explicitas. Obtenga las derivadas
parciales de estas funciones. Compruebe que
O(u,v) O(z,y
Iz, y) O(u,v)
Problema 4 — Considere las funciones v = u(z,y), v = v(x,y) definidas implicitamente por las
expresiones

(o))

=1

(o))

e +e' =z +ye, ue"+ve’ =uzye
calcule las derivadas parciales %, %, ‘g—’; y g_Z’ parau=0,v=12=1y=1.
., ) 0 lé) 0
Solucion: §¥(1,1) =2 —¢; Go(1,1) =¢; §2(1,1) =1 — ;v §2(1,1) = 0.
Problema 5 — Considere las expresiones

w —3z+2y =0, ut—v'=2z>—y?
Habiendo verificado que éstas definen funciones v = u(x,y), v = v(x,y) en los alrededores del punto
(u,v,z,y) = (1,1,1,1), determine las ecuaciones de los planos tangentes a las superficies u = u(z,y),
v =v(z,y) en p.

Solucion: F(z —1) —2(y—1)—(u—1)=0; 2(z—1) = 2(y—1) —(v—1) =0

Problema 6 — Suponga que la funcion z = f(z,y) es definida implicitamente por z tg(y) —ze* = 0
y es diferenciable en el punto (0, §), ademés f(0,7) = 0. Hallar la derivada direccional de la funcion

z = f(z,y) en la direccion del vector u = (2, 1).

2v5

Solucién: £

Problema 7 — Hallar la direccion de mayor crecimiento de la funcion z = f(z,y) dada
implicitamente por arctg(z + y + z) + 3zyz + 2z = 0 en el origen de coordenadas.
Solucion: La direccién de mayor crecimiento es <—%, —%}

Problema 8 — Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0,0) de las siguientes
funciones:

1. f(z,y) = e cos(y)

2 2 3 2
Solucion: Ps(z,y) =1+ + % _ % "% _ %
2. f(z,y) = etV
z? 3
Solucion: Ps(z,y) =1+ + ) +y2 + - + 2y
3. flz,y) =e"In(1 +y)
2 2 2 3
Solucion: P3(z,y) =y + zy — % + % - % + %
4. f(z,y) = z* + 2y? — 2¢°
3

Solucién: Py(z,y) = zy — 2y? + zy? + %
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6. Maximos y Minimos de Funciones de Varias Variables.
Multiplicadores de Lagrange

Problema 1 — Hallar los extremos relativos de las siguientes funciones.

1.

10.

11.

flzy) =2* + 2y +y* — 6z +2

Solucién: Minimo local en (4, —2).

. flz,y) =2 + 93 —27Tx — 12y

Soluciéon: Méaximo local en (—3, —2); Minimo local en (3,2) y Punto silla en (3,—-2) y (-3, 2).

fz,y) = 422 + 2y% — 22y — 10y — 2z

Solucién: Minimo local en (1,3).

Cfy) =Tyt —e

Solucién: Punto silla en (0,0).

f(xay)zl_m

Solucion: Maximo absoluto en (0,0).

fz,y) = 23 + 4> + 922 — 39> + 152 — 9y
Solucion: Punto silla en (—5,3) y (—1,—1); Maximo local en (—5,—1) y Minimo local en
(—1,3).

. f(my) =day —at —yt+1

Soluciéon: Maximo local en (1,1) y (—1,—1); Punto silla en (0,0).

fz,y) =2* +y° — 15zy
Solucién: Minimo local en (5,5); Punto silla en (0,0).

2 4

cflry) =2y ————+38
Ty

Solucién: Minimo local en (—1,—2).
f@y) =In(z*+y> +1)

Solucién: Minimo absoluto en (0,0).

flz,y) =2’ +y° =32 —3y* — 9y
Solucion: Punto silla en (0,3) y (2,—1); Maximo local en (0, —1) y Minimo local en (2, 3).
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12. f(z,y) = (@ + y?)e” @) — (22 +4?)

Soluciéon: Maximo absoluto en (0,0).
Problema 2 — Hallar tres niimeros positivos z, y y z que satisfagan las condiciones dadas.

1. La suma es 36 y su producto es maximo.

Soluciéon: z =12, y =12, z = 12.

2. La suma es 30 y su producto es méximo.

Solucién: z = 10, y = 10, z = 10.

3. La suma es 32 y P = zy?z es méaxima.

Solucién: x =8, y =16, z = 8.

4. La suma es 30 y la suma de los cuadrados es minima.

Solucién: z = 10, y = 10, z = 10.

Problema 3 — En el plano XY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias

que miden entre las tres rectas z = 0, y = 0, z+2y — 16 = 0 y el punto buscado sea el menor posible.
a0 (8 16

Solucién: (5, ?)

Problema 4 — Hallar las dimensiones del paralelepipedo rectangular de volumen méximo que

tiene tres de sus caras en los planos coordenados. Uno de sus vértices es el origen y el vértice opuesto

esta en el plano

1. 6z + 4y + 3z = 24. Soluci()n:xz%,yzZ,z:%

2. 4z + 6y + 2z = 12. Soluci()n:le,yz%,zzll.
Problema 5 — Hallar los puntos de la superficie 4> — 2z = 9 que estdn mas cerca del origen.
Solucion: (0,3,0) y (0,—3,0)
Problema 6 — Hallar los valores méaximo y minimo de la funciéon f(z,y) = 2 + 2zy — 4z + 8y
en el rectangulo limitado por las rectas, t =0,y =0,z =1, y = 2.
Solucion: Maximo en (1,2); Minimo en (1, 0).
Problema 7 — Determine el méximo y el minimo absoluto de la funcién

fla,y) =2’ +y° — 3ay

enlaregion 0 <z <2, 1 <y<2
Solucion: Maximo en (0, 2); Minimo en (1, 1).
Problema 8 — Hallar los valores maximo y minimos de la funcion f(z,y) = zy(4 —x —y), en el

triangulo limitado por las rectas x =0, y =0, z +y = 6.
Solucion: Minimo en (3, 3); Maximo en (%, %)
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Problema 9 — Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie
2 2 _
r+y+zt+azy—z°—y =0,

en el punto de la funcién representada por dicha superficie tenga un valor extremo. ;Qué clase de
extremo es?
Solucion: Minimo en (1,1). Plano tangente z = —1.

Problema 10 — Hallar los valores méximo y minimos de la funcién f(z,y) = 22 + 3y + x — v,
en el tridngulo limitado por lasrectas z =1,y =1,z +y = 1.

Solucién: Minimo en (%, %), Méximo en (1,1).

Problema 11 — Hallar los valores maximo y minimo de la funcion f(x,y) = 2y +  + y en el
rectangulo limitado por las rectas, x =1,y =2, z =2, y = 3.

Solucion: Maximo en (2, 3); Minimo en (1, 2).

Problema 12 — Hallar los valores maximo y minimos de la funcién f(z,y) = 2% — zy + y? — 4z,
en el tridngulo limitado por las rectas z =0, y = 0, 2z 4+ 3y = 12.
Solucién: Minimo en (%, %); Méximo en (0,4).

Problema 13 — Sean las rectas:
. _Y_ e — _
Ll.x—2—§—z Ly:z=y—1=2

1. Hallar el punto P; de Ly y el punto P» de Lo tales que la distancia de P; a P» sea minima.
Solucion: P, = (4,4,2) y P, = (3,4, 3).

2. Hallar la distancia de P; a Ps.
Solucion: d(P;, Py) = /2.

Multiplicadores de Lagrange

Problema 14 — Hallar los extremos de f(z,y) = zy sujeta a 22 + 32 = 8.
Solucion: Maximo en (2,2) y (—2,—2). Minimo en (—2,2) y (2,—2).

Problema 15 — Hallar los extremos de f(z,y) = 8z — 2y sujeta a 222 + 3y? = 75.
Solucion: Maximo en (6,—1). Minimo en (-6, 1).

Problema 16 — Hallar los extremos de f(z,y) = 422 + 2y + 1 sujeta a 2 + y% — 4y = 0.
Solucion: Maximo en (0,4). Minimo en (0, 0).

Problema 17 — Hallar los extremos de f(z,y) = 422 + 2y? + 5 sujeta a 22 + y* — 2y = 0.
Solucion: Maximo en (0, 2). Minimo en (0, 0).

Problema 18 — Hallar los extremos de f(z,y) = 25 — 22 — y? sujeta a 22 + y% — 4y = 0.
Solucion: Maximo en (0,0). Minimo en (0, 4).

Problema 19 — Hallar los extremos de f(z,y) = e sujeta a 2 + y% = 8.
Solucion: Maximo en (2,2) y (-2, —2). Minimo en (—2,2) y (2,—2).
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2
Problema 20 — Se tiene una parabola y = % ylarecta L: y—x+4=0.

1. Hallar el punto Py de la parabola que estd a una distancia minima de la recta L.
2. Hallar el punto @ de la recta L que estd més cerca del punto Py. de la parabola.

Solucion: Py(1,3) y Q(&,-2).

2 2

Problema 21 — Se tiene una elipse % + % =lylarectalL: y+xz—5=0.

1. Hallar el punto Py de la elipse que est4 a una distancia minima de la recta L.
2. Hallar el punto @ de la recta L que estd més cerca del punto Py. de la elipse.
Solucion: Py(2,1) v Q(3,2).

Problema 22 — Un disco circular tiene la forma de una regioén acotada por el circulo 22 +y? = 1.
Si T es la temperatura (en grados Celsius) en cualquier punto (x,y) del disco y T'(z,y) = 22 +y? —y.
Encuentre los puntos mas calientes y mas frios del disco.

Solucion: Los puntos mas calientes de la placa circular son (ﬁ —l> y (—ﬁ —l>. El punto mas

2072 2072
frio es (0,1).

Problema 23 — Considere el hexdgono con vértices (0,+1) y (£x,+y) inscrito en la circunfe-
rencias unitaria 22 + y? = 1. Demuestre que su area es maxima cuando es un hexagono regular con
lados iguales.
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7. Integrales Dobles y Triples

Problema 1 — Evaluar la integral doble dada.
L[] fendd s =@rnet R=0.1x 02
R

Solucion: e3 + e — 2

2. 4/f(n,m)dA, Fnym) = dnm ™™ R=[0,1] x [0, V3],

Solucién: €3 —e?2 —e+1

2r
3. 4/f(x,y)d,4, f(:z:,y):xZ—_ijl, R=10,1] x [1,3].

Solucion: 41n(2)
4. //f(a:,y)dA, flz,y) =zcos(x +y), R=][0,7/6] x[0,7/2].
R

1
Solucion: (1 + \/3)% + (V3 — 3)5

Problema 2 — Evaluar la integral iterada dada.

3 rl T 4
1. / / (2?2 + 2y + y*) dz dy = 20 5. / / |z — 2|sin(y) dedy =5
0o J-1 0o J1

r ol 1,1 1
2. / / zcos(y)drdy =0 6. / / |z —y|dzdy = 3

o Jo 0o Jo

In(3) rIn(2) 1 1 8
3. / / "V dx dy = 2 7. / / |z 4+ y|dedy = -

0 0 —1J-1 3

3,2 1 16 3l 37
4. / / ——dzd :ln<—> 8. / / y—x2 drdy = —
2 J1 (z+y)? Y 5 o J1 | | 5

Problema 3 — Para cada uno de los siguientes problemas, cambie el orden de integracion.

9 T 3 19
1. / / flz,y)dydz. Solucion: / / f(z,y)dzdy
0o Jo 0 Jy?
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1 T 1 ¥y
2. / / f(z,y) dy dz. Solucion: / / f(z,y)dzdy
0 Ja3 0 Jy
2 V4—z2
3. / / (z,y) dx dy. Soluci(’)n:/ / f(x,y)dydx
V4—y2 —-2J0
1,y 1 o
4. / / f(x,y)dz dy. Solucién: / / f(x,y)dydx
0 Jy 0 Jz2?
1 pV1—a2
5. / / f(z,y) dy dz. Solucion: / / (z,y) dx dy
-1Jo
2 2z 2 ry
6. / f(z,y) dy dzx. Solucién: / / f(x,y)dzdy —I—/ / f(x,y)dzdy
1 Jz 1 J1 2 Ji
1 parccos(y) cos(
7. / / f(z,y)dzdy. Solucion: / / (z,y) dy dz
0 \/a:—i—l
/ / (z,y) dz dy. Solucién: / / (z,y)dy d:1:+/ / (z,y) dy dz
-1 —\/r-i-l
Problema 4 — Evaluar la integral doble dada, invirtiendo el orden de integracion.
@ re x V2-1, /2 sin(z In(3)
1. —————dydx = d dr =
/0 /:c Vy? + 12 yar 2 ¢ / / 4 — gin? yar=y

2 4 1 1 rl 1
2. / / ysin(z?) de dy = ~(1 — cos(16)) 4. / / eV/® dyp dy = =

2
Problema 5 — Calcular la integral doble / / :1:_2 dA, donde D es la region acotada por las rectas
Y
- 9
x =2,y =z y la hipérbola zy = 1. Solucién: 1

Problema 6 — Evaluar la integral doble / / (xl/ 2 _y?)dA, donde D esté4 limitada por las curvas
D

1
y=z°, yr=y". Soluci()n:?

Problema 7 — Calcular la integral doble / / (22 — y) dA, donde D esta limitada por las curvas
D

15
y=lzr—1},y=4—|z| Solucion: —3
Problema 8 — Hallar el area de las siguientes regiones.

1
1. Regiéon D encerrada por las curvas y = 22, y? = . Solucién: 3
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2. Region D limitada por las curvas y = 22 — z, y = sin(7z). Solucién: al
i
-, . . 2 ., 1
3. Region limitada por las curvas x = y* — 2y, x +y = 0. Solucién: G
. : . 9 9 ., 16
4. Regioén en el primer cuadrante acotado por las parabolas = = 4y, © = 8 — 4y. Solucién: 3
22 2
5. Region D encerrada por la elipse — + i 1,a>0yb>0. Solucién: abr
a
i6 2. ,.2 2 2 ., 16
6. Region D = {(z,y) € R* : y* <4z —z°, y~ > 2z}. Solucion: 27 — 5
14 2. ,2 2 2 . 16
7. Region D = {(z,y) e R* 1 y* <4z —z°, y° < 2z}. Solucion: 27 + 3
14 2 2 2 2 ,o9m 1
8. Region D = {(z,y) e R° :y <z, z°+y° <2} Solucion: > "3
1
9. Region D = {(z,y) € R2 : y > 22, 2 +4% <2} Solucion: g + 3
Problema 9 — Hallar el volumen de los siguientes sélido.
1. Solido situado debajo del paraboloide eliptico z = 422 4+ y? y sobre el rectangulo
R =10,2] x [0, 3] Solucion: 50
2. Solido situado debajo de la superficie z = 43 + 32%y y sobre el rectangulo
R =[1,2] x [0,4] Solucion: 116
3. Solido limitado superiormente por el paraboloide z = 4 — 22 — 242 e inferiormente por el plano
XY. Solucion: 427
4. Solido limitado por los planos coordenados, los planos z = 4 e y = 4 y el paraboloide
560
z=a’+y? +1. Solucioén: 3
1 .. Tz Yy .. abc
5. Solido limitado por los planos coordenados y el plano — + b +—-=1. Solucién: T
a
6. Solido bajo el plano 2z 4+ 7y — z = 0 y sobre la regién del plano XY encerrada por las curvas

= =3 Solucién: —
Yy=x,y=7z olucién I
Soélido encerrado por el plano x +y + z = 2, el cilindro parabélico y = 2 circular y el plano
81

XY. Solucién: —
olucién: oo

. Solido encerrado por el plano z +y + z = 3, el cilindro circular 2 + 42 = 1 y el plano XY

Solucién: 3w

. Solido en el primer octante encerrado por los planos coordenados, el paraboloide z = 4 —x22 —y?

50
y el cilindro y = 1 — 22 Solucioén: 31
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Problema 10 — Para cada uno de los siguiente problemas realizar el cambio a coordenada polares.
1. Calcular la integral doble / / V1 —122 —y2dA, donde D es la cuarta parte del circulo
P s
22 + 3% < 1, que se encuentra en el primer cuadrante. Solucién: 5
2. Calcular la integral doble // 16 — 22 — y2dA, donde D = {(z,y) € R? : 22 + 4% < 4y}
64 ¥
Solucion: —~
3
3. Calcular la integral doble / / ydA, donde D es la region encerrada por el cardioide
N 4
r =1+ cos(f) y sobre el eje X. Solucion: 3
4. Calcular la integral doble / / e~ (@ +y?) dA, donde D es la regién en el primer cuadrante acotado
P T
por la circunferencia 22 + 32 = a? y los ejes coordenados. Solucion: Z(l — e‘“z)
5. Hallar el volumen de la regiéon en el espacio limitado superiormente por el cono
2
2z = v/x2 4+ y?, dentro del cilindro z? 4+ y? = 1 y sobre el eje X. Solucion: ?ﬂ
6. Hallar el 4rea de la region plana D ubicada en el interior del circulo 7 = 3 cos(f) y en el exterior
del cardioide r = 1 + cos(6). Solucién: 7
7. Hallar el volumen del sélido limitado por el cilindro z? + y? = 16, el plano XY y el plano
z=4—u. Solucién: 327 — 13—8
8. Hallar el volumen del solido bajo el paraboloide z = 22 + 2, dentro del cilindro 22 +y%? =4 y
sobre el plano XY Solucioén: 87
9. Hallar el volumen del sélido dentro de la esfera 22 + y? + 22 = 25 y dentro del cilindro
2?4+ y% = 16. Solucién: Tﬂ'
10. Una regiéon R en la parte superior del eje X esta limitada por la izquierda por la recta y = —z
y por la derecha por la curva 3(z? + y2)1/2 — 3z =z + 92 Solucién: % +9v/2
Problema 11 — Para cada uno de los siguientes problemas aplicar un cambio de variable.
1.

Calcular la integral doble / / e%dA, donde D la regién triangular del plano XY limitado
D

-1

porz=0,y=0,z+y=1. Solucién: -
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2.

10.

11.

. Calcular la integral doble / /
D

Calcular la integral doble / / cos (x _T_ y) dA, donde D la regiéon del plano XY limitado por
rry
D

15sen(1)

lasrectasc+y=1,z+y=4,2=0,y=0. Solucién: 5

(2z —y)?

dA, donde D es la regiéon en el plano XY, limitada
1-4z+y

Calcular la integral doble / /
P 4
por las rectas, y = 2z, y = 12+ 4z, y =4z, y + 2 = 2x Solucion: 3 In(13)

Calcular la integral doble //(x +1)%2e® Y dA, donde D es la region en el plano XY, limitada
D

15e3 — 3e — 26
por lasrectas, z+y=1,z4+y=3,2—y=2,y—x =0 Solucién: %
-2
Calcular la integral doble / / i n 23: dA, donde D es la regién en el plano XY, limitada por
y+ 2z
D

las rectas, y =2z, y =2 +2,y=2—2z,y=6 — 2x Solucioén:

In(3)
2

idfl, donde D es la regién en el plano XY,
V13 + 22 — y?

205 — 51/ 17
limitada por el cuadrilatero de vértices (2,0), (4,2), (2,4) y (0,2). Solucion: —

9
Calcular // V4x2 + y2 dA, utilizando el siguiente cambio de variable z = uv, y = u? — v?
D

1432
donde D es la imagen de la region R = {(u,v) : 1 <u<2,-1 <v <1} Solucioén: T

Hallar el area de la region D del primer cuadrante encerrado por las rectas y = 2z, 2y =z y

las hipérbolas zy =1, zy = 3. Solucion: 21n(2)
1
Hallar el 4rea de la region D del primer cuadrante encerrado por las pardbolas y = 22, y = ZxQ,
y? = bz, y? = . Solucién: 4
1 1—x y e—1
Calcular la integral doble / / e=+vdydx. Solucion:
0 Jo

2
Calcular la integral doble / / M dA, donde D es la regiéon limitada por las parabolas,
x
D

y=a z=y" dy=2° 4z =y’
1
Solucion: - (5cos(4) — cos(16) — 4 cos(1))
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Integrales Triples

Problema 12 — Para cada uno de los siguientes ejercicios hallar el valor de la integral triple

. f(z,y,2) =z +y; D es el solido limitado por las superficies z = 2 — z

[[] st
D

fly,2)=z+y+z;D={(z,y,2) ER*:0<2<2,0<y<3,0<2< 1}

Solucién: 18

- F(2,y,2) = wysen(z); D = {(z,4,2) € :0< <m0 <y <m0 < 2 < ).
4

T
Solucién: —
ucion 5

. flz,y,2) =xyz; D = {(z,y,2) ER® : -1 <1 <3,0<y<2,-2<2< 6}

Solucién: 128

. fly,2)=z+y+zD={(r,y,2) ER: -1 <r<3,0<y<2,-2<2<6).

Solucién: 256

. f(z,y,2) = 2%; D es el solido limitado por los planos coordenados y el plano = +y + z = 1.

Solucién: —
olucién 60

. f(z,y,2) = zyz; D es el solido limitado por los planos y =0,y =2, 2 =—-1,2=0,2=0y

la superficie z = 1 — 22.

Solucién: ——
olucién G

. f(z,y,2) =2y + z; D es el solido limitado por los planos y = =2, y =2, 2 =—-1,2=1,2=0

y la superficie z = 4 — y°.
512

Solucién: —

15

2 2z =% y los planos

y=0,y=3.
Solucién: 12

Problema 13 — Dibuje el sélido limitado por las gréaficas de las ecuaciones dadas. Después
encuentre su volumen por medio de integrales triples.

1. 2z4+3y+2=6,z=0,y=0,2=0. Solucién: 6
128
2. z=y,y=2%,y=4,2=0. Solucion: =
128
3. y+z=4y=4—2%9y=0,2=0. Soluci(’)n:?

1
4. z=2°4+9y*,2=0,y=0,2=0,z+y=1. Soluci(’)n:g
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332

5. 2=10—2> —y?, y =22, . =y?, 2= 0. Solucion: —
105

256

6. 2=22r=8-22y=—-1,y=-3. Solucién: KD
256

T.2=22 y+z=4,y=0. Solucion: 5
2 2 .. 8

8. z=1—-y*,z=y*—1,z+2=1,2=0. Solu(:lon:g
2 2 .11

9. y=2* 2=y, c+y+z2=2,2=0. SOIUCIOHC%
2 2 ., 16

10. y=4—2z"—-2°,2=0,y=0,2=0,z+ 2 = 2. Solumon:?
Problema 14 — En los problemas siguientes cambiar a coordenada cilindricas o esféricas para

evaluar la integral dada.

/ / / V2 +y? dzdydx Solucién: 2
2+y

2 rV2z—z2 ra
2. / / / 2\ 2% + y? dzdydx Solucién: Sa?
o Jo 0

04271D2 /a27$27y 1
/ / / —dzdydx Solucioén: —a5/2
—a

02—1'2
1— x2—y
/ / / (22 + y% + 22)%/ dzdydz Soluci6n: 27
1— x2—y
04272132 (12711327:1/
5. / / / I dzdydzx Solucién: +a®
o, 2 2 40
0 Jo 0 T+ ys+z
Problema 15 — En los problemas siguientes aplicar coordenada cilindricas o esféricas.

1. Hallar el volumen de la region que se encuentra dentro de la esfera 2 + y? + 22 = 4 y dentro

2
del cilindro z2 + y2 =1. Solucioén: %77 — 437

2. Hallar el volumen de la regién que se encuentre en el interior de la esfera 22 + 4% +22 =4y

1
dentro del cilindro z2 + (y — 1)2 = 1. Solucion: gﬁw

3. Hallar el volumen de la regién limitada por el plano z = 0 y el paraboloide z = 9 — 22 — ¢/,

81
Solucién: 771’

4. Hallar el volumen de la region limitada por los paraboloide z = 22 + 32 y z = 12 — 222 — 29/,

Solucién: 327
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5. Hallar el volumen de la regién limitada por arriba por la esfera 22 4+ 42 4 22 = 2 y por abajo

4
por el paraboloide z = 2?2 + 32 Solucién: 5\/5% — 671'

Problema 16 — En los problemas siguientes aplicar cambio de variable.

1. Calcular /// <2x2_y +§> dV, donde
E

E={(z,y,2) ER*:0< 2<3,0<y <4,

Y
5SS
5 S @

NI

+1}

2z —y

5 Solucién: 12

. . . Yy
Sugerencia: Realizar el cambio u = , U= ok w =

z
3
2. Hallar el volumen del elipsoide que tiene por ecuaciéon

oyt 2
¥+ﬁ+c_2_1

Solucién: %abcw

3. Calcular / / / z2dV, donde
E

E={(z,y,2) ER*: -1<z-2<1,0<y+2<20<z+2<1}
Solucion: L
olucion: —
3

4. Calcular ///(x +y+2)(x+y—2)(x—y—2)dV, donde E es el tetraedro limitado por los
E

planosz +y+2=0,z+y—2=0,z —y—2=0y 2z —y = 1.

Solucién: —
olucién T



