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Resumen

En este articulo, se presenta un analisis del cotapuento viscoplastico de los suelos, haciéndasederivacion
matematica requerida para la estimacion de las defiones viscoplasticas en un elemento, a pdgifas funciones de
fluencia y de potencial plastico, obtenidas condaterios de resistencia de Mohr-Coulomb y Drulksager para el caso
tridimensional y de deformacion plana.
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Abstract

In this article, an analysis of the behavior vislagtic of the soils is presented, there being ddme mathematical
derivation needed for the estimation of the defdioma viscoplastics in an element, starting from thnctions of yield and
from plastic potential, obtained with the criteriaf resistance of Mohr-Coulomb and Druker-Prager; the three-
dimensional case and from plane strain.
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Mohr-Coulomb escrita en términos de esfuerzos jpates,
gue luego con la ayuda de los esfuerzos desviagereste
El modelo méas simple para el estudio deéncontrar la funcién de fluencia y del potencidspico en
comportamiento de los suelos es el elastico, ezual se flujo asociado, se escribe en términos de las iantr de
cumple la Ley de Hooke, donde las deformaciones geefuerzos y de los parametros de resistenci@). (c,

1. Introduccién

sufre el material son reversibles y proporcionadesos
esfuerzos y donde éstos Ultimos son menores aikarcia
del material. El estudio de este modelo es bagiam el
inicio de las estimaciones de esfuerzos y deforonas a

Igualmente se hace con el criterio de resisteneiBker-
Prager, la cual esencialmente es derivada deyladde
resistencia de Mohr-Coulomb. A partir de las fune® de
fluencia y de potencial plastico, se desarrolltenulacion

través de otros modelos. Sin embargo, tambiénse gae
el modelo elastoplastico esta asociado con defoomes
irreversibles, y por lo general en este caso, d#ahde viscoplasticas en el caso tridimensional y de aheémion
plasticidad perfectamente (Chen, 1995), definidagés plana.
una superficie de fluencia fija que es limitada por En este modelo, el fendmeno de fluencia se caiaater
parametros maximos de resistencia o esfuerzos méxiyn porque las deformaciones no son solamente funcén d
teniendo en cuenta que la misma no esta afectada pstado de tensiones, sino también del tiempo, yasale
deformaciones pléasticas. una deformacion instantanea, el material sufre
En este articulo, se aplica la formulacion de Reazy deformaciones de fluencia (deformaciones viscoigksy,
(1966) junto con lo presentado por Wittke (1990Elyen que generalmente aumentan con la duracion de éagasi
(1975), desarrollando las expresiones matematitdsrma actuantes. Se debe tener presente gque en el camparto
matricial, para la estimacion de las deformacionesscoplastico, la viscosidad es una propiedad datierial
viscoplasticas y de esfuerzos, cuando un elemeattad que solamente se activa en el momento que se exaede
masa de suelo esta bajo las cargas de su propipocye resistencia Gltima del suelo y donde éste comieaza
externas. El estudio parte de la ley de resisterigarte de deformarse a un esfuerzo constante con el tiempo.

de Perzyna (1966), para luego llegar a expresiones
matematicas, correspondientes a las deformaciones
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La estimacion de las deformaciones y esfuerzos se

llevd a cabo en esta investigacion, aplicando dait@ de
elementos finitos, a un elemento de suelo confoonzmt
cuatro triangulos, presentandose los resultadosudé&o
iteraciones que permiten ilustrar el modelo dedlado.

2.- Formulacién viscoplastica considerando el critéeo de
resistencia de Coulomb

2.1. Caso Tridimensional — Coulomb.

Comenzaremos haciendo
modelo, presentado la fig. 1 y fig. 2, las cuagsdaran a
comprender la formulacién matemética, aqui plarste&th
la primera se muestra los distintos criterios desttidad
perfecta, y en los cuales se apoya el modelo Vidstqo, y
en la fig. 2, se ilustra la representacion delcsigealizado
a través del modelo de plasticidad perfecta indioda
puntos de esfuerzos que en esta investigacionnsideoan,
pueden presentarse en el comportamiento viscaqgast

Perzyna (1960), define la variacion de
deformaciones viscoplasticas en el tiempo, comtensor

la formulacién de este

las

Circulo definido
por esfuerzos

a compresion
[ Coulami)

Circulo definido
por esfuerzos
a tensidn

Coulombk

Drucker-Prager

Won Mizes

ESCa

Fig. 1.- Secciones de la superficie de fluencielgiianor (o, +0; + 03

Se debe tener presente que la viscosidad es distint
las propiedades de amortiguamiento proporcionadas |
rigidez del material y donde estas Ultimas retartiEn
deformaciones, antes de superar la resistenciaajltionde
a partir de ese momento las deformaciones son
dependientes del tiempo e irreversibles.

dependiente de la viscosidad, asi como tambiénade |

resistencia maxima del suelo proporcionada por

denominada funcién de fluencia y de la variacion de

potencial plastico respecto al tensor de esfuerfs.
modelo se expresa matematicamente tal como smindi

Resistencia
la & Pico
F n
Trabajo de
(Esfuerza) ,.-*‘éi%.damiento

Resistencia

S VP - 1 F [_)ai 1) Residusl
£ 70 o, —_
donde: *Ptoz de vizcoplasticidacd

n : Viscosidad del material, durante la deformacién St

viscoplastica y corresponde a
amortiguador en un modelo matematico representatalo
sistema

F : Funcién de fluencia del materidig(cn)

Q : Potencial plastico equivalente a una funciénldericia
(kg/cnd)
g; : Tensor de esfuerzokg/cnf)

Vector de variacion de

o V]|
Ei P
viscoplasticas respecto al tiemfdseg
i Son los subindices que indican la orientacidn lds
deformaciones y de los esfuerzos en el sistema

referencia.

! Cuando la deformacién o los esfuerzos sean nosmalios ejes de
referencia, se utilizara un solo subindice indicadidha normalidad.

la viscosidad del

- - - -Suelo idealizado

£ {Deformacion)

Fig. 2.- Relacion esfuerzo-deformacion de un suekd y de un suelo
idealizado.

Para explicar el concepto de funcion de fluencia,
consideremos a hora el criterio de falla de Coulosp
términos de esfuerzos principales correspondienta

las deformacione&epresentacion bidimensional de Morh-Coulomb:

T; = (Mj [senp- c[tosp 2)
de 2

donde:

1f: Envolvente de resistencia al cortante en el rdiag (q
Vs p)

0. Esfuerzo principal mayor

0s: Esfuerzo principal menor

0, Esfuerzo principal intermedio

c: Cohesién del material




Formulacién matematica del modelo viscoplastico

@. Friccion del material La aplicacion de la ec. 1, para el caso de esfgerz
principales, genera el vector de deformacionescipites,

En esta expresion los esfuerzos principe(lg§,03) expresado segun:

son positivos cuando actlan a tensién y cuandoos (ver T
figl. criterio de Coulomb). W WA vp} _lgpgoF oF oF (©)
La funcion de fluencia “F”, en términos de esfuerzo \© 1 E2 Es 7 n
principales se expresara como:
La ec. 6 aplicada a la ec. 3 cuando F >0, permite
= :(01 ‘Ua)+(01 +U3j[‘serw—c[¢os¢7 3) estimar las deformaciones viscoplasticas princgpaia
2

2 como se indica:
. 1
vp =
De Ila ecuacion (3), se determina que las &l 2[(&+ serw)
deformaciones viscoplasticas son por tanto solanen g‘ wl-=2rglo 7)
2
: 0,- 04 . Sl 7 1
posibles cuandd- >0, ya que(—2 ] es el desviador, E . —EE(ﬂ—serw)
el cual al superar la_resistencia maxima del syetoduce Por tanto tomando en cuenta los tres ejes priraspal
dichas deformaciones. ~ de referencia, la variacién de deformacion voluiogfrse
El vector de variacion de las deformacionegxpresa como:
viscoplasticas, por tanto estd restringido por itpisnte “w - v “ v - v
condicién: Ev T&E. TEL TE ®)
oc v 0 F <0 Sustituyendo (7) en (8), queda:
atu :{‘L: VP}: 4) g "p:lEFEﬁlliﬂl+serw)—1[ﬂl—serw)}:1EFB;errp
1 E Q FE >0 v n 2 2 n
n 00 9)

La ec. 4, indica que si el desviador no supera la A fin de contrastar la tasa de deformacion voluiogtr

envolvente de resistencia (< 0), no existiran con los resultados experimentaldd, puede requerir ser
deform_aciorjes viscoplésticag. Si lo pontra,rio.m:l(%O),, evaluado para un anguloy # ¢ (w < ¢), que
se estimaran las deformaciones viscoplasticas, nségu corresponda a la regla de flujo no asociada y nipnevate

formulacion de Perz_yna (1960). . se usa la misma funcién para el estado de esfyqreos el
Usando el sistema de coordenadas cartesianas L )
angulo de friccion ¢ se reemplaza por el angulo de

d llando | .4 I . . .
(?(’.y’z), y  cesafroflando @ ec. 4, para €l CaSiatanciayy, obteniéndose:
tridimensional (ver Wittke, 1990), resulta:

T _0 g3
. . . . . . Q=— [ﬂ1+ sen//)—— [ﬂl— serw)—cﬂ:osz// (10)
vp vp vp vp vp vp _
ere ey, vy Y.} - 2 2
T (5) ., - . - .
y la deformacion volumétrica viscopléstica estaqgresada
140 9Q 0Q 3Q 0 0Q ! o
n 0o, 00, 00, 0T, 0T, 0T, cw 1
E. —;EF (seny (11)

En el desarrollo matemaético, se considerara el das
la ley de flujo asociada, es decir cuando la ifimae
fluencia “F” se considera igual al potencial plésti‘Q”,

__1
portantoa—Q :667':. EEﬂal—a3)- 2[ﬂ01+03)5‘ser¢+0@308¢ (12)
ij

Cuando el esfuerzo cortante alcanza la funcién de
fluencia, la ec. 3, puede ser escrita como:
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En términos de. los desviadores de. esfuerzosSy La longitud del vectoBA., estaré dada por:
del esfuerzo promedia,, la ec. 12 queda: 5 5 5
1 1 | =BA=,S°+S,°+S; (20)
S8 -8)= - s+ 8)semp- 0, e+ clEosp
(13) Esta ultima expresién puede ser escrita en fundén
donde: la segunda invariante de esfuerzak," :
=0,-0 14
5L =010 149 ga= 200, (21)
S; =030, (15) ) ]
donde, J2 viene determinada por:

g =91702%05 (16) 1 2 2 2

T D R R AT P e ] RRe2)

Esta ecuacion escrita en funcién de un angélo
tal como se ilustra en la fig. 3, la cual tiene ocsistema de — . »
. o esfuerzosBA en el planar, junto con la proyeccion de los
referencia los esfuerzos principalés,0,,0,. En esta

i indi ie isotrébi : . ejes01,0; y 03. En este plano los ejew,',0," y 0,'
fig. se indica el eje isotrépico y el angufb medido desde vz 11%2 3

el plano triaxial a una linea BA perpendicular @ e SON las proyecciones de los ef@50,,0;, y B'A" es

Isotropico. la proyeccion del vectoBA. En La fig. 4b, se ilustra la
- proyeccién del ejes; el planom, indicAndose el vector
unitario N, W alo largo del eje7," con las componentes:
W= 1 5. _q._
nY =—202;-1,-1 (23)
= q )
El segmentdB'C' se expresa como:
B'C':E’-\Dlw =B'A I]W (24)
desarrollando la expresién anterior, se tiene:
1
BC'=—=[2(5,-S,-S)) (25)
_____ _ I‘Q\_\ \/E
oy o' 4o’ =0 Z También de la fig. 4B'C' se expresa como:
Fig. 3. Definicion del estado de esfuerzos enpgastos B'C'= BAtosd = B A [¢osf (26)
AyB. Si se tiene presente que:
Con la ayuda de la fig. 3, se escriben los sigagent S *+$5+5=0 (27)

vectores de esfuerzos:

— Al sustituir la ecuacion (27) en la ecuacion (25),
El vector OB, se puede expresar en funcion deesylta:

I B'C'= \F (28)
@:(am,am,am) a7 V2 5

_— — Igualando la ec. 26 y 28:
y los vectoredOA y BA, estan dados por:

/0 _[3
OA=(0y,0,,05) (18) BAlLoU= \E 5 (29)
EAZ&_EB: (01102103)_(Umvam10m):

l01-00):(05-0m)i(os -0, (19)
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Fig. 4. (a) Estado de esfuerzos en el plameono; > 0> > g3 . (b) Ubicacion del ejes’; en espacio de;,0;, Os.

Remplazando la ecuacion (21) en la @bna(29),

se obtiene: _ J
i 9:£R051§B—33 (36)
cosh = - E—l\/i_ (30) 325
J2 .z
Aplicando la siguiente identidad trigonométricar(ve Esta expresior es dada para el rango en el cual el
Chen, 1975): angulo varia entreQ < 8 < % segun la fig. 1 y de
cos3d = 4[tos’ - 3[Eosh (31)

acuerdo al criterio de Coulomb, con la condicionoie

ue al sustituir la ec. 30 en (31) queda: .-
a D a (01 20, 2 03). Para otras condiciones de esfuerzos tal

3
cos34 = 4[E§ gi} _3[E§ gi] = comod, 2 0, 2 J,, el angulofgdebe ahora ser medido a
vJ2 VI2 (32) partir del ejeg; y la misma ec. 38 puede ser aplicada.
3
is [6313 -5 IZUZ) Tomando en cuenta la fig. 4a, y la ec. 30, losezzhs
207 2 desviadores pueden ser escritos, como:
2
2
La segunda invariante de los desviadores de esfierzS, =—0/J, [tosd (37.a)
puede expresarse como: V3
2 2
=—[Q/J, [tos 8——1T (37.b)
3,=~(S,05, +5, (5, + 5, 5) @) > {o-3 ]
2 2
Sustituyendo la ec. 33 en la ec. 32, se determina:  S3 = ﬁ [{/3 @0{6“577) (37.c)

33
cos0 =205+ 571(s, +5))+ 55,05 (@) | )
207 2 Sustituyendo la ec. 37 en la ec. 13, la funcion de
2

. ] . fluencia resulta:
Haciendo uso de la tercera invariante y ademas

sabiendo ques, + S; = -5, la ecuacion (34), se escribe: J
33 ] F= V2 EECOSH[QJ& serrp)—(l—serrp)m:o{9+gnﬂ +
cosay = == 3% (35) V3 3

J o, Senp-cltosy
2

38
donde el anguld?, estara determinado por: (38)
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Desarrollando el COSEeno de: g4 1 1
cod@ +120) = —%Eos&—%ﬁ%ine, Fy Q resulta igual a: 0J; 200, tan@LP) (46)

N

=+ [%(1 S|n¢7)E$|n6+\/_[Q3+smqa)E:ose}

Sustituyendo la ec. 46 en la ec. 45, se obtiene:

(L-sing) EEsinH+ cosd J+

0, Senp—-cltosy 0Q _1 1 tan@L#) a7)
(39) a1, 4.3, |3 . sing
Para flujo asociadolf = ¢), se define el potencial ?E(3+S|n(p)(cosé?—tan6m)J
plasticoQ igual aF , y se escribe como: Conociendo que la segunda invariadLLe de
Q= g Eﬁ(l—sin(p)m;ine+§ [{3+sing) mose} ) esfuerlzos desviadores, se escribe como:
= E E[(SXZ + Sy2 + Szz)]+ Sxy2 + Syz2 + Szx2 (48)

+ 0, Senp—-cltosy

Ahora se aplicara la ec. 5 en el espacio tridinteradi a3,
de esfuerzm(x Y, Z) para lo cual se plantea, el 5|gu|entem {S S,S,25,,2S,,2S, } (49)
desarrollo (ver Wittke, 1990): 50

El término — se expresara:

Ahora se tiene que:

Aplicando {Z—Q} a la ecuacion (40), se tiene:
o

Q _ Q EPUm +a_Q[.|a‘]_2+a_an‘]_3 Q. ‘/_ 1 serw)&:os@—ﬁ(3+serw)ﬁserﬂ E—I%
oo} a0, ofo} a3, ola} 03; oo} 0J; 2 3 0J;
(41) (50)
La solucién de esta ecuacion, en el espacio d®nde:
esfuerzos(x,y,z), se hara teniendo presente que: 96 _ 1 _ 1 0434) _ 111 (51)
0, +a,+0, J; 3 sin(39) I, 3 J; tan(39)
Onm :T (42a)
_ La sustitucion de la ec. 51 en la ec. 50, da como
S,=0,-0, (42.0)  resultado:
Sy=0,-0n, (42.c)
S,=0,-0, (42.d) 3+S| AeSnd an
Por tanto: _1 ‘]2 r‘(36?) (52)
0 aJ "6 J
—Q =seng (43) 3 3 (1—smqo) cos@
do,, tan(39)
T
0Q _]doy 90y, 00y, 00y, 00y, 00y, | _ Si la tercera invariante se escribe en funcionate |
6{0} do, do, 0o, 01, 01, 0T, desviadores:
. (44) 3, =5,18, 1S, +201,, [1,, [T, -
1 E 1 000 2 2 2 (53)
333 Sy B-yz _Sy Iy -S, B'><y
0J3 .
g1 Eﬁ(l—sin(p) Bl;in6'+\/§[(3+sin¢)cos€:l+ Ahora param, queda:
Q_1|2 4% 3
aJ 2
? \/Z{(l—sinw)cose—f(3+smqo)sm9:l§f
2

(45)
donde:
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1[[2 2 2 2 (54)
Librs, s, -5, dfs, +5,)- 207, 2 41,2 +1,.2]
3 y —x X z y yz Xz yX
1 Eﬁz 2 2 2 La expresion definitiva para el calculo de la veiba
3PS, =Sy s, +S)+ 1"+ 1, -2, del vector de deformacion viscoplastica, definiddaeec. 5
0J; _ en el caso tridimensional de esfuerzos:
P EEﬁZESXEs S, S, + S, )+ 1,7 + 1,7 ~ 201,
2 SyZ 05,-S, [Bxy
2 Sxy 05, =S, EByz
20s,, (S, - S, [5,,
1
T heseno |
. Vp 1-seng O
_ o1
i 1 sing+ N B s -5l +5)-2m, 24041,
3 + =
é:yvp %ﬁ 3 s'n@sm }E[E[&[SZ_%’[GS“'SJH' +1y; _Zﬁxzzl
z | 1 1 1 S 143, |SIN€) _
. =—[FQsepd-;+ ] B +4= | H= - 2
V., n 3[ a3, gﬁﬂ%si“@[ 208, |6 3, (tf—rfrﬁm [[2[@[@ sds+§)+r+5 2%]
y * 0 coxp) - 255 cosd) ; %X Z%y
5 cos) -
S sing S ta ) y[ﬁj—&,[@
- z
yzx 0 A targd i Y
0

(55)
El tensor de esfuerzos se estimara a partir de
relacion existente entre esfuerzos deformacionascomo

DF

{6 : Variacion de la funcion de fluencia respecto & lo
S ) s o

se indica a continuacion:

esfuerzos.
{a’ij}:[D]Vp [ﬁ;ij "P} (56) {Z—Q} Variacién de la funcion potencial respecto a los
o
Donde el tensor de esfuerzas;) y el vector {g;} de  esfyerzos.
deformaciones, se expresa: La matriz de propiedades elasticas para el caso
tridimensional, viene dada por:
{a}" = {a OyO, T T,y } (57) [1-v v v 0 0 0 ]
T v 1-v v 0 0 0
{gvp} {E ‘9 2 Exy‘gyz‘g } (58) v v 1-v 0 0 0
D= E 4o o o 2 g 0
. . . P . ) _(1+v)[ﬂ1—251') 2
La matriz de propiedades viscoplasticas Y[D$e estimara o o o 0 12w 0
a partir de (Etse G and Willam K, 1999) : 2
0 0 o0 0 0 1_2251'
[o]” = . [D;L o (59) (60)
F donde:
D D +F
{[ ] Eﬁ ][é 0o 00 00 aaj} EVv: Modulo de elasticidad del material y coeficiente

donde: poisson.

[D]: Matriz de propiedades elasticas del suelo.

At: Intervalo de tiempo para el cual se estima elemento
de las deformaciones viscoplasticas.

n: Viscosidad del material.

2.2- Deformacién plana - Coulomb

Veamos como se modifican las expresiones anteriores
en la determinacién de las deformaciones viscapist
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para el caso dgeformacidn plana cuando se aplica Mohr-
Coulomb. En este caso la expresion de la funcatangial
de fluencia Q, sigue siendo la misma dada por lad@c

También la ec. 42.a, sigue manteniéndose ya quérdes J, =S, [By (8, - Sy D-xzz

esfuerzos estan presentes en deformacién plana.

En el caso de deformacion plana, la relacién de

esfuerzos y deformaciones se establece a través de:

t
to_ vp VP, VP,, VP~ VP
{Uxaz rzxay} - [D] Eﬁsx € Vax ‘9y }

Donde, la matriz de propiedades viscoplastica$] [D
se estima a través de la ec. 59, mientras que faznuke
propiedades elasticas se calcula a través de:

(1—v) v 0

£ vV (1—|/) 0
et 0 o 12 @

v v 0

(61) {

— 1[6 2 2 2) 2
JZ_E S, +Sy +S,°)+1, (63)
(64)
Por tanto:
T
0J, | _ T
m} _{Ssz 25, Sy} (65)
1
9| 13 25,5, -S,(S, +5, )+ 1,.7]
0, _ |00, | _|2les.s, - s,(s,+s,)+ rXZZ] )
00 |95 | | o5 7,
o7y, 1
& 5 25,S; - Sy (Sz + Sx)_ ZTXZZ]
do,
Luego, la estimacion de las variaciones de las

En este caso la segunda y tercera invariante deformaciones viscoplasticas, se hara a través de :

desviadores de esfuerzgsyJ, se expresa (Chen (1975)):

sin@

1 (L-sing) cosd |+

&P 3 tan@#)
vp 1

&2 " 1 singl 3 P []ﬁ [(3+sing)
Yax 7 0 4 \/3 3 .
fy 1 [COSH—LMJ

3 tan@[#)

3.- Formulacién viscoplastica considerando el crit@®
de resistencia de Druker-Prager

3.1- Caso tridimensional — Druker-Prager

La funcion de fluencia de Drucker—Prager
representada en el plano, se muestra en la fig8raeb
el espacio bidimensional definido por el sistema de
referenciaQ vs.P. En este criterio también se considera
que los esfuerzos son positivos cuando actlansgten

La envolvente de resistencia indicada en la fig. 5,
se expresa entonces de acuerdo a:

Q=v2k -6 P
(68)

X \/§ . sin@

s | 140 73 © )| 7

2S,, 6 J;3 . cosf oo
—(1—sm(p)E-I—

Sy tan(39)

Veamos la relaciéon de los parametros “Q” y “P”
con las invariantes de esfuerzos. Para Ello selieséuel
criterio de Von Mises extendido, el cual inicialnese
expresa en funcién de la primera invariante deeezfis
(1) y de la segunda invariante de esfuerzos deswgador
(%), escribiéndose como:
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Bl
STk

F

k

Fa

Figura 5.- Envolvente de resistencia de Druckegétra

all, +,/J, =K (69)

Por correlacion de la ec. 69 y 68, se determina:

Q=+2/3, (70)

p=lt
V3
Las expresiones de los pardmetrosy K, se
encuentra segun el siguiente procedimiento: Laifunc
de fluencia de Coulomb, de la ec. 39, puede seaitasc
como:

(71)

[, 8in qo+% [3(1—sin qo)sin6'+ \/§(3+ simp)cosﬁ]

JJ, —3[Cltosp=0

Para el caso de esfuerzos a compresifatia (por
corte) y haciendo uso de la fig. 1, se evaluara laréc.
paraf = 60°, resultando:

(72)

_2lsing

\/5(3 S|n¢)

Por tanto por correlacion con la ec. 69 se tieree qu

= 2[sing (74)

V3(3-sing)
_ 6ICIlcosg
~ V3(3-sing)

Para el caso de esfuerzos a tendidifa(a tension,

a partir de la fig. 1, evaluando la ec.72, péra 0°,
resulta:

III \/—_ 6[C cos¢ (73)

(75)

2[sing \/— _6[Clcosg
\/§(S+sm(p %2 \/_3+sm(p)

Por tanto, para el caso de falla por tension, las
expresiones ded” y “K”, se expresaran como:

(76)

_ 2[sing 77
i \/5(3+sin(o) )
_ 6[Clcosy_ -
\/§(S+sin(o) (78)

Para el caso dfalla por corte, la ec. 73 puede ser
escrita como:

6 [C [tosy 2&ing I
\/_\/Z \/_[\/5(3 smqa)] \/g(\@(s—sinqa)}gﬁ

(79)

La funcién de fluencia segun este critese
expresa se acuerdo

F= (3 sem 1/J, —cltosp+o,, erp

R
(80)

La funcion del potencial plastic®, para flujo
asociado en este ca(y,o = qa) , Sera:

Q= (3357_“‘) E{/_—cﬂsosqw o, semp
Para la determinacion de las deformaciones
viscoplasticas, la ec. 41 resulta ahora:
oQ = Q Dam +6_Qg_
oo} oo, olo} 03, oo}
La ec. 43, 44 y 49, se mantienen igual y solamente

9Q

debemos encontraé'\]—, gue en este caso resulta:
2
0 3-se 1
Q _(3-sem)
an 6\/5 \/ Jg
Finalmente, la estimacion de las variaciones del
vector de deformacién pléstica, se hara a través de

1 Q , (3-sew) serw)
U—EF E{seer(%Tm o5 E;)LJ} (84)

3.2- Caso de deformacion plana — Druker-Prager

(81)

(82)

(83)

S ovp _

é‘ =

El caso dadeformacion plana es desarrollado por
Chen (1975) para el modelo de plasticidad perfdeta
este trabajo presentaremos parte de su estudiegyp lo
ajustaremos al modelo viscoplastico.

En teoria de plasticidad, la direccién del incretoen
de deformacion plastica es definido por la funcion
potencial plastica “Q”, en la forma:

de; " =dAO— 9Q

60”

(85)

donde:
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deij P Incremento de deformacion plastica

Q: Funcidn potencial plastica
0j: Estado de esfuerzos
dA: Escalar positivo de proporcionalidad

El potencial plastico, por tanto se expresa como:

Q=aly+J, -K (86)
Ahora se aplica la ec. 85, resultando:
de, P = dJ E{a ®, +1[-|L[a.] 87)
2 /3,

donde:

9. Delta de Kranecker, donde para i=j}= 1y para
iij, 6"': 0.

Sj: Esfuerzos desviadores

En el sistema de referencia (x,y,z) y con la

condicibn de que en la direccibn “y" no existe

deformacion, se tiene:
P — p— P -
dayy - dyyx - dyyz =0

Si la condicién anterior se aplica a la ec. 8tgun
con la definicion deg;, se tendra que los esfuerzos

desviadores podran expresarse:

S,y =203, (88.a)
T =0 (88.b)
Tyz = 0 (88.c)

Permitamos utilizar un solo subindice en
simbologia de los esfuerzos normales y desviad®ms.

tanto la primera invarianté; de esfuerzos puede ser

escrita como:
l,=0,+0,+0,=0,+0, +((7y —am)+

_ Iy (89)
On=0,+%0,+S, +€

Sustituyendo la ec. 88.a en la ec. 89 resulta:

Ordenando:
|1=g(0x+02)—3mf{/32 (91)

Los desviadores de esfuerzas S, se expresaran
ahora como:

|
S, =0, —31

Oy ~—0,
——= |+alq/J
(5% o

=0y _%(Jx +Uz)+a ‘]2 =
(92)

|
Sz =0, —31:0'2 _%(a-x +Uz)+a J2 =

927 9% 4 qnf3
2 2

Elevando los desviadores al cuadrado y sumando, se
tendra:

2
Hl+sy +Szz)=(0'z—zaxj +307 0, (94)

(93)

Sustituyendo la ec. 94 en la ec. 63, se encuentra:

2
g,—-0
‘ x +Tx22
2

J, =
2 1-3[02

(95)

Ahora ajustaremos la ec. 87, correspondiente al
modelo de plasticidad perfecta al modelo viscoadst
lo cual se hace relacionando la ec. 1 con la ecP8b
tanto la ec. 1, se puede escribir como:
05" 1 9
“N —=rF gi (96)

ot n 0o

La ec. 96 escrita en términos de incrementos, se

expresa:

de; P = L medQ (97)
n aai]-
donde:

de;*: Incremento de las deformaciones viscopléasticas.
dt: Incremento de tiempo

Todos los demas términos ya han sido descritos.
Ahora simplemente la ec. 87, aplicada al modelo
viscoplastico, se trasforma en:

dg;* = % (F m{” (B + % E’\/% [5; J (98)
2

A partir de esta Ultima ecuacion, el desarrolioele
mismo ya hecho anteriormente, y que comprende desde
la ec. 88 hasta la ec. 95. Por tanto se continearfa
busqueda de la expresién de la funcion de fluedeia
Drukre-Prager, para deformacién plana. Sustituydado
ec.91 en la ec. 69, resulta:

3@[@%}(1—3@2 3, =K (99)

Remplazando la ec. 95 en la ec. 99, se tiene:
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(100)

_(0’2+0'X 30 K

2 JJ(l—smz) Ji-3m?)

El término de la izquierda de la ec. 12 es igual al
término de la izquierda de la ec. 100 (radio delutd de
Mohr), por tanto ambas ecuaciones pueden ser
correlacionadas, resultando las siguientes expresio
gue relacionan los parametros @,con los parametros
(a, K):

K. C [tosp (101)
1-3k?

3[—0' =sing (102)

V1-30#r?

De la ec. 101y 102, se obtiene:

a= ___Sin¢ (103)

\/9+3[ﬂsin(o)2
K = 3[Clcos¢ (104)

V9+3 IZ(sin(o)2

Sustituyendo la ec. 103 y 104 en la ec. 69 y tomado
en cuenta la relacion entrgy o,,, se obtiene:

(105)

La funcién de fluencia “F”, por tanto estara
determinada por:

F= \/9+3éﬂsin¢)2 E

Para flujo asociado, el potencial plastico Q, viene
dado por la misma expresion de F, y por tanto:

0= \/9+3|;ﬂsin¢))2 ™

La estimacion de las variaciones del
deformacion plastica, quedara como:

+ 0, Bing—-Cltosp  (106)

+ 0, Bing—-Cleosp  (107)

vector de

. 1
£ 3 S,
1 [ Y
: = 9+ 3[sin S
£, =1 Osingd 3} + (sing) P ‘
. n 0 6 ‘/‘]_2 Tyy
Via" 1 S
L 3 _
(108)

La determinaciéon del vector de esfuerzos, se hace
tal como se indic6 cuando se estudié el criterio de
Coulomb.

4.- Ejercicio

En el siguiente ejercicio corresponde al caso de
deformacioén plana de Druker-Prager. Para elloadiyl
6, se presenta un trapecio con puntos de apoyo
restringidos en algunas direcciones y con cargas
aplicadas en sus lados en la direccién de “x” vy, {¢”
donde se consideran que los esfuerzos que actlen a
compresion son negativos. Para explicar el proceso
iterativo, el trapecio se divide en cuatro triamgulLa
estimacion de las deformaciones y esfuerzos sé kev
cabo aplicando la técnica de elementos finitosar8ehte
se presentara los resultados de las cuatro primeras
iteraciones para cada elemento, para mostrar laci@m
de la funcién de fluencia en cada elemento por los
incrementos de las deformaciones viscoplasticazlen
tiempo.
Datos:
Las cargas de borde para ele ejemplo son:
Oa = -15 ton/m2 g= 0 ton/m2 ¢ = 0 ton/m2

Ok = 0ton/m2  g=0ton/m2
Oxs = -15 ton/m2 g=0ton/m2 ¢ = 5
ton/m2 ge =0ton/m2  g=-15ton/m2

Coordenadas (x;z) de los nodos del trapecio:
Pto 1 (0; -2) Pto 2 (0; 2) Pto 3 (3; -
1.7) Pto 4(3; 1.7) Pto 5(5; -1) Pto 6(5; 1)

Otros datos necesarios en el calculo:

Médulo de elaticidad del material (E) = 8000 ton/m2
Coeficiente de Poissom)(= 0.35

Peso unitario o del materiat £ 2 ton/m3)

Parametros de resistencia (@,: ¢ = 3.6 ton/m2 vy
¢=35°)

Espesor considerado en el elemento =0.312 m
Viscosidad fisica del materiaf) = 1000 ton.seg/m2
Incremento de tiempd\) = 5 seg.
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Figura 6. Figura conformada por cuatro triangulos, donde sestnan

los puntos de apoyo y cargas actuantes en la misma

RESULTADOS:

1.

La tabla 1, muestra la concentracion de las
fuerzas externas en los nodos de los elementos y
célculo de los desplazamientos en los nodos
Aqui se indica la componente de la fuerza en la
direccion de los ejes de referencia “x" y “z"(FXx,
Fz), asi como también de la componente de sus
desplazamientos en ambas direcciones.

Tabla 2.- Esfuerzos y deformaciones.

Tabla 1.- Fuerzas externas Yy
desplazamientos en los nodos.

Elemento| Noda Fuerzas Desplazamientos
externas (ton (m)
Fx Fz oz (m) oz(m)
1 1 |-9.36| -1.24 0.00 0.00
2 |-9.36] -1.24 0.00 | -0.0078p
3 0 | -1.24| 0.00319 0.00
2 2 0 | -811
3 0 | -1.06
4 0 | -8.11| 5.8x10({-0.00328
4)
3 3 0 | -0.70
4 0 | -0.70
5 0 | -0.70| 0.00362 0.00
4 4 0 1.23
5 0 | -041
6 0 1.23 0.00 0.00121
2. En la tabla 2, se muestra el proceso iterativo

para la estimacion de esfuerzos y deformaciones
viscoplasticas, donde se aprecia la variacion de
la funcién de fluencia en cada elemento. El

célculo se ha hecho para los tiempos de 5, 10,
15 y 20 seg. Se ve como a medida que
incrementa el tiempo existe una redistribucion

de los esfuerzos de cada elemento a los
elementos mas cercanos, y por tanto

aumentando o disminuyendo las deformaciones
en cada uno de ellos.

Elemto Esfuerzos (ton/m2) Funcion Deformaciones viscoplasticas
OX oz X2 oy de €X €z ¥4
fluencia
Primer paso iterativo t= 5 seg
1 0.122 | -17.761) 0.5790| -6.174 0.871 0.003 -9.23x(+2.81x(-4)
2 -5.142 | -11.571| 1.931 -5.85 -4.074 0.00 0.00 0.00
3 -0.458 | -9.049 | -1.264| -3.328| -1.280 0.00 0.00 0.00
4 -7.719 | 1.367 1.923 -2.223] 0.081 -7.05x(-3)03x(-4) | 1.58x(-4)
Segundo paso iterativo t =10 seg
1 2.191 | -2.244 | 0.219 -4.8(-4) -0.817 0.00 0.00 0.00
2 0.059 | -25.387| 16.474| -8.865 10.52 -0.015 0.003 .01-0
3 -0.016 | -25.427| -27.210 -8.905 19.703 0.049 0.007 |-0.089
4 -2.488 | 3.346 1.041 0.012 0.312 -3.58x(-@)001 6.83x(-4)
Tercer paso iterativo t =15 seg
1 1.035 | -23.976| 2.315 -0.212| 3.108 0.016 -0.004 03.0
2 -2.121 | -5.417 | -4.893| -0.008] -0.03 0.00 0.00 0.00
3 4.706 | -2.741 | 0.033 0.001 1.256 0.054 0.006 -0.089
4 -2.37 | 0.704 4.733 -0.02 1.468 6.13x(4#4) 0.005 08.0
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Cuarto paso iterativo t =20 seg
1 21.032 | -13.38 | 1.311 0.071 16.42 0.08 -0.053 0.00¢
2 -15.687 | -29.073] 9.533 -15.666 10.84 -0.021 -0.017|0.009
3 -0.831 | -0.021 | -0.968| -4.5x-4 28.368 0.141 0.095 | 0.094
4 -8.298 | 14.937| 6.209 0.08 -12.877  0.00 0.00 0.00

5.- Conclusiones

Se ha hecho un desarrollo de las expresiones
matematicas necesarias para llevar a cabo un iardlis
través del modelo viscoplastico de Perzyna (1966),
ayudados con la derivacion de Wittke (1990) y Chen
(1975).

Se presenta las ecuaciones 55, 57 y 60 paral@iana

en tres dimensiones y las ecuaciones 62, 67 y 468 p6.-

deformacioén plana.

Se hace una aplicacion del modelo en deformacign
plana, donde se usa la técnica de elementos figitos
aplicando el criterio de fluencia de Drukre-Prager.

En el ejercicio resuelto, se aprecia como exista
redistribucion de los esfuerzos a lo largo del fiepo

que se refleja en el valor de la funcién de fluarem (2)

esas deformaciones, lo cual es factible en magerial
donde el proceso de repteo no se estabiliza.

La metodologia que se ha presentado, es importante
para el ingeniero geotécnico, ya que se anaiiza |
deformacion de cualquier suelo a través de modelos
donde se tiene presente el tiempo, como variable
determinante en la estabilizacién de las defornmasio
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