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Légica Proposicional

INTRODUCCION

El humano se comunica con sus semejantes a través de un lenguaje determinado (oral, simbdlico,
escrito, etc.) construido por frases y oraciones. Estas pueden tener diferentes significados pero
siempre tienen un valor de verdad. Lo importante en este curso es que a partir de los enunciados
y de acuerdo a su significado es posible establecer una proposicién y a partir de un conjunto de
éstas podemos llegar a una conclusion o inferencia, siendo la logica la ciencia encargada del
estudio de éstas.

La l6gica proposicional que estudiaremos tiene una importancia fundamental dada su aplicacion
en los llamados "circuitos l6gicos" de uso en la electronica y la informatica.

Proposicién

La proposicion es el significado de una idea, enunciado, conjunto de palabras o letras a las que
se les puede asignar uno y so6lo uno de los valores de verdad, que pueden ser: VERDADERO (V)
0 FALSO (F) [También se pueden utilizar nameros V=1, F=0]

En concreto una proposicion es toda oracion declarativa. Por lo general, a las proposiciones se
las representa por las letras del alfabeto desde la letra p, es decir, p, g, 1, S, t, ... etc. Asi, por
ejemplo, podemos citar las siguientes proposiciones y su valor de verdad:

p:15+5=21(F)

g: Tachira es un estado venezolano. (V)

r: El nimero 15 es divisible por 3. (V)

s: El perro es un ave. (F)

Expresiones No Proposicionales

Son aquellos enunciados a los que no se les puede asignar un valor de verdad. Entre ellos
tenemos a los exclamativos, interrogativos o imperativos.

Asi tenemos, por ejemplo:

— ¢Cual es tu nombre?

— Prohibido fumar

— Borra la pared.

Enunciados Abiertos

Si en la proposicién: "cinco es mayor que cuatro” (en simbolos: 5 > 4) reemplazamos al nimero 5
por la letra x, se obtiene la expresidén "x es mayor que cuatro" (x > 4), y si convenimos que X no
represente necesariamente al nUmero 5, sino a un numero cualquiera, entonces al enunciado x >
4 se le denomina enunciado abierto.

Clasificacion de las Proposiciones

Aquellas proposiciones que constan o se les puede representar por una sola variable, se llaman
proposiciones simples o atdmicas. Por ejemplo, sea la proposiciéon "p: 3 + 6 = 9" es una
proposicion simple o atémica.

Cuando una proposicién consta de dos o mas enunciados simples, se le llama proposicién
compuesta o molecular. Asi, por ejemplo:

Bolivar era Venezolano y era soldado encontramos dos enunciados. El primero (p) nos afirma
p q
gue Bolivar era Venezolano y el segundo (q) que Bolivar era soldado.
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Notacién y Conectivos Légicos

A partir de proposiciones simples es posible generar otras, simples o compuestas. Es decir que
se puede operar con proposiciones, y para ello se utilizan ciertos simbolos llamados conectivos
I6gicos. A continuacién vemos una concreta definicién de cada uno:

Simbolo | Operacién asociada Significado

~ Negacién no p; no es cierto que p

A Conjuncion o producto légico pPyqg

Vv Disyuncion o suma légica p o g (en sentido incluyente)
- Implicacion p implica gq; si p entonces g

© Doble implicacién p siy so6lo siq

v Diferencia simétrica O p o q (en sentido excluyente)

Operaciones Proposicionales

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas dos o mas
proposiciones, de las que se conoce los valores veritativos, se trata de caracterizar la proposicion
resultante a través de su valor de verdad. A tal efecto, estudiaremos a continuacién el uso y
significado de los diferentes conectivos légicos mencionados arriba:

Negacion

Dada una proposicién p, se denomina la negacién de p a otra proposicion denotada por ~ p (se
lee "no p") que le asigna el valor veritativo opuesto al de p. Por ejemplo:

p: Alvaro estudia Quimica

~ p: Alvaro no estudia Quimica

Construyendo su tabla de verdad:

P [~-P P |~P
V | F 1] o0
F | v 0] 1

Observamos aqui que al valor V de p, la negacion le hace corresponder el valor F, y viceversa.

Se trata de una operacion unitaria, pues a partir de una proposicion se obtiene otra, que es su
negacion.

Ejemplo: La negacién de " p: todos los alumnos estudian Quimica " es

~ p: no todos los alumnos estudian Quimica; 0 bien:

~ p: no es cierto que todos los alumnos estudian Quimica

~ p: hay alumnos que no estudian Quimica

Conjuncion
Dadas dos proposiciones p y g, se denomina conjuncién de estas proposiciones a la proposicion
p A g(selee"pydq"), cuyatabla de verdad es:

P

Tn<<L
nT<<TL| 2
TTn<
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La tabla que define esta operacion, establece que la conjuncién es verdadera sélo si lo son las

dos proposiciones componentes. En todo otro caso, es falsa.

9 ez un nmimers impar ¥ 6 esun mimero par

.,

Ejemplo: Sea la declaracion: i) P ~ 1

Vemos que esta compuesta de dos proposiciones a las que llamaremos p y g, que son

p: 5 es un numero impar

g: 6 es un numero par

Por ser ambas verdaderas, la conjunciéon de ellas (que no es sino la declaracion i) es verdadera.
Ahora bien, sea la declaracion

i) Hoy es el dia 3 de noviembre y mafiana es el dia de 5 de noviembre

Esta conjuncion es falsa, ya que no pueden ser simultdneamente verdaderas ambas
proposiciones.

Disyuncién
Dadas dos proposiciones p y g, la disyuncién de las proposiciones p y g es la proposicién p v g
cuya tabla de valor de verdad es:

pvq

nTnn<<L|©
<<l 2
n<<<| <

La disyuncion o es utilizada en sentido excluyente, ya que la verdad de la disyuncién se da en el
caso de que al menos una de las proposiciones sea verdadera. En el lenguaje ordinario la palabra
0 es utilizada en sentido incluyente o excluyente indistintamente. Para agotar toda posibilidad de
ambigliedades, en matematica se utiliza la disyuncién definida por la tabla precedente, que nos
muestra que la disyuncion solo es falsa cuando ambas proposiciones son falsas.

Ejemplo: Sea i) Tiro las cosas viejas 0 que no me sirven

El sentido de la disyuncién compuesta por p y q (p: tiro las cosas viejas, q: tiro las cosas que no
me sirven) es incluyente, pues si tiro algo viejo, y que ademas no me sirve, la disyuncion es V.

Implicacion o Condicional
Implicacién de las proposiciones p y g es la proposicion p — g (si p entonces q) cuya tabla de
valores de verdad es:

pla|p—q
V{Vv] Vv
V|F| F
Flv| Vv
FIF| Vv

La proposicion p se llama antecedente, y la proposicién q se llama consecuente de la implicacion
o condicional. La tabla nos muestra que la implicacién sélo es falsa si el antecedente es
verdadero y el consecuente es falso.

Ejemplo: Supongamos la implicacion
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Si apruebo Introduccién, entonces pronto me graduaré de Licenciado
p (antecedente) - g (consecuente)

La implicacion esta compuesta de las proposiciones
p: apruebo Introduccién
g: pronto me graduaré

Nos interesa conocer la verdad o falsedad de la implicacion, en relacion a la verdad o falsedad de
las proposiciones p y g. El enunciado puede pensarse como un compromiso, condicionado por p,
y podemos asociar su verdad al cumplimiento del compromiso. Es evidente que si p es F, es decir
si no apruebo Introduccién quedo liberado del compromiso y me gradué pronto o no la implicacion
es verdadera.

Si p es verdadera, es decir si apruebo Introduccion, y no me gradud pronto, el compromiso no se
cumple y la proposicién es falsa. Si p y g son verdaderas, entonces la proposicion es verdadera
pues el compromiso se cumple.

Ejemplo: 2 = -2 — 22 = (-2)2; proposicion F

La proposicion resulta ser falsa por ser el antecedente (2 = —2) falso, aunque el consecuente sea
cierto.

Doble Implicacion o Bicondicional
Doble implicaciéon de las proposiciones p y g es la proposicion p <>q (se lee "p si y so6lo si q")
cuya tabla de valores de verdad es

pla|p«q
V][V Y,
V|F F
Flv F
F|F Vv

La doble implicacion o bicondicional s6lo es verdadera si ambas proposiciones tienen el mismo
valor de verdad.

La doble implicacion puede definirse como la conjuncion de una implicaciéon y su reciproca. De
este modo, la tabla de valores de verdad de p <> g puede obtenerse mediante la tabla de
(p = 9) A (g > p), como vemos:

pl{a(p—>d|g—>p|(P—>a A(@Q—>p)
VIV V V V
V| F F V F
FlvV Vv F F
F|F Vv Y} Vv

Ejemplo: Sea i) a = b si y s6lo si a’ = b?

El enunciado esta compuesto por las proposiciones:

p:a=b

q:a’=b’

Esta doble implicacion es falsa sip es Fy q es V. En los demas casos es V.

Diferencia Simétrica
Diferencia simétrica o disyuncién en sentido excluyente de las proposiciones p y q es la

proposicion p v g (se lee "p o g en sentido excluyente") cuya tabla de valores de verdad es:
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P19 |pvq
V|V F
VI|F V
F |V V
F|F F

La verdad de p v q estd caracterizada por la verdad de una y sélo una de las proposiciones
componentes.

Ejemplo: o vamos a la playa o vamos a la montafia

Queda claro que sélo podremos ir a uno de los dos lugares, y s6lo a uno. Es decir que el
enunciado es verdadero s6lo si vamos a una de las dos ciudades. En caso de ir a ambas, o de no
ir a ninguna, el enunciado es Falso.

Condicién Necesaria y Suficiente
Consideremos la tabla de valores de verdad de la implicacion

pla|p—qd
VvV
V|F|F
FlV]|V
FIF|V

Hay tres casos en los que p — g es V, y entre ellos hay uno en que p es V, en el cual resulta g
verdadera. Es evidente que hacemos referencia al primer renglén de la tabla y tenemos que si
p—>qgesVypesV, entonces q es V. Se dice entonces que el antecedente p es condicion
suficiente para el consecuente g.

En cambio, si p es F, nada podemos decir de g puesto que puede ser V o F. Por otra parte,
cuando p — g esV, sigesV, entonces p puede ser V o F; mas para que p sea V se necesita
gue g lo sea. Se dice entonces que g es condicién necesaria para p.

Estas condiciones suelen expresarse del siguiente modo:
g si p (condicion suficiente)
p solo si q (condicion necesaria)

Ejemplo: La siguiente implicacion es V: "Si T es equilatero, entonces T es isésceles”

En este caso:

p: T es equilatero

g: T es isOsceles

y p es condicién suficiente para g, es decir, que un triangulo sea equilatero es suficiente para
asegurar que sea isésceles. Por otra parte, T es equilatero solo si es isosceles; es decir que un
triangulo sea isOsceles es necesario para que sea equilatero.

Sea ahora la doble implicacién p <> q, es decir (p = ) A(g = p). Si p <> g es V, entonces
p—>qgesVyqg — pesV. Se tiene, atendiendo a la primera, que p es condicién suficiente para q
y, teniendo en cuenta la segunda implicacién, ocurre que p es condicion necesaria para g.

Es decir, sip <> q es V, entonces el antecedente p es condicidn necesaria y suficiente para el
consecuente g. Analogamente, en el caso de la doble implicacion verdadera, el consecuente g es
también condicidn necesaria y suficiente para el antecedente p.

Proposiciones l6gicamente equivalentes
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Dos proposiciones p y q se llaman equivalentes si sus tablas de verdad son idénticas. De ser asi

sedenota:p = q

Ejemplo: Sea p: p —qy sea la proposicion g: ~ p v g, sus tablas de verdad resultan:

plalp—q Pld|~pyvq
V]V Y, vViv] Vv
V|F F V|F| F
Flv Vv Flv| Vv
FIF Vv FIF| Vv

Como vemos, luego de realizar las tablas de valor veritativo encontramos que ambas
proposiciones tienen el mismo resultado final. Con esto, decimos que ambas proposiciones son
I6gicamente equivalentes, y en este caso particular lo simbolizamos:

(p—>0a)=(pva)

Tautologia, contradiccion y contingencia

Al conjunto de proposiciones, conectivos légicos y simbolos de agrupacion lo denominamos
formula logica. Por ejemplo: ~{(p vq) > (s v 1) }

Si al evaluar una férmula logica, resulta que todos los valores de verdad resultantes son siempre

V para cualquier combinacién de sus valores veritativos, decimos que dicha férmula es una
Tautologia o Ley ldgica.

Ejemplo: Si analizamos la proposicién t: p v ~ p realizando su tabla de verdad:
pPl{~pP|PV =P
VI|F Vv
F|lV V

Vemos que para cualquier combinacion de las proposiciones p y su negacién ~ p, la proposicion t:
p v ~ p es siempre verdadera. Entonces, la proposicion t es una tautologia.

Ejemplo: Analicemos ahora la férmula légica{(p —>q) A p} — ¢
plajp=>a|(P=>aAp({(p—=>a)Ap}—>0

Tnn<<
T <
<<T<
TN
< <K<K <L

En este caso comprobamos también que independientemente de la combinacién de valores de
verdad de las proposiciones p y g, el resultado de la formula I6gica es siempre V. Decimos, aqui
también, que esta formula es una tautologia o ley logica.

Si al estudiar una férmula logica, a diferencia de los ejemplos anteriores resulta que para
cualquier valor de verdad de las proposiciones intervinientes el resultado de dicha formula es
siempre falso, decimos que dicha formula es una Contradiccion.

Ejemplo: Analicemos la férmula légicaq A ~ g
a(~q|aAn~q
VI|F F
F|V F
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Encontramos que la férmula es siempre falsa, es entonces una Contradiccion.

Si una proposicién no es una tautologia ni una contradiccion (es decir que contiene al menos un
valor V y otro F) es una contingencia.

EJERCICIOS
- , . 1 . ,
1) Sean las proposiciones p: 2 es un nimero primo ; Q: 2 es un namero racional
r: 4 es un nimero par. Traducir a lenguaje verbal cada una de las siguientes expresiones:
a) pAr by ~pvq c)~(~r) d~(~p—>q) e) (pAq)—or
2) Sean las proposiciones p: los intereses suben g: el dinero escasea

r: la inflacién baja. Escribir simbélicamente cada una de las siguientes expresiones:
a) Si el dinero escasea, entonces los intereses suben y la inflacion baja
b) El dinero escasea sélo si la inflacion baja
¢) Que el dinero escasee es condicidn necesaria para que los intereses suban
d) Una condicion suficiente para que los intereses suban es que la inflacién baje
e) Para que la inflacién no baje es suficiente que el dinero no escasee
f) Una condicién necesaria y suficiente para que los intereses no suban es que la
inflacién baje y el dinero escasee.

3) Construya las tablas de verdad de las proposiciones:
a) pr~qep b)[p>(av~r)|a~(por) o(pva)e[(pa~a)v(aa~p)]
d) ~pal~(~(a—>p)] @[p=>(a->n)]a(pea) H-~[(prg)—q]

4) Halla los valores de verdad de las proposiciones si sabes que p — ( es falsa
a)~pAg B)g—p c)pv~p d)~pvq

5) Halla los valores de verdad de p,q.r,s;t para que la proposicion (pAQ)ATr —(svt) sea
falsa

6).Construye una tabla de la verdad para cada una de las proposiciones siguientes:
a) (pv~ag)—>q b) (pAg)—>(pva)  © ge(~pv~q)
¢Cuédles de esas expresiones es una tautologia?

7) Si el valor légico de la proposicion es falso VL[( PAQ)— r] =F, hallar VL(p), VL(q) y
VL(r).

8) A partir del esquema molecular ~[( pvag)v(r—q) :| [ pvq)—(qv~ p)]
determinar el valor veritativo de p,q, r si el esquema se asume verdadero. ¢ Qué pasaria si se
asume como falso?

9) Si VL(p)=V, VL(@)=V y VL(n=F, hallar el valor logico de las siguientes formas
proposicionales:

a) (pAr~a)vr b)(p—>a)v(~q-r) c)(p/\q)<—>[pv(q/\~r)]

d (per)e|(qge p)vr]
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10) Si el valor l6gico de (MA~r)— [(mv ~r)e(~t> r)] es falso, halle el valor légico de
las proposiciones m,r, t.

11) Simbolice la siguiente proposicion “ Si el examen comenz6 a las 7 am y Gabriela llegé a
tiempo, entonces Pedro no llegé 15 minutos mas temprano que Gabriela o no presentd el
examen”.

12) Si la anterior proposicion es falsa conteste lo siguiente:
a) ¢ Llegd Gabriela a tiempo para el examen?

b) ¢ A qué hora lleg6 Pedro?

c¢) ¢ Presentd Pedro el examen?

13) Usando tabla de verdad demuestre que p v( pA q) es equivalente a p.
14) Determina el valor de verdad de la proposicion compuesta:

a) (p—>q)v(peq) b) [(P—>0d)Aq]—qg



