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1. PREFACIO iii

1. Prefacio

En las últimas décadas se ha venido realizando un intenso trabajo de
investigación en el campo de la teoŕıa de operadores de composición en
Espacios de Banach; en particular, en espacios de funciones anaĺıticas.
Sea Ω un dominio del plano complejo y sea Hol(Ω,C) el espacio de las
funciones anaĺıticas en Ω dotado con la topoloǵıa de la convergencia
uniforme sobre subconjuntos compactos de Ω. Si H es un subespacio de
Banach de Hol(Ω,C) y ϕ es una aplicación anaĺıtica de Ω en śı mismo tal
que f ◦ ϕ ∈ H para todo f ∈ H, entonces podemos definir un operador
lineal Cϕ : H → H mediante:

Cϕf := f ◦ ϕ,
conocido como operador de composición con śımbolo ϕ. El objeto básico
de la teoŕıa es estudiar las propiedades del operador Cϕ tales como
acotación, compacidad, norma, adjunto, espectro, etc. haciendo uso de
las propiedades funcionales del śımbolo ϕ.

Esta fusión de Teoŕıa de Operadores y Teoŕıa de Funciones ha pro-
ducido gran cantidad de resultados como puede verse, por ejemplo, al
consultar las dos recientes monograf́ıas [39] y [96] y la colección de
art́ıculos [66]. Subsisten, adicionalmente a los grandes progresos que se
han hecho en el área, un buen número de problemas abiertos que sug-
ieren ĺıneas de investigación por desarrollar.

Los autores han venido realizando parte de su trabajo de investi-
gación en los últimos años en esta área produciendo un buen número de
tesis de pregrado y postgrado aśı como art́ıculos de investigación.

Con el curso que se propone, se pretende introducir a los partici-
pantes en los conceptos, técnicas y problemas básicos del área con la
intención de servir como elemento motivador para iniciar eventuales in-
vestigaciones en este campo.

Los objetivos del curso son:

1. Introducir los conceptos básicos de la teoŕıa de operadores de
composición en espacios de funciones anaĺıticas.

2. Discutir diversos aspectos de la teoŕıa de operadores de com-
posición, desde el punto de vista de la clásica teoŕıa elemental
de operadores lineales; a saber, caracterización de nociones tales
como: acotación, compacidad, normalidad, fenómenos ćıclicos,
etc.

3. Estudiar las técnicas fundamentales utilizadas en investigacio-
nes recientes relacionadas con el área.
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Con el objeto de alcanzar estos objetivos, el texto presenta dos
partes claramente diferenciadas, los dos primeros Caṕıtulos presentan
los preliminares que se requerirán en el curso revisados de un modo muy
somero, los conceptos básicos sobre operadores de composición en espa-
cios de funciones anaĺıticas y se abordan los dos temas clásicos básicos en
el área: caracterizar los operadores de composición acotados y caracteri-
zar los operadores de composición compactos en espacios de funciones
anaĺıticas. La presentación esta basada en las monograf́ıas fundamen-
tales mencionadas [39] y [96], con algunas referencias a presentaciones
recientes que nos han parecido particularmente ilustrativas. Es claro que
a excepción de los matices de la exposición que damos, los resultados
son bien conocidos y no hay ninguna pretensión de originalidad. Se dan
en cada caso las referencias adecuadas. A fin de agilizar el texto y per-
mitir una interacción del lector con el material, se plantean numerosos
ejercicios.

La segunda parte del texto es diferente en naturaleza y estilo: se
presentan resultados recientes de investigaciones en el área, fundamen-
talmente aquellas en las que han estado involucrados los autores, con el
objeto de exponer algunas de las nociones fundamentales que se estudi-
an en el área, las técnicas de investigación utilizadas; aśı como, sugerir
al lector posibles ĺıneas de investigación.

El curso va dirigido a estudiantes de postgrado y estudiantes avanza-
dos de pregrado, aśı como a investigadores en el área de Análisis y temas
relacionados que deseen familiarizarse con la temática planteada. Pre-
supone que el lector ha tomado los cursos básicos de Análisis Funcional
y Teoŕıa de Funciones de Variable Compleja.
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4. Rango Numérico de Operadores de Composición con Śımbolo
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CAṔıTULO 1

Espacios de Funciones Anaĺıticas.

En este Caṕıtulo incluiremos una breve descripción de las propie-
dades básicas de los espacios que consideraremos a lo largo del texto
y algunos resultados que requeriremos en el desarrollo de los Caṕıtulos
que siguen.

Sea Ω es un dominio, es decir un subconjunto abierto y conexo de CN

(N ≥ 1). Consideraremos espacios de funciones anaĺıticas a valores com-
plejos definidas en Ω. Escribiremos Hol(Ω,C) para designar este espacio.
Recordemos que Hol(Ω,C) con la topoloǵıa metrizable de convergencia
uniforme sobre subconjuntos compactos de Ω es un espacio de Fréchet.
La teoŕıa básica de funciones anaĺıticas puede consultarse, por ejemplo,
en el libro clásico [2], o en los más recientes [34] y [54].

De hecho, estaremos fundamentalmente interesados en espacios de
Banach de funciones anaĺıticas; esto es, subespacios X de Hol(Ω,C) con
normas que los hacen espacios de Banach y en los cuales supondremos
además que los funcionales evaluación son acotados. Precisando: para
cada w ∈ Ω definimos el funcional evaluación δw : Hol(Ω,C) → C por

δw(f) := f(w),

y requeriremos que estos funcionales sean continuos en los espacios X
que consideraremos.

Fundamentalmente se tratará con espacios de Banach de funciones
anaĺıticas en la bola unitaria de CN y en particular en D, el disco unitario
del plano complejo.

Si H es un espacio de Hilbert de funciones anaĺıticas en un dominio
Ω, por el Teorema de Representación de Riesz, para cada w ∈ Ω existe
un único elemento Kw en H tal que

f(w) = 〈f,Kw〉H, (f ∈ H).

Las funciones Kw (w ∈ H) se denominan núcleos reproductivos de H.
Si H es un espacio de Hilbert separable con base ortonormal {en}∞n=0,

es fácil verificar que se tiene la siguiente representación de los núcleos

1



2 1. ESPACIOS DE FUNCIONES ANALÍTICAS.

reproductivos:

Kw =

∞∑

n=0

en(w)en, (w ∈ Ω).

Incluimos a continuación las definiciones y propiedades básicas de
los espacios de funciones anaĺıticas que consideraremos en el texto.

1. Espacios de Hardy

Los espacios de Hardy son espacios vectoriales de funciones anaĺıticas
que satisfacen una cierta condición de crecimiento. Dicha condición viene
dada en términos de las siguientes medias integrales: Si f es una función
anaĺıtica en D y 0 < p <∞ definimos las medias integrales:

Mp(r, f) :=

[
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f
(
reiθ

)∣∣∣
p
dθ

] 1
p

y

M∞(r, f) := máx
0≤θ<2π

∣∣∣f
(
reiθ

)∣∣∣

Definición 1.1. Sea 0 < p < ∞, el espacio de Hardy Hp = Hp(D)
es el espacio vectorial de todas las funciones anaĺıticas en D para los
cuales se tiene que

‖f‖Hp := sup
0<r<1

Mp(r, f) <∞.

Denotamos por H∞ al espacio de las funciones anaĺıticas y acotadas
en D con la norma:

‖f‖∞ := sup
0<r<1

M∞(r, f) = sup {|f(z)| : z ∈ D}

La cantidad ‖f‖Hp es llamada la norma de la función f y es real-
mente una norma si p ≥ 1.

Mencionamos a continuación algunos hechos bien conocidos sobre
los espacios de Hardy. El material es clásico y puede ser encontrado, por
ejemplo, en [45] ó [93].

Ejercicio 1.2. Demuestre que H∞ ⊂ Hp para todo 1 ≤ p <∞.

Los siguientes dos ejercicios, muestran que si 1 ≤ p1 < p2 < ∞,
entonces Hp2  Hp1 .

Ejercicio 1.3. Demuestre que si 1 ≤ p1 < p2 <∞, entonces Hp2 ⊂
Hp1 .
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Ejercicio 1.4. Muestre que la función f : D→ C definida como

f(z) :=
1

1 − z

pertenece a Hp para todo 0 < p < 1. Como consecuencia, muestre que
si 1 ≤ p1 < p < p2 <∞, entonces la función f1/p pertenece a Hp2 \Hp1 .

Ejercicio 1.5. Demuestre que para todo w ∈ D, se tiene que

|f(w)| ≤ ‖f‖p
∥∥∥(1 − we−iθ)−1

∥∥∥
q
,

donde 1
p + 1

q = 1.

Observe que el ejercicio anterior muestra que en los espacios de
Hardy Hp (0 ≤ p <∞) los funcionales evaluación son continuos.

Para cada p ≥ 1, Mp(r, f) es creciente como función de r y por lo
tanto, podemos escribir

‖f‖Hp := ĺım
r→1−

Mp(r, f) <∞.

Cada función f ∈ Hp posee ĺımite radial

f∗(eiθ) := ĺım
r→1−

f(reiθ)

para casi todo eiθ en ∂D = T, la frontera del disco unitario.
Las funciones ĺımite en la frontera f∗ pertenecen al espacio Lp =

Lp(T) y ∫ 2π

0
log |f(eiθ)| > −∞

a menos que f sea idénticamente igual a cero. En particular, el ĺımite
radial de una función enHp no se puede anular en un conjunto de medida
de arco positiva.

La norma de una función f ∈ Hp puede también ser definida equiva-
lentemente como la norma en Lp de f∗. Luego Hp puede ser identificado
con un subespacio cerrado de Lp y por lo tanto es un espacio de Banach.

Si para cada 0 < r < 1 definimos fr : T→ C como

fr(e
iθ) := f(reiθ),

entonces se tiene que ĺım
r→1−

‖f∗ − fr‖Lp = 0. Escribiremos de hecho

f(eiθ) := f∗(eiθ).
El conjunto de ceros {zk} de una función no nula f ∈ Hp, repetidos

según sus multiplicidades, satisfacen la condición de Blaschke
∑

(1 −
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|zk|) < ∞; esta condición permite la convergencia del denominado pro-
ducto de Blaschke

B(z) := zm
∏ |zk|

zk

zk − z

1 − zkz
.

Esta función es anaĺıtica y posee exactamente los mismos ceros que f
tomando en cuenta las multiplicidades, además |B(z)| < 1 para todo
z ∈ D y |B(eiθ)| = 1 para todo eiθ. Como consecuencia, se tiene que
‖B‖Hp = 1.

Ejercicio 1.6. Muestre que la función f
B no se anula, pertenece a

Hp y ‖ fB‖Hp = ‖f‖Hp .

Como consecuencia del ejercicio anterior, se tiene que toda función
f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞ posee una factorización de la forma F · B donde la
función F no se anula y ‖F‖Hp = ‖f‖Hp .

Ejercicio 1.7. Si ϕ es una aplicación anaĺıtica del disco tal que
ϕ(0) 6= 0 demuestre que

|ϕ(0)| ≤
∏

|αj |,
donde los αj son los ceros de ϕ. Indicación: Factorice ϕ = Bψ donde B
es el producto de Blaschke con ceros {αj}.

El espacio H2 es un espacio de Hilbert con el producto interno
definido como

〈f, g〉H2 :=

∫ 2π

0
f(eiθ)g(eiθ)dθ.

Ejercicio 1.8. Demuestre que si f ∈ H2, y f(z) =
∑
anz

n, en-
tonces {an} ∈ l2 y

‖f‖2 =
∑

|an|2.

Ejercicio 1.9. Muestre que la familia de monomios {1, z, z2, . . . }
es una base ortonormal de H2.

Ejercicio 1.10. Pruebe que en el espacio de Hardy H2(D), el fun-
cional evaluación en el punto w del disco viene dado por f(w) = 〈f,Kw〉
donde

Kw(z) =
1

1 − wz
y ‖Kw‖ =

1√
1 − |w|2

.

El núcleo K(z, w) = Kw(z) = 1/(1 − wz) se denomina núcleo de Szegö.
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Ejercicio 1.11. Pruebe que en el espacio de Hardy H2(D), el fun-
cional derivación en el punto w del disco viene dado por f ′(w) = 〈f,Dw〉
donde

Dw(z) =
z

1 − wz
.

Ejercicio 1.12.

1. Identidad de Littlewood-Paley: Si f ∈ H2(D), entonces

‖f‖2
H2 = |f(0)|2 +

∫

D

|f ′(z)|2 log
1

|z|2 dA(z).

Indicación: Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n. Calcule la integral

∫

ρD
|f ′(z)|2 log

1

|z|2 dA(z), 0 < ρ < 1,

usando coordenadas polares, en términos de los coeficientes an.
2. Demuestre que la expresión

‖f‖2 = |f(0)|2 +

∫

D

|f ′(z)|2(1 − |z|2) dA(z), f ∈ H2,

define una norma equivalente a la usual en H2.

2. Espacios de Bergman

Sea dA(z) = 1
π dx dy = 1

π r dr dθ la medida área de Lebesgue, nor-
malizada, en el disco unitario. El espacio de Bergman Ap (1 ≤ p < ∞)
se define como el conjunto de todas las funciones anaĺıticas en Lp(D, dA)
con la norma usual dada por

‖f‖pp =

∫

D

|f(z)|p dA(z) =
1

π

∫ 1

0

(∫ 2π

0
|freiθ|p dθ

)
rdr.

Claramente, cada función anaĺıtica y acotada en D pertenece a todos
los espacios Ap. Una familia de ejemplos no triviales viene dada por
fα(z) = (1 − z)−α, donde fα ∈ Ap si y sólo si αp < 2. Se ve también,
inmediatamente, que Hp ⊂ Ap y Aq ⊂ Ap cuando 1 ≤ p < q ≤ ∞
(Aqúı A∞ := H∞).

Ejercicio 1.13. Verifique las afirmaciones anteriores.

A diferencia de las funciones en el espacio de Hardy, las funciones
en el espacio de Bergman no necesariamente poseen ĺımites radiales casi
en todas partes en el ćırculo unitario. Un ejemplo de tales funciones es
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f(z) =
∑∞

n=0 z
2n . Esta función no está en ninguno de los espacios Hp,

pero si pertenece a todos los Ap (1 ≤ p <∞).
El espacio de Bergman Ap es un espacio de Banach para 1 ≤ p <∞

y A2 es un espacio de Hilbert con el producto interior dado por

〈f, g〉 =

∫

D

f(z)g(z) dA(z) =
∞∑

n=0

anbn
n+ 1

,

donde f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, g(z) =

∑∞
n=0 bnz

n. Esto permite calcular la
norma en términos de los coeficientes: ‖f‖2

2 =
∑∞

n=0 |an|2(n+ 1)−1.

Ejercicio 1.14. Pruebe que en el espacio de Bergman A2(D), el
funcional evaluación en el punto w del disco es continuo y viene dado
por f(w) = 〈f,Kw〉 donde

Kw(z) =
1

(1 − wz)2
y ‖Kw‖ =

1

1 − |w|2 .

El núcleo K(z, w) = Kw(z) = 1/(1 − wz)2 se denomina núcleo de
Bergman.

De hecho se tiene que para 1 ≤ p <∞ y para cada a ∈ D la función
Ka = (1 − az)−2 tiene la propiedad reproductiva: para cada f ∈ Ap

tenemos

f(a) =

∫

D

fKa dA.

Esto puede verse, por ejemplo, usando el hecho que los polinomios son
densos en cada Ap (1 ≤ p <∞).

Ejercicio 1.15. Demuestre que la expresión

‖f‖2 = |f(0)|2 +

∫

D

|f ′(z)|2(1 − |z|2)2 dA(z), f ∈ A2,

define una norma equivalente a la usual en A2.

Mientras la teoŕıa de espacios de Hardy es ya clásica, incluyendo
la caracterización de los conjuntos de ceros de funciones en este espa-
cio, resultados precisos de factorización de funciones, descripción de las
sucesiones interpolantes y muestrales, caracterización de subespacios in-
variantes (para el operador multiplicación por la variable independiente),
etc; la correspondiente teoŕıa en espacios de Bergman es más reciente
y todav́ıa subsisten problemas fundamentales. Importantes desarrollos
se han obtenido durante el último cuarto del siglo XX y fechas más re-
cientes. Para la teoŕıa básica y esto desarrollos referimos al lector a las
monograf́ıas [46] y [59].
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3. El espacio de Dirichlet. Una fórmula de cambio de
variable.

El espacio de Dirichlet D se define como

D =

{
f anaĺıtica en D :

∫

D

|f ′|2 dA <∞
}
,

con la norma dada por

‖f‖2
D = |f(0)|2 +

∫

D

|f ′|2 dA.

Ejercicio 1.16. Pruebe que si f(z) =
∑

n anz
n (z ∈ D) está en el

espacio de Dirichlet, entonces

‖f‖2
D = |f(0)|2 +

∞∑

n=1

n|an|2.

Se sigue inmediatamente que D ⊂ H2.

Ejercicio 1.17. Pruebe que en el espacio de Dirichlet D, el funcional
evaluación en el punto w del disco es continuo y viene dado por f(w) =
〈f,Kw〉 donde

Kw(z) = 1 + log
1

1 + wz
, (z ∈ D).

La norma del espacio de Dirichlet tiene la interpretación geométrica
que describimos a continuación:

Ejercicio 1.18. Pruebe que si f : G → G es una función anaĺıtica
y consideramos f como una aplicación de la región G de R2 en R2,
entonces el Jacobiano de f es |f ′|2.

Usando el resultado del ejercicio anterior y la fórmula del cambio
de variable para integrales dobles se sigue que si f es una aplicación
univalente definida en D entonces Area(f(D)) =

∫
D
|f ′|2 dA.

Si f no es univalente, una versión de este resultado continúa siendo
válida:

∫
D
|f ′|2 dA es el área de f(D) “contando multiplicidades”. Esta

afirmación se clarifica en el siguiente Teorema.

Teorema 1.19. Si f : D → Ω es una aplicación anaĺıtica sobreyec-
tiva y para cada ζ ∈ Ω, n(ζ) es el número de puntos en f−1(ζ), entonces

∫

D

|f ′|2 dA =

∫

Ω
n(ζ) dA.
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Ejercicio 1.20. Sea f definida en D por f(z) = exp[(z+1)/(z−1)]
pruebe que f aplica D en śı mismo, pero

∫
D
|f ′|2 dA = ∞.

Observación 1.21. La prueba del Teorema anterior usa el Teorema
de recubrimiento de Vitali. Una generalización del argumento en la prue-
ba de ese Teorema conduce a la siguiente generalización de la formula
de cambio de variable.

Teorema 1.22. Si g y W son funciones no negativas medibles defi-
nidas en D y ϕ es una función anaĺıtica en el disco, entonces

∫

D

g(ϕ(z)))|ϕ′(z)|2W (z) dA(z) =

∫

ϕ(D)
g(w)


∑

j≥1

W (zj(w))


 dA(w),

donde {zj(w)} denota la sucesión de ceros de ϕ(z)−w contando multi-
plicidades.

Requeriremos este resultado en varias ocasiones.

4. Espacios de funciones anaĺıticas de varias variables

Mencionamos a continuación las notaciones y definiciones correspon-
dientes a los espacios de Hardy y Bergman en la bola unitaria de CN .
Referimos al lector a la clásica monograf́ıa [94] o a la muy reciente [111].

4.1. Notación. Para un entero positivo N fijo, escribimos

CN = C× · · · × C
para denotar el espacio vectorial eucĺıdeo complejo de dimensión N : La
adición, la multiplicación por escalares y la conjugación en CN se definen
componente a componente. Para

z = (z1 . . . , zN ), w = (w1 . . . , wN ),

en CN definimos

〈z, w〉 = z1w1 + · · · + zNwN ,

donde wk es el conjugado complejo de wk. Escribiremos también

|z| =
√
〈z, z〉 =

√
|z1|2 + · · · |zN |.

El espacio CN con el producto interior definido anteriormente es un
espacio de Hilbert de dimensión N . La base estándar para CN consiste
de los vectores

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), · · · , eN = (0, 0, . . . , 0, 1).
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La bola abierta unitaria en CN es el conjunto

BN =
{
z ∈ CN : |z| < 1

}
.

La frontera de BN será denotada por SN y nos referiremos a ella como
la esfera unitaria en CN . Aśı

SN =
{
z ∈ CN : |z| = 1

}
.

Consideraremos funciones anaĺıticas definidas en un dominio Ω de
CN . Diversas definiciones de funciones anaĺıticas de varias variables
aparecen en la literatura y resultan ser equivalentes. Posiblemente la
más elemental es la que hace referencia a las derivadas parciales com-
plejas. Aśı, una función f : Ω → C es anaĺıtica si para cada punto z ∈ Ω
y cada k = 1, . . . , N el ĺımite

ĺım
λ→0

f(z + λek) − f(z)

λ

existe y es finito, con λ ∈ C. Si f es anaĺıtica en Ω denotaremos el ĺımite
anterior por

∂f

∂zk
(z).

Se puede ver fácilmente que si Ω es la bola unitaria en CN , una
función anaĺıtica f tiene un desarrollo en serie, denominado serie de
Taylor de f en el origen, de la forma

f(z) =
∑

m

amz
m, (z ∈ BN ),

donde la suma recorre todos los multi-́ındices

m = (m1, . . . ,mN ),

para cada mk entero no negativo y

zm := zm1
1 . . . zmNN .

La serie anterior converge absoluta y uniformemente en cada uno de
los conjuntos

rBN =
{
z ∈ CN : |z| ≤ 1

}
, 0 < r < 1.

Si escribimos
fk(z) =

∑

|m|=k

amz
m

para cada k ≥ 0, donde

|m| = m1 + · · · +mN .
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entonces la serie de Taylor de f puede reescribirse como

f(z) =

∞∑

k=0

fk(z).

Ésta es llamada la expansión homogénea de f pues cada fk es un poli-
nomio homogéneo de grado k.

Otra notación que adoptamos para un multi-́ındice m es la siguiente:

m! = m1 · · ·mN .

Como se indicó, el espacio de las funciones anaĺıticas en el dominio Ω
se denotará por Hol(Ω,C) y usaremos el śımbolo H∞(Ω) para designar
el espacio de las funciones anaĺıticas y acotadas en Ω.

Escribiremos dσ para denotar la medida de Lebesgue normalizada
en SN . Los monomios zm son ortogonales en L2(BN , dσ). Un cálculo
muestra que

‖zm‖2
L2(SN ,dσ) =

(N − 1)!m!

(N − 1 + |m|)! .

Finalmente denotemos por dv la medida de volumen en BN normal-
izada de modo que v(BN ) = 1. Un cálculo muestra esta vez que

‖zm‖2
L2(BN ,dv) =

m!N !

(N + |m|)! .

4.2. Espacios de Hardy y de Bergman en BN . Para cada
p ≥ 1, el espacio de Hardy Hp(BN ) esta formado por las funciones
f ∈ Hol(BN ,C) tales que

sup
0<r<1

∫

SN

|f(rζ)|p dσ(ζ) <∞.

Si f ∈ Hp(BN ), el ĺımite radial

f(ζ) = ĺım
r→1−

f(rζ)

existe para casi toda ζ ∈ SN y

sup
0<r<1

∫

SN

|f(rζ)|p dσ(ζ) =

∫

SN

|f(ζ)|p dσ(ζ).

Para cada p ≥ 1, Hp(BN ) es un espacio de Banach y en particular
H2(BN ) es un espacio de Hilbert con el producto interior

〈f, g〉 =

∫

SN

f(ζ)g(ζ) dσ(ζ).
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Se verifica fácilmente que si f =
∑

k fk es la expansión homogénea
de una función anaĺıtica f en BN entonces f está en H2(BN ) si y sólo si

∞∑

k=0

‖fk‖2
H2(BN )

es finita y esta suma es justamente ‖f‖2
H2(BN )

.

Finalmente indiquemos que los espacios de Hardy definidos anterior-
mente son espacios funcionales de Banach. De hecho para f ∈ Hp(BN ),
p ≥ 1 y |w| < 1 se tiene

f(w) =

∫

SN

f(ζ)

(1 − 〈w, ζ〉)N dσ(ζ).

Para p ≥ 1 el espacio de Bergman se define como

Ap(BN ) = Hol(BN ,C)
⋂
Lp(BN , dv).

Nuevamente se verifica que los espacios Ap(BN ) (p ≥ 1) son espacios
funcionales de Banach y el funcional evaluación en w ∈ BN viene dado
por

f(w) =

∫

BN

f(z)

(1 − 〈w, z〉)N+1
dv(z).

En particular A2(BN ) es un espacio de Hilbert con el producto inte-
rior dado por

〈f, g〉 =

∫

BN

f(z)g(z) dv(z),

y si f =
∑

k fk es la expansión homogénea anaĺıtica f ∈ Hol(BN ) en-
tonces f está en A2(BN ) si y sólo si

∞∑

k=0

‖fk‖2
A2(BN )

k + 1

es finita. Esta suma es justamente ‖f‖2
A2(BN )

.

5. Algunos elementos de teoŕıa de funciones en el disco

Si Ω es un dominio en CN denotaremos por Hol(Ω) el conjunto de las
aplicaciones anaĺıticas de Ω en śı mismo. Este conjunto es un semigrupo
con respecto a la operación de composición de funciones. El subgrupo
de Hol(Ω) de todos los automorfismos holomorfos de Ω se denotará por
Aut(Ω).
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Incluimos a continuación, para efectos de posterior referencia, al-
gunos resultados básicos de teoŕıa de funciones en el disco (ver, por
ejemplo, [102] o [96]). Comenzamos recordando el bien conocido Lema
de Schwarz.

Teorema 1.23. Sea F ∈ Hol(D) con F (0) = 0. Entonces

1. |F (z)| ≤ |z| para todo z ∈ D.
2. |F ′(0)| ≤ 1.

Adicionalmente, si la igualdad en (1) se cumple para un z ∈ D, z 6= 0, o
|F ′(0)| = 1 entonces F (z) = eiθz para algún θ ∈ [0, 2π] y aśı la igualdad
en (1) es cierta para todo z ∈ D.

Si a ∈ D consideraremos la transformación fraccional lineal del disco
definida por

ϕa(z) =
a− z

1 − az
.

Nótese que ϕa “intercambia” al punto a y el 0. Las propiedades básicas
de estas transformaciones, que requeriremos posteriormente, se dan en
los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.24. 1. Verifique la identidad

1 − |ϕa(z)|2 =
(1 − |a|2)(1 − |z|2)

|1 − az|2 , z ∈ D,

y úsela para ver que ϕa ∈ Hol(D). Muestre que ϕa env́ıa T, la
frontera del disco, en si misma.

2. Compruebe que ϕ ∈ Aut(D) con ϕ−1
a = ϕa.

3. Demuestre que cada h ∈ Aut(D) es de la forma h = λϕa para
algunos a ∈ D y λ ∈ T. Indicación: Sea a = h−1(0) y g := h◦ϕa.
Observe que g(0) = 0 y aplique el Lema de Schwarz a g y a
g−1.

La forma invariante del Lema de Schwarz es la siguiente afirmación.

Teorema 1.25. Lema de Schwarz-Pick. Si F ∈ Hol(D) entonces
para cada par z y w en D se cumple la desigualdad:

∣∣∣∣∣
F (w) − F (z)

1 − F (w)F (z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
w − z

1 − wz

∣∣∣∣ .

Si la igualdad se cumple en esta relación para al menos un para z 6= w
en D entonces F ∈ Aut(D).
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Demostración. Fijemos w ∈ D y considérese la aplicación G =
ϕF (w) ◦F ◦ϕw. Se tiene que G(0) = 0 y por el Lema de Schwarz |G(z)| ≤
|z|, z ∈ D. Reemplazando z por ϕw(z) se obtiene la desigualdad. Si la
igualdad se cumple para un par z 6= w entonces |G(ϕw(z))| = |ϕw(z)|
y aśı G(z) = λz para un λ ∈ T y todo z ∈ D. Luego G ∈ Aut(D) y
también F = ϕF (w) ◦G ◦ ϕw. �

Ejercicio 1.26. Sea F ∈ Hol(D). Pruebe que

|F ′(z)| ≤ 1 − |F (z)|2
1 − |z|2 , z ∈ D.

El Lema de Schwarz-Pick hace natural la siguiente definición

ρ(z, w) = |ϕa(z)| =

∣∣∣∣
w − z

1 − wz

∣∣∣∣ , z, w ∈ D.

Puede verificarse fácilmente que ρ define una métrica en D la cual es de-
nominada métrica pseudo-hiperbólica. También es fácil ver que ρ induce
en D la topoloǵıa usual.

Usando este lenguaje, las afirmaciones del Lema de Schwarz-Pick
dicen que cada F ∈ Hol(D) es una contracción para la métrica pseudo-
hiperbólica:

ρ(F (w), F (z)) ≤ ρ(w, z), z, w ∈ D.
Más aun, F es una isometŕıa con respecto a ρ (es decir, ρ(F (w), F (z)) =
ρ(w, z) para todo z, w ∈ D) si y sólo si F ∈ Aut(D).

Para α ∈ D y 0 < r < 1, el conjunto

∆(α, r) = {z ∈ D : ρ(z, α) < r}
se conoce como del disco pseudo-hiperbólico de centro α y radio r. Se tra-
ta de un disco euclidiano, pues las transformaciones de Möbius preservan
ćırculos, pero α no es su centro euclidiano y r no es su radio euclidiano a
menos que α = 0. Puede verse (cf. [102] o [46]) que el centro y el radio
euclidianos de ∆(α, r) vienen dados por

β =
(1 − r2)α

1 − r2|α|2 y R =
r(1 − |α|2)
1 − r|α|2 ,

respectivamente.
El Lema de Schwarz-Pick describe el comportamiento de las aplica-

ciones anaĺıticas de D en śı mismo, en los discos ∆(α, r). De hecho para
F ∈ Hol(D)

F (∆(α, r)) ⊂ ∆(F (α, r)), r ∈ (0, 1), a ∈ D,
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b ζ

H(ζ,K)

b b

0

K
K+1

Figura 1. Un horodisco en el punto ζ ∈ T

sin embargo, los números β y R dependen de la localización del punto α.
En particular si α se aproxima a la frontera de D entonces para r ∈ (0, 1)
fijo, el punto β también se acerca a la frontera mientras el radio R tiende
a cero.

Para estudiar el comportamiento en la frontera de las aplicaciones
anaĺıticas del disco en śı mismo se requieren ideas adicionales. Para un
punto ζ ∈ D y K > 1 − |ζ|2 definamos el conjunto

H(ζ,K) =

{
z ∈ D :

|1 − zζ|2
1 − |z|2 < K

}
.

Se puede comprobar que para un punto interior ζ ∈ D el conjunto
H(ζ,K), K > 1−ζ|2 es exactamente el disco pseudo-hiperbólico ∆(ζ, r)

con r =

√
1 − 1−|ζ|2

K . Si ζ es un punto en la frontera del disco y K > 0 el

conjunto H(ζ,K) es un disco en D centrado en 1
1+K ζ con radio K

K+1 < 1

(Verif́ıquelo).
Como puede verse se trata de un disco internamente tangente a la

frontera de D en el punto ζ. Este conjunto es denominado un horodisco
en D.

El siguiente resultado muestra que los horodiscos resultan tener un
comportamiento en la frontera análogo a los discos pseudo-hiperbólicos.
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Teorema 1.27 (Lema de Julia). Sea F ∈ Hol(D) y ζ ∈ T. Suponga
que existe una sucesión {zn} en D que converge a ζ, tal que los ĺımites

α = ĺım
n→∞

1 − |F (zn)|
1 − |zn|

y η = ĺım
n→∞

F (zn)

existen y son finitos. Entonces para cada K > 0 se tiene que

F (H(ζ,K)) ⊂ H(η, αK).

Para F ∈ Hol(D) y ζ ∈ T, definimos el valor α(ζ, F ) por la fórmula

α(ζ, F ) = ĺım inf
z→ζ

1 − |F (z)|
1 − |z| ,

donde z tiende a ζ (sin restricciones) en D. Si α(ζ, F ) es finito, se sigue
del Lema de Julia, que si {zn} es una sucesión a través de la cual el ĺımite
inferior es alcanzado entonces ĺımn→∞ F (zn) = η existe. De hecho, este
ĺımite existe (y es igual a η) para cada sucesión convergente a ζ a lo
largo de “direcciones no tangenciales”. Más precisamente:

Definición 1.28. Para un punto ζ ∈ T y κ > 1 una región de
aproximación no tangencial en ζ es el conjunto

Γ(ζ, κ) = {z ∈ D : |z − ζ| < κ(1 − |z|)} .
El término “no tangencial” se refiere al hecho que Γ(ζ, κ) está con-

tenido en un sector S en D el cual es la región acotada entre dos ĺıneas
rectas en D que se cortan en ζ y son simétricas respecto al radio de ζ y
por tanto, las curvas frontera de Γ(ζ, κ) tienen un vértice en ζ, con un
ángulo de intersección menor que π .

Definición 1.29. Decimos que una función f ∈ Hol(D,C) tiene
ĺımite no tangencial (o angular) L en un punto ζ ∈ T si f(z) → L
cuando z → ζ , z ∈ Γ(ζ, κ) para cada κ > 1. Escribimos en este caso

L = ∠ ĺım
z→ζ

f(z).

Como consecuencia del Lema de Julia se tiene:

Corolario 1.30. Sea F ∈ Hol(D) no constante, y sea ζ ∈ T. Supon-
ga que existe una sucesión {zn} que converge a ζ, tal que

ĺım inf
z→ζ

1 − |F (zn)|
1 − |zn|

= α <∞,

entonces

1. α > 0;
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bb

b

ζ

Γ(ζ, κ)

0

z

2 sec−1 κ

Figura 2. Una región de aproximación no tangencial en
un punto frontera.

2. el ĺımite no tangencial

η := ∠ ĺım
z→ζ

F (z),

el cual es un punto de T, existe;
3. para cada K > 0 se cumple la inclusión

F (H(ζ,K)) ⊂ H(η, αK).

Finalmente, se tiene la siguiente afirmación más fuerte establecida
por Carathéodory.

Teorema 1.31 (Teorema de Julia-Carathéodory). . Sea F ∈ Hol(D)
y ζ ∈ T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ĺım inf
z→ζ

1 − |F (z)|
1 − |z| = α < ∞, donde el ĺımite es tomado cuando

z se aproxima a ζ, sin restricciones, en D;

2. ∠ ĺım
z→ζ

F (z) − η

z − ζ
:= ∠F ′(ζ) existe para un punto η ∈ T;

3. ∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) existe y ∠ ĺım
z→ζ

F (z) = η ∈ T.

Más aun,

1. α > 0 en (1);
2. los puntos frontera η en (2) y (3) son los mismos;
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3. ∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) = ∠F ′(ζ) = αζη.

El valor ∠F ′(ζ) es llamado la derivada angular de F en ζ.





CAṔıTULO 2

Operadores de Composición. Resultados

básicos.

La composición de funciones es una operación básica en todas las
áreas de la Matemática. Definir un operador de composición en un es-
pacio de funciones surge naturalmente. El contexto general en el que
surgen estas ideas es el siguiente.

Sea Xun conjunto arbitrario no vaćıo. Supóngase que, para todo
x ∈ X,Fx es un espacio vectorial sobre el cuerpo K (K = R ó C).
Entonces, el producto cartesiano

∏

x∈X

Fx

es un espacio vectorial, cuando definimos las operaciones lineales pun-
tualmente.

Cada elemento de
∏
x∈X

Fx se conoce como una sección (en Inglés

cross-section = corte transversal) y a la familia
∏
x∈X

Fx, se le llama un

fibrado vectorial sobre X.

Ejemplo 2.1. Si Fx = C para todo x ∈ X, entonces
∏

x∈X

Fx = {f : X 7→ C}.

Sea L(X) un subespacio vectorial topológico de
∏
x∈X

Fx. Si ϕ : X 7→ X

es una aplicación tal que

(f ◦ ϕ) ∈
∏

x∈X

Fx para toda f ∈ L(X),

entonces la correspondencia

f 7→ f ◦ ϕ
19
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define una transformación lineal de L(X) a
∏
x∈X

Fx llamada Operador de

Composición con śımbolo ϕ, y denotada como Cϕ.

Al parecer, la primera aparición de Operadores de Composición data
de 1871, cuando, Schroeder [103] estudió el problema espectral de, dada
una función ϕ, hallar funciones f y escalares α tales que

(f ◦ ϕ)(z) = αf(z)

para todo z en un dominio apropiado.
En las últimas décadas, su estudio tomó nuevo impulso a ráız de

la publicación del art́ıculo Composition Operators de E. A. Nordgren
[82] en 1968, aśı como la publicación de la tesis doctoral Composition
operators on Hp (University of Toledo, 1969), de H. J. Schwartz [95].

Nos interesa, en particular, la instancia en que Cϕ : L(X) 7→ L(X);
en especial, el caso en que

X es un dominio de C o CN ,
ϕ : X 7→ X es una función holomorfa y
L(X) es un espacio vectorial topológico cuyos elementos son
funciones holomorfas definidas en X.

En este orden de ideas, cabe mencionar que, cuando X es el disco
unitario en C, G. Koenigs [70] dio una solución (1884) al problema
planteado por Schroeder.

Por otro lado, si L(X) es un espacio normado, entonces la función
ϕ determina también al operador adjunto

C∗
ϕ : L(X)∗ 7→ L(X)∗

dado por C∗
ϕ(F )(f) := F (Cϕf) = F (f ◦ ϕ).

En particular, si L(X) = H es un espacio de Hilbert, el Teorema de
Representación de Riesz, permite identificar H∗ con H y el adjunto del
operador Cϕ se caracteriza por

C∗
ϕ : H 7→ H, 〈C∗

ϕf, g〉 = 〈f, g ◦ ϕ〉.
Es de hacer notar el hecho que, frecuentemente, es mucho mas fácil

tratar a este operador adjunto que al operador de composición Cϕ.
Supongamos que H es un espacio Hilbert Funcional anaĺıtico. Si H

es un espacio de Hilbert de funciones anaĺıticas en un dominio Ω, por
el Teorema de representación de Riesz para cada w ∈ Ω existe un único
elemento Kw en H tal que

f(w) = 〈f,Kw〉H, (f ∈ H).
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El estudio expĺıcito de los operadores de composición como oper-
adores lineales en espacios de Banach de funciones es relativamente re-
ciente. El tema tiene dos vertientes: el estudio de estos operadores en
el contexto de teoŕıa de la medida, actuando sobre espacios Lp y la
vertiente anaĺıtica que consideraremos acá.

El trabajo de E. Nordgren de 1968 [82] parece marcar el inicio de
estudios sistemáticos en el área, seguidos por la tesis de R. Sing [104]
en espacios de medida y la de H. Schwarz en el caso anaĺıtico.

La “fertilidad” del área es testimoniada por la gran cantidad de pub-
licaciones que se recogen de alguna manera en la excelente monograf́ıa
de J. Shapiro [96] y la monumental “enciclopedia” del tema: el libro de
C. Cowen y B. MacCluer [39].

El objetivo del área: considerar espacios de funciones anaĺıticas y
derivar propiedades de los operadores de composición Cϕ en ellos defi-
nidos, a partir las propiedades de los “śımbolos” ϕ que los inducen, es
claramente una oportunidad de desarrollar las interacciones entre teoŕıa
de funciones y teoŕıa de operadores.

Consideraremos pues, operadores de composición en el espacio de
funciones holomorfas Hol(Ω,C) definidas en un dominio de CN . Recorde-
mos que en este es un espacio de Fréchet al dotarlo de la topoloǵıa de
convergencia uniforme sobre compactos, esto es, se trata de un espacio
vectorial topológico, localmente convexo, metrizable, con una métrica in-
variante por traslaciones con la cual es un espacio completo. Claramente
si ϕ : Ω → Ω es anaĺıtica, el operador de composición Cϕ es continuo
con la topoloǵıa indicada.

El siguiente resultado, aparentemente bien conocido, destaca la im-
portancia de los operadores de composición.

Teorema 2.2. Sea Ω un dominio en el plano complejo. Los ho-
momorfismos del álgebra Hol(Ω,C) son justamente los operadores de
composición inducidos por śımbolos ϕ ∈ Hol(Ω).

Demostración. Claramente cada operador de composición es un
homomorfismo del álgebra Hol(Ω,C). Para ver el rećıproco, sea h uno
de tales homomorfismos. Si z es un punto de Ω, sea δz el funcional
evaluación en z definido para cada f ∈ Hol(Ω,C) por δz(f) = f(z). Es
inmediato que δz ◦ h es un funcional lineal multiplicativo en Hol(Ω,C).

Es bien conocido (ver por ejemplo [72, Th. 5.3]) que cada funcional
lineal multiplicativo en esta álgebra es una evaluación puntual. Sea ϕ(z)
el punto de Ω tal que δz ◦ h = δϕ(z).
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Para cada f ∈ Hol(Ω,C) se tiene h(f)(z) = f(ϕ(z)), aśı que h es
precisamente el operador de composición Cϕ y como la igualdad an-
terior es cierta, en particular, para la función identidad se sigue que
ϕ ∈ Hol(Ω). �

En el caso general de Ω ⊂ CN , N ≥ 1, el resultado es cierto, usando
el correspondiente Teorema de caracterización de los funcionales lineales
multiplicativos, si se asume que Ω es un dominio de holomorf́ıa (ver [63]).

Si en lugar de considerar operadores de composición en Hol(Ω,C), lo
hacemos en un espacio de Banach X de funciones anaĺıticas surgen las
cuestiones de acotación y compacidad. En el resto de este caṕıtulo con-
sideraremos estas cuestiones en espacios clásicos. En general obsérvese
que la cuestión de la continuidad resulta de algún modo automática: si
Cϕf ∈ X para cada f en X, el Teorema del gráfico cerrado permite
concluir de inmediato que Cϕ actúa como un operador acotado en X.

Aśı pues la cuestión de acotación se reduce a verificar que Cϕ efec-
tivamente env́ıa X en śı mismo.

Nota 2.3. Los datos históricos fueron extráıdos de [92] y la Intro-
ducción de [39].

1. El problema de la acotación.

1.1. Funciones subarmónicas. En esta sección incluimos algu-
nos hechos sobre funciones subarmónicas en el disco que se requerirán
posteriormente. Haremos uso de los siguientes tres hechos sobre fun-
ciones armónicas:

1. Las funciones armónicas tienen la propiedad del valor medio.
2. Se cumple el principio del máximo para funciones armónicas.
3. Si B es una bola en C con frontera S y u es continua en S

entonces u puede ser extendida a una función armónica en B.

Una función f : D → [−∞,∞) es semicontinua superiormente si el
conjunto {x ∈ D : f(x) < α} es abierto.

Ejercicio 2.4. Verifique que f es semicontinua superiormente si y
sólo si

ĺım sup
z→z0

f(z) ≤ f(z0) (z0 ∈ D).

Ejercicio 2.5. Sea f semicontinua superiormente en D y sea K un
subconjunto compacto de D, pruebe que f es acotada superiormente en
K y f alcanza esta cota.
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Definición 2.6. Una función semicontinua superiormente f : D →
[−∞,∞) se dice subarmónica si

f(a) ≤
∫

T

f(a+ rζ) dσ(ζ)

para todo a ∈ D y 0 ≤ r < 1 − |a|.
El siguiente criterio que caracteriza las funciones subarmónicas es

la herramienta que requeriremos en la prueba del Teorema de Subordi-
nación de Littlewood.

Teorema 2.7. Sea f : D → [−∞,∞) semicontinua superiormente.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es subarmónica en D.
2. Para cada punto a ∈ D existe un número positivo ǫ < 1 − |a|

tal que

f(a) ≤
∫

T

f(a+ rζ)dσ(ζ)

para todo 0 ≤ r < ǫ.
3. Si B es una bola cuya frontera S está contenida en D, y si g es

armónica en B y continua en S, entonces f ≤ g en S implica
f ≤ g en B.

Demostración. Es claro que (1) implica (2).
Suponga que f satisface la condición (3). Para cada a ∈ D y 0 < r <

1− |a| sea B la bola euclidiana centrada en a con radio r. La frontera S
de B está contenida en D. Si f es continua en D entonces f es continua
en S y existe una función g continua en la clausura de B y armónica en
B tal que g = f en S. Se sigue que

f(a) ≤ g(a) =

∫

T

g(a+ rζ)dσ(ζ) =

∫

T

f(a+ rζ)dσ(ζ).

Si f no es continua en D, podemos aproximar f por una sucesión {fk} de
funciones continuas con f ≤ fk+1 ≤ fk para todo k ≥ 1 (Verifique que
esto es posible), y las desigualdades anteriores continúan cumpliéndose
para f por el Teorema de Convergencia Monótona. Esto prueba que (3)
implica (1).

Para probar que (2) implica (3) supóngase que B es una bola cuya
frontera S está contenida en D y que existe una función continua en
B = B ∪ S tal que g es armónica en B, f ≤ g en S pero g(z) < f(z)
para algún z ∈ B. Sea E el conjunto de los puntos en B en el cual
la función semicontinua superiormente h = f − g alcanza su máximo
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valor M > 0 en B. Como h ≤ 0 en S se tiene que E ⊂ B. Por la
semicontinuidad de h se tiene que E es cerrado, luego existe un punto
z0 ∈ E tal que ninguna vecindad de z0 este completamente conteni-
da en E. Podemos pues, encontrar una sucesión {rk} con la propiedad
que cada circunferencia {z : |z − z0| = rk} está contenida en D pero no
está completamente en E. La función h satisface h ≤M en cada circun-
ferencia {z : |z − z0| = rk} con la desigualdad estricta cumpliéndose en
algún arco de esa circunferencia. Se sigue que∫

T

h(z0 + rkζ)dσ(ζ) < M = f(z0) − g(z0)

para cada k. Combinando esto con la propiedad del valor medio para g
obtenemos ∫

T

f(z0 + rkζ)dσ(ζ) − g(z0) < f(z0) − g(z0)

ó ∫

T

f(z0 + rkζ)dσ(ζ) < f(z0)

para todo k. En particular la condición (2) no se cumple. Esto prueba
que (2) implica (3). �

Corolario 2.8. Si f es subarmónica en D entonces

f(a) ≤
∫

D

f(a+ rz)dν(z)

para todo a ∈ D y 0 ≤ r < 1 − |a|.
Corolario 2.9. Si f anaĺıtica en D y 0 < p < ∞, entonces log |f |

y fp son funciones subarmónicas en D.

Ejercicio 2.10. Pruebe los Corolarios anteriores.

1.2. El principio de subordinación. Sean f y g anaĺıticas en D
con f(0) = g(0). Suponga por el momento que f es univalente y que el
rango de g está contenido en el rango de f . Entonces ϕ(z) = f−1(g(z))
es anaĺıtica en D, ϕ(0) = 0 y ϕ(z) < 1. Aśı, por el Lema de Schwarz
|ϕ(z)| < |z| para 0 < |z| < 1 a menos que ϕ sea una rotación del disco.

En general diremos que una función anaĺıtica g es subordinada a una
función anaĺıtica f (g ≺ f) si

g(z) = f(ϕ(z)), (|z| < 1),

para alguna función anaĺıtica ϕ con |ϕ(z)| ≤ |z|. La función subordinada
f no necesita ser univalente.
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Si g ≺ f , es claro que |g′(0)| ≤ |f ′(0)| y que la imagen bajo f de
cada disco {z : |z| ≤ r} (0 ≤ r < 1) contiene la imagen bajo g del mismo
disco. En particular el módulo máximo de f domina el módulo máximo
de g:

M∞(r, g) ≤M∞(r, f), (0 ≤ r < 1).

Littlewood generalizó este resultado a medias integrales de orden p.
Recordemos la notación

Mp(r, f) =

(∫

T

|f(rζ)|pdσ(ζ)

)1/p

, (0 < p <∞).

Teorema 2.11. Sean f y g anaĺıticas en D con g ≺ f . Para 0 <
p <∞,

Mp(r, g) ≤Mp(r, f), (0 ≤ r < 1).

Demostración. El Teorema es realmente un caso especial de un
resultado más general sobre funciones subarmónicas. Sea u subarmónica
en D y sea v(z) = u(ϕ(z)) con ϕ anaĺıtica y |ϕ(z)| ≤ |z|. Afirmamos que

∫

T

v(rζ)dσ(ζ) ≤
∫

T

u(rζ)dσ(ζ).

Como |f |p es subarmónica (0 < p < ∞) si f es anaĺıtica se cumple el
Teorema. Para probar la desigualdad fijemos r (0 < r < 1) y sea U
la función armónica en {z : |z| < r} igual a u en {z : |z| = r}. Entonces
u(z) ≤ U(z) si |z| ≤ r y v(z) ≤ V (z) = U(ϕ(z)) si |z| = r. Aśı

∫

T

v(rζ)dσ(ζ) ≤
∫

T

V (rζ)dσ(ζ) = V (0)

= U(0) =

∫

T

U(rζ)dσ(ζ) =

∫

T

u(rζ)dσ(ζ).

�

Ejercicio 2.12. ¿Cuándo se cumple la igualdad para un r, 0 < r <
1?

1.3. El problema de la acotación y el principio de subor-
dinación. Se sigue del Principio de Subordinación que cada śımbolo
anaĺıtico ϕ : D → D con ϕ(0) = 0 induce un operador de composición
acotado en Hp con norma 1. En general se tiene:

Teorema 2.13. Sea p ≥ 1 y ϕ : D→ D una aplicación anaĺıtica. El
operador

Cϕ : Hp(D) → Hp(D)
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es acotado.

Demostración. Sea ϕ(0) = a y

ϕa(z) =
a− z

1 − az

el automorfismo del disco que intercambia 0 y a. Sea ψ(z) = ϕa ◦ ϕ.
Entonces ψ es una aplicación anaĺıtica del disco en śı mismo que fija el
origen y por el Principio de Subordinación

∫

T

|f(ψ(rζ))|pdσ(ζ) ≤
∫

T

|f(rζ)|pdσ(ζ)

para cada f ∈ Hol(D) y 0 < r < 1. Reemplazando f por f◦ϕa obtenemos
∫

T

|f(ϕ(rζ))|pdσ(ζ) ≤
∫

T

|f ◦ ϕa(rζ)|pdσ(ζ)

para toda f ∈ Hol(D) y 0 < r < 1.
Aśı pues, el problema se reduce a probar la acotación de los op-

eradores Cϕa (a ∈ D). Verificar esto se reduce a una aplicación de la
fórmula de cambio de variable:

‖f ◦ ϕa‖Hp =
1

2π

∫ 2π

0
|f(ϕ(eiθ))|pdθ

=
1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)|p|ϕ′

a(e
it)|dt

=
1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)|p 1 − |a|2

|1 − aeit|dt

≤ 1 − |a|2
(1 − |a|)2 ·

(
1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)|pdt

)

=
1 + |a|
1 − |a| · ‖f‖

p
Hp

�

Ejercicio 2.14. Establezca y pruebe los resultados correspondientes
para los espacios de Bergman Ap (1 ≤ p <∞).

En general no es cierto que cada aplicación anaĺıtica del disco en
śı mismo induzca un operador de composición acotado en cada espacio
de Banach de funciones anaĺıticas. De hecho tal afirmación no se cumple
en el espacio de Dirichlet. Recordemos que el espacio de Dirichlet D es
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el espacio de las funciones f anaĺıticas en el disco cuya derivada f ′ esta
en el espacio de Bergman A2.

Nótese que una condición necesaria, obvia, para que el śımbolo ϕ
induzca un operador acotado es que ϕ ∈ D. Aśı pues, los ejemplos de
aplicaciones anaĺıticas ϕ del disco en el disco que no están en el espacio
de Dirichlet prueban que en general Cϕ no es un operador acotado en
D.

Ejercicio 2.15. Muestre que los śımbolos ϕ univalentes (y de hecho,
los finitamente valuados) inducen operadores de composición acotados
en D.

Ejercicio 2.16. Una función f anaĺıtica en D pertenece al espacio
de Bloch B si

‖f‖B := sup
z∈D

(1 − |z|2)|f ′(z)|

es finito. Con la norma definida por ‖f‖ = |f(0)| + ‖f‖B, el espacio de
Bloch es un espacio de Banach. La desigualdad

|f(z) − f(0)| ≤ 1

2
‖f‖B log

1 + |z|
1 − |z| ,

prueba que los funcionales evaluación son acotados en B. Para mayor
información sobre el espacio de Bloch ver [110] ó [46].

Demuestre que todos los śımbolos ϕ ∈ Hol(D) inducen operadores
de composición acotados en el espacio de Bloch. Sugerencia: Del Lema
de Schwarz-Pick se sigue que

|ϕ′(z)| ≤ 1 − |ϕ(z)|
1 − |z| .

1.4. Acotación de operadores de composición y medidas
de Carleson. La situación en espacios de Hardy y Bergman en BN la
bola unitaria de CN (N > 1) es completamente diferente. No existe un
análogo multidimensional del principio de subordinación. La razón es es-
encialmente que mientras en una variable las funciones reales armónicas
son justamente las partes reales de funciones anaĺıticas, no es cierto un
resultado análogo en varias variables. De hecho ejemplos de śımbolos
muy sencillos muestran la existencia de operadores de composición no
acotados en espacios de Hardy y Bergman cuando N > 1.

Ejercicio 2.17. Pruebe que la aplicación ϕ(z1, z2) = (2z1z2, 0) de
la bola unitaria B2 en śı misma, no induce un operador de composición
acotado en H2(B2) ni en A2(B2).
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Indicación: Basta exhibir una función g en H2(B2) (respectivamente
A2(B2)) tal que g ◦ ϕ 6∈ H2(B2) (6∈ A2(B2)). Para ello tome g(z1, z2) =∑
anz

n
1 para una sucesión {an} a determinar. Usando los valores de

las normas de los monomios zα en L2(S2, dσ) (y en A2(B2, dv)) calcule
expĺıcitamente las normas de g y g ◦ ϕ en los espacios considerados.
Elija an de modo conveniente. Seguramente Ud. requerirá la fórmula de
Stirling:

n! = Γ(n+ 1) ∼
√

2πn
(n
e

)n
.

El ejemplo anterior es atribuido en [39] a J. H. Shapiro sin ninguna
referencia. La prueba directa que sugerimos es nuestra.

Criterios de acotación en espacios de funciones anaĺıticas en varias
variables son formulados usando medidas de Carleson. Este concepto fue
introducido en los años 60 por Lennart Carleson en el contexto de los
espacios de Hardy del disco. En este contexto una medida µ en D es una
medida de Carleson para el espacio de Hardy Hp si

∫

D
|f(z)|pdµ ≤ C‖f‖pHp , (f ∈ Hp),

para alguna constante C dependiendo solamente de p. Carleson de-
mostró que una condición necesaria y suficiente para que µ sea una
medida de Carleson es que µ(S) ≤ Ch para alguna constante C y todos
los cuadrados de Carleson:

S =
{
reiθ ∈ D : 1 − h ≤ 1 − r, |θ − θ0| ≤ h

}
.

Carleson aplicó sus resultados a problemas de interpolación y a su
solución del problema de la corona.

Versiones de medidas de Carleson para los espacios de Bergman del
disco (y espacios de funciones anaĺıticas en varias variables) son definidas
de manera análoga.

Presentamos (sin pruebas) los resultados para espacios de Bergman
y de Hardy en la bola unitaria de CN . Para ello consideremos la llamada
(por un abuso de lenguaje) “métrica no isotrópica” en BN :

d(z, w) = |1 − 〈z, w〉|, (z, w ∈ BN ).

La función d es no es una métrica, pero la restricción de
√
d a SN si lo

es. Para ζ ∈ SN y r > 0 escribimos

Qr(ζ) =
{
z ∈ BN : d(z, ζ) < r

}
.



1. EL PROBLEMA DE LA ACOTACIÓN. 29

Obsérvese que en caso N = 1 el conjunto Qζ(r) es justamente la in-
tersección de la bola euclidiana de centro ζ y radio r con D. Se puede
verificar que v(Qr(ζ)) ≈ rN+1 y σ(Qr(ζ)) ∩ SN ≈ rN ( cf. [111, Cor.
5.24] o [94, Ch. 5]).

El término “no isotrópico” proviene del hecho que las “dimensiones”
del conjunto Qr(ζ) dependen de la “dirección”. Veamos: sea ζ = e1 =
(1, 0) ∈ B2, la intersección de

Qr(e1) =
{
z = (z1, z2) ∈ B2 : |1 − z1| < r

}

con [e1], el subespacio generado por e1, es un disco de radio r. Sin em-
bargo la intersección de la clausura de Qr(ζ) con [e1]

⊥ contiene la bola

de centro 0 y radio
√

2r − r2. Observe que
√

2r − r2 es muy grande en
comparación con r cuando r es pequeño.

Teorema 2.18. (cf. [39, Th. 3.28]) Sea 1 ≤ p < ∞. Si µ es una
medida positiva de Borel en BN . Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Existe una constante C > 0 tal que
∫

BN

|f(z)|pdµ(z) ≤ C

∫

BN

|f(z)|pdv(z)

para toda f ∈ Ap(BN ).
2. Se cumple que

sup
r>0, ζ∈ SN

µ(Qr(ζ))

rN+1
<∞.

Si una medida µ en BN satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que µ es una medida de Carleson para Ap(BN ). La condición (1)
del Teorema anterior dice justamente que µ es una medida de Carleson
para Ap(BN ) si y sólo si el espacio de Bergman Ap(BN ) está “incluido
continuamente” en Lp(µ).

Teorema 2.19. (cf. [39, Th. 3.27]) Sea 1 ≤ p < ∞. Si µ es una

medida positiva de Borel en BN . Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Existe una constante C > 0 tal que
∫

BN

|f(z)|pdµ(z) ≤ C

∫

SN

|f(ζ)|pdσ(ζ)

para toda f ∈ Hp(BN ).
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2. Se cumple que

sup
r>0, ζ∈ SN

µ(Qr(ζ))

rN
<∞.

Si una medida µ en BN satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que µ es una medida de Carleson para Hp(BN ). Nótese que la
condición (1) del Teorema anterior dice que µ es una medida de Carleson
para Hp(BN ) si y sólo si el espacio de Hardy Hp(BN ) está “incluido
continuamente” en Lp(µ).

Ejercicio 2.20. Recordemos la fórmula de cambio de variable de
teoŕıa de la medida (cf. por ejemplo [57, p. 163].) Sea (Ω,F , µ) un espacio
de medida y sea (Ω′,F ′) un espacio medible. Si T : Ω → Ω′ es una
aplicación medible, definimos

µT−1(E) = µ(T−1(E)), E ∈ F ′.

Verifique que µT−1 es una medida en (Ω′,F ′). Sea f : Ω′ → C medible,
pruebe que f es µT−1-integrable si y sólo si f ◦ T es µ-integrable y

∫

Ω′

fdµT−1 =

∫

Ω
(f ◦ T )dµ.

Indicación: Pruebe primero que el resultado es cierto para f = χE con
E ∈ F ′.

Con la notación del ejercicio anterior, si ϕ : BN → BN es una apli-
cación anaĺıtica, escribiremos µϕ para designar la medida positiva de
Borel dvϕ−1 en BN , donde dv es la medida volumen normalizada en
BN .

La relación entre medidas de Carleson y operadores de composición
se obtiene inmediatamente:

Corolario 2.21. Sea p ≥ 1 y ϕ : BN → BN anaĺıtica.

1. El operador Cϕ actúa como un operador acotado en Ap(BN ) si
y sólo si la medida µϕ es una medida de Carleson para Ap(BN ).

2. El operador Cϕ actúa como un operador acotado en Hp(BN ) si
y sólo si la medida µϕ es una medida de Carleson para Hp(BN ).

Para N = 1 el resultado sobre la acotación de todos los operadores
de composición, en espacios de Bergman o Hardy, inducidos śımbolos ϕ
anaĺıticos que aplican D en śı mismo, es justamente la afirmación que
para cada uno de tales śımbolos la medida µϕ es de Carleson en D.
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Obsérvese que la caracterización de medidas de Carleson en Ap(BN )
(en Hp(BN )) es independiente de p. Se tiene pues:

Corolario 2.22. Si Cϕ es acotado en Ap(BN ) (respectivamente en
Hp(BN )) para algún valor de p ≥ 1 entonces es acotado en Ap(BN ) (en
Hp(BN )) para cada p ≥ 1.

Concluimos esta sección usando la noción de medidas de Carleson
para caracterizar los operadores de composición acotados en el espacio
de Dirichlet D. El resultado es de J. Arazy, S. Fisher y J. Peetre (cf. [4])
y la prueba que damos sigue la exposición de [60] donde el resultado se
generaliza a espacios tipo Dirichlet Dp con p 6= 2.

Teorema 2.23. Sea ϕ ∈ Hol(D). Una condición necesaria y sufi-
ciente para que el operador de composición Cϕ sea acotado en D es que
la medida dµ(w) = nϕ(w)dA(w) sea de Carleson en A2, donde nϕ(w) es
el número de ceros de la función ϕ− w (w ∈ D).

Demostración. Supóngase que Cϕ es acotado en D. Sea f ∈ D
con f(0) = 0. La hipótesis implica que

∫

D

|f ′ ◦ ϕ|2|ϕ′|2dA ≤ C

∫

D

|f ′|dA,

para una constante C > 0. Por la fórmula del cambio de variable 1.22 y
la definición de µ se tiene

∫

D

|f ′ ◦ ϕ|2|ϕ′|2dA =

∫

D

|f ′|2dµ.

Sea g ∈ A2 y def́ınase f(z) =
∫ z
0 g(w)dw. El argumento anterior prueba

que ∫

D

|g|2dµ ≤ C

∫

D

|g|2dA,

y se tiene que µ es una medida de Carleson para A2.
Para ver el rećıproco, supóngase que µ es una medida de Carleson,

es decir que la desigualdad anterior se cumple para una cierta constante
C > 0 y cada g ∈ A2. Se tiene entonces que

∫

D

|(f ◦ ϕ)′|2dA =

∫

D

|f ′|dµ ≤ C

∫
|f ′|2dA ≤ C‖f‖2

D.

para cada f ∈ D y como además el funcional evaluación en ϕ(0) es
acotado en D, se cumple que Cϕ es un operador acotado en D. �
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Ejercicio 2.24. [67] Se observó anteriormente que si Cϕ es acotado
en D entonces ϕ ∈ D. El siguiente ejemplo, presentado en [67], prueba
que ésta no es una condición suficiente para garantizar la acotación de
Cϕ.

Sea Ω la región simplemente conexa en el semiplano izquierdo sobre
el eje real formada por el interior de la unión de los rectángulos Rn,
(n = 1, 2, . . . ) con base [xn, xn+1] en el eje real y altura 2πn, donde los
xn se eligen de modo que ex0 = 1/2 y exn = 1 − (n+ 1)−2, (n ≥ 1). Sea
τ una aplicación conforme de D sobre Ω.

1. Si ϕ(z) = exp(τ(z)), verifique que ϕ ∈ Hol(D).
2. Usando el hecho que los rectángulos Rn (n ≥ 2) son enviados

por la función exponencial a los anillos

An =
{
z ∈ D : 1 − n−2 ≤ |z| ≤ 1 − (n+ 1)−2

}

pruebe que ∫

D

|ϕ′|2dA ≈
∞∑

n=1

1

n2
,

y por tanto ϕ ∈ D.
3. DadaM > 0, seaN un número entero conN > M . Muestre que

si r es suficientemente pequeño el conjuntoQr(1) está contenido
en ∪∞

n=NAn y por lo tanto

µ(Qr(1)) ≥ cMr2

para una cierta constante c independiente de r. Concluya que
Cϕ no está acotado en D.

Ejercicio 2.25. El pequeño espacio de Bloch B0 es el subespacio del
espacio de Bloch formado por las funciones con la propiedad que

ĺım
|z|→1−

(1 − |z|2)|f ′(z)| = 0.

Como B0 es un subespacio de B es él mismo un espacio de Banach.
Pruebe que ϕ ∈ Hol(D) induce un operador acotado en el espacio de
Bloch si y sólo si ϕ ∈ B0. Sugerencia: Use el hecho que el pequeño
espacio de Bloch es la clausura de los polinomios en la norma del espacio
de Bloch.

2. Operadores de Composición Compactos

Una vez establecida la acotación de un operador de composición en
un espacio de funciones anaĺıticas, surge el problema de determinar si ese
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operador es compacto. Consideraremos en esta sección la compacidad de
los operadores de composición Cϕ inducidos por aplicaciones anaĺıticas
ϕ : D→ D, en los espacios clásicos Hp y Ap (1 ≤ p <∞) del disco.

Para la comodidad del lector incluimos una breve discusión de la
definición y propiedades básicas de los operadores compactos.

Sea H un espacio de Hilbert. Denotemos por B1 la bola unitaria
cerrada en H. Recordemos que una transformación lineal T : H → H
se dice compacta si T (B1) es relativamente compacta en H. Se verifica
fácilmente que K(H), el espacio de los operadores compactos definidos
en H, es un subespacio cerrado de B(H), el espacio de los operadores
acotados en H. De hecho K(H) es un ideal y resulta ser justamente la
clausura de K0(H), el espacio de los operadores de rango finito definidos
en H.

Ejercicio 2.26. Pruebe que:

1. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ B(H), entonces T es una
función continua de H con la topoloǵıa débil, a H con la misma
topoloǵıa débil.

2. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ B(H), entonces T (B1) es
un subconjunto cerrado de H.

La generalización de la noción de operador compacto a espacios de
Banach procede a través de los siguientes conceptos:

Definición 2.27. Si X y Y son espacios de Banach y A : X → Y es
una transformación lineal, entonces A es compacto si A(B1), la imagen
de la bola unitaria cerrada en X, es relativamente compacta en Y .

Definición 2.28. Si X y Y son espacios de Banach y A ∈ B(X,Y ),
entonces A es completamente continuo si para cada sucesión {xn} en X
tal que xn → x débilmente se tiene que ‖Axn −Ax‖ → 0.

Estas nociones se relacionan a través del siguiente Teorema:

Teorema 2.29. Sean X y Y espacios de Banach y sea A ∈ B(X,Y ).

1. Si A es un operador compacto entonces A es completamente
continuo.

2. Si X es reflexivo y A es completamente continuo entonces A es
compacto.

Claramente los conceptos de operador compacto y completamente
continuo coinciden en espacios reflexivos y en particular en espacios de
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Hilbert. En espacios de Banach en general, tal cosa no ocurre. Existen
operadores completamente continuos que no son compactos.

Ejercicio 2.30. Recuerde que una sucesión en l1 es convergente si
y sólo si es débilmente convergente. Utilice este hecho para exhibir un
operador en l1 que sea completamente continuo pero no compacto.

Con la notación análoga a la establecida para el caso de espacios de
Hilbert, indicamos que del mismo modo que en ese contexto, si X es
un espacio de Banach, entonces K(X) es un ideal cerrado en el álgebra
B(X).

Mencionamos adicionalmente que en general K0(X) no es denso en
K(X). Un ejemplo de un espacio de Banach reflexivo (que no posee una
base de Schauder) para el cual esto ocurre fue dado en 1973 por P.
Enflo. Sin embargo, para los espacios de Banach clásicos, cada operador
compacto es el ĺımite de una sucesión de operadores de rango finito.

La cuestión de si un operador de composición es compacto, en espa-
cios de Banach de funciones anaĺıticas, y en particular en los espacios
clásicos de Hardy y Bergman, ha generado considerable interés y pro-
ducido numerosos resultados importantes. Los resultados iniciales fueron
obtenidos por Schwartz en su tesis [95]. El problema general probó ser
dif́ıcil. Para el caso de los espacios de Bergman Ap(D) (1 ≤ p < ∞)
resulta que Cϕ, el operador de composición inducido por el śımbolo
ϕ ∈ Hol(D), es compacto si y sólo si ϕ no tiene derivada angular en
ningún punto de la circunferencia unitaria. El resultado fue establecido
por MacCluer y Shapiro [73] y es válido para espacios de Hardy con la
condición adicional que ϕ sea univalente.

El problema de caracterizar la compacidad de Cϕ en Hp(D) (1 ≤ p <
∞) cuando ϕ no es necesariamente univalente requirió otro importante
concepto del análisis complejo: la función conteo de Nevanlinna Nϕ. Esta
función fue introducida (cf. [81]) para estudiar distribución de valores de
funciones anaĺıticas. De hecho, Shapiro probó en [98] que Cϕ es compacto
en Hp si y sólo si

ĺım
|w|→1

Nϕ(w)

log 1
|w|

= 0.

A continuación presentamos las herramientas requeridas para obten-
er las caracterizaciones indicadas de operadores de composición com-
pactos. En primer lugar requeriremos el siguiente resultado valido en
los espacios de funciones anaĺıticas que acá se considerarán. Siguiendo a
[107] (ver también [111, 3.3]) diremos que una sucesión {fn} en Hp (o
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en Ap) converge a 0 ultra-débilmente si es acotada en norma y converge
a 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de D. Un operador
lineal acotado T de Hp (o Ap) en algún espacio Lp es ultra-débilmente
compacto si {Tfn} converge a 0 en norma cuando {fn} converge ultra-
débilmente a 0.

Teorema 2.31. El operador de composición Cϕ : Hp → Hp (1 ≤
p <∞) es compacto si y sólo si es ultra-débilmente compacto.

Demostración. Sea Cϕ compacto y {fn} una sucesión acotada en
Hp que converge uniformemente sobre compactos a 0. En particular
fn(ϕ(z)) → 0 para cada z ∈ D. Si {fn ◦ ϕ} no converge a 0 en Hp, existe
un ǫ > 0 y una sucesión creciente de enteros positivos {nk} tal que ‖fnk ◦
ϕ‖ ≥ 0 para todo k. Como el operador Cϕ es compacto, esta sucesión
posee una subsucesión, que denotaremos igualmente fnk ◦g, convergente
en Hp digamos a g. La convergencia en Hp implica convergencia puntual,
aśı que g es justamente la función idénticamente nula lo cual contradice
la afirmación anterior.

Rećıprocamente, sea Cϕ ultra-débilmente compacto y {gn} una suce-
sión en la bola unitaria de Hp. La sucesión {gn} es una familia normal
y por tanto posse una subsucesión {gnk} que converge en la topoloǵıa
de convergencia uniforme sobre compactos a una función g ∈ Hol(D).
Como

1

2π

∫ 2π

0
|g(reiθ)|pdθ = ĺım

k→∞

1

2π

∫ 2π

0
|gnk(reiθ)|pdθ

≤ ĺım sup
k→∞

‖gnk‖p ≤ 1,

se tiene que g ∈ Hp y aśı la sucesión {gnk − g} es una sucesión acotada en
Hp que converge uniformemente sobre compactos a 0. Se sigue entonces
que gnk → g en Hp. �

Ejercicio 2.32. Verifique que el resultado del Teorema anterior se
cumple en Ap (1 ≤ p <∞), en H∞ y en D.

Ejercicio 2.33. 1. Pruebe que la sucesión de funciones {fn}
definida por fn(z) = zn (z ∈ D) converge ultra-débilmente a 0
en H2.

2. Use el resultado anterior para demostrar que si ϕ ∈ Hol(D)
induce un operador compacto en H2 entonces ϕ no puede ten-
er ĺımite radial de módulo uno en un conjunto de medida de
Lebesgue positiva.
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Finalmente introduciremos la definición precisa de la función conteo
de Nevanlinna. Recordemos que si {an} es la sucesión de los ceros de
una función f ∈ Hp entonces

∑
n(1− |an|) <∞ (con los |an| ordenados

en forma creciente y contando multiplicidades). Luego si ϕ : D → D es
anaĺıtica, considerando ϕ−1(w) como la sucesión de ceros de ϕ(·) − w,
se tiene que

∑
z∈ϕ−1(w)(1− |z|) <∞. Si notamos además que para cada

0 < r < 1, 1 − |z| ∼ log(1/|z|) para z ∈ D \ rD vemos que la siguiente
función, denominada función conteo de Nevanlinna, está bien definida:
(2.1)

Nϕ : C→ [0,∞];w 7→





0, si w /∈ ϕ(D)∑
z∈ϕ−1(w) log 1

|z| , si w ∈ ϕ(D), w 6= ϕ(0)

∞, si w = ϕ(0).

Obsérvese que Nϕ(w) “cuenta” las veces que w es alcanzado por ϕ
ponderando cada vez que esto ocurre por un factor que describe esen-
cialmente la distancia del punto donde w es alcanzado a la frontera del
disco. Requeriremos la siguiente desigualdad:

Teorema 2.34. Desigualdad de Littlewood. Sea ϕ : D → D
anaĺıtica. Para cada w ∈ D \ {ϕ(0)} se tiene:

Nϕ(w) ≤ log

∣∣∣∣∣
1 − ϕ(0)w

ϕ(0) − w

∣∣∣∣∣ .

Demostración. Si w /∈ ϕ(D) no hay nada que probar. Supongamos
que w ∈ ϕ(D). Si ϕ(0) 6= 0 y {zj} es el conjunto de los ceros de ϕ, el
Ejercicio 1.7 prueba que |ϕ(0)| ≤∏ |zj |. Tomando logaritmos se tiene

log |ϕ(0)| ≤ log
(∏

|zj |
)

=
∑

log |zj |,

y multiplicando por −1 obtenemos

Nϕ(0) =
∑

log
1

|zj |
≤ log

1

|ϕ(0)|
que es la desigualdad requerida para w = 0.

Si ϕ(0) 6= 0 sea

ψ(z) =
ϕ(z) − w

1 − wϕ(z)
.

Es fácil ver que ψ es anaĺıtica en D, aplica D en śı mismo y ψ(0) 6= 0.
Luego se tiene que Nψ(0) ≤ log(1/ψ(0)), pero esta es justamente la
desigualdad requerida. �
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Obsérvese que la desigualdad de Littlewood es una generalización
del Lema de Schwarz, si ϕ(0) = 0, la desigualdad se reduce a

Nϕ(w) ≤ log
1

|w| , (w ∈ D \ {ϕ(0)})

lo cual no es otra cosa que

|w| ≤
∏{

|z| : z ∈ ϕ−1(w)
}
,

y el Lema de Schwarz afirma que |w| ≤ |z| para cada z ∈ ϕ−1(w).

Ejercicio 2.35. La caracterización de operadores de composición
compactos en H∞ es fácil: pruebe que ϕ ∈ Hol(D) induce un operador
de composición compacto en H∞ si y sólo so ‖ϕ‖∞ < 1.

Ejercicio 2.36. 1. Recordemos que si H es un espacio de
Hilbert, un operador lineal acotado T : H → H es de Hilbert-
Schmidt si para una (para toda) base ortonormal {en}∞n=0 en
H se cumple que

∞∑

n=0

‖Ten‖2
H <∞.

Pruebe que todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
2. Pruebe que un operador de composición Cϕ es de Hilbert-

Schmidt en H2 si y sólo si

∫ 2π

0

1

1 − |ϕ(eiθ)|2dθ <∞.

Formule y demuestre un resultado análogo para el espacio de
Bergman A2.

3. Use los resultados anteriores para demostrar que ϕ ∈ Hol(D)
con ‖ϕ‖∞ < 1 induce un operador de composición compacto
en H2 (y en A2).

4. Pruebe que Cϕ es de Hilbert-Schmidt en D si y sólo si

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1 − |ϕ(z)|2)2dA(z)

es finita.
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3. Operadores de composición compactos y medidas
compactas de Carleson

Recordemos que las condiciones de acotación del operador de com-
posición Cϕ, actuando en el espacio de Bergman Ap, pueden ser descritas
en términos de las medidas µϕ, definidas por µϕ(E) = A(ϕ−1(E)) para
cada subconjunto boreliano de D, afirmando que esta medida es de Car-
leson. Recordemos también, que el hecho de que la medida µϕ sea de
Carleson para Ap (p ≥ 1), es descrito geométricamente afirmando que
µ(Qr(ζ)) = O(r2) para todo ζ ∈ T y 0 < r < 1.

Forma parte de los hechos denominados del “folklore” del tema que
mientras las condiciones de acotación se formulan en términos de com-
paración “O grande”, las condiciones de compacidad lo hacen en térmi-
nos de “o pequeña”. Aśı correspondiendo a la noción de medida de Car-
leson tenemos una noción de medida compacta de Carleson. Precisando:

Teorema 2.37. (cf. [110]) Sea 1 ≤ p < ∞. Si µ es una medida
positiva de Borel en D. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La aplicación identidad es una inclusión ultra-débilmente com-
pacta de Ap(D) en Lp(D, dµ).

2. Se tiene que µ(Qr(ζ)) = o(r2) cuando r → 0, uniformemente
en T.

Si una medida µ en D satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que µ es una medida compacta de Carleson para Ap.

La correspondiente noción de medida compacta de Carleson para Hp

se obtiene como sigue:

Teorema 2.38. (cf. [110]) Sea 1 ≤ p < ∞. Si µ es una medida
positiva de Borel en D. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La aplicación identidad es una inclusión ultra-débilmente com-
pacta del espacio Hp(D) en L2(D, dµ).

2. Se tiene que µ(Qr(ζ)) = o(r) cuando r → 0, uniformemente en
T.

Si una medida µ en D satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que µ es una medida compacta de Carleson para Hp.

Como consecuencia inmediata del Teorema de cambio de variable
de la teoŕıa de la medida se obtiene la siguiente caracterización de los
operadores de composición compactos en Ap y Hp del disco.

Corolario 2.39. Sea 1 ≤ p <∞ y ϕ : D→ D anaĺıtica.
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1. El operador Cϕ es un operador compacto en Ap si y sólo si la
medida µϕ es una medida compacta de Carleson para Ap.

2. El operador Cϕ es un operador compacto en Hp si y sólo si la
medida µϕ es una medida compacta de Carleson para Hp.

Del mismo modo que para las medidas de Carleson, se tiene que
también la caracterización de las medidas de Carleson compactas en Ap

o en Hp es independiente de p, luego tenemos:

Corolario 2.40. Si Cϕ es acotado en Ap (respectivamente en Hp)
para algún valor de 1 ≤ p <∞ entonces es acotado en Ap (en Hp) para
cada 1 ≤ p <∞.

Ejercicio 2.41. 1. Sea ϕ(z) = sz + (1 − s) con 0 < s < 1 y

z ∈ D. ¿Cómo es ϕ(D)?. Muestre que ϕ−1(Qr(1)) = Qr/s(1).

Demuestre que Cϕ no es compacto en H2.

2. Sea ψ(z) = 1 − (1 − z)b con 0 < b < 1 y z ∈ D. Describa ψ(D).
Muestre que Cψ es compacto en H2.

3. Establezca y verifique los resultados análogos para el espacio
de Bergman A2.

Concluimos esta sección usando los resultados anteriores sobre me-
didas de Carleson compactas en el espacio de Bergman para caracterizar
los operadores de composición compactos en el espacio de Dirichlet D.
La prueba sigue la exposición en [60].

Teorema 2.42. Sea ϕ ∈ Hol(D). Una condición necesaria y sufi-
ciente para que el operador de composición Cϕ sea compacto en D es
que la medida dµ(w) = nϕ(w)dA(w) sea una medida compacta de Car-
leson en A2, donde nϕ(w) es el número de ceros de la función ϕ− w.

Demostración. Nótese que Cϕ es compacto en D si y sólo si ‖fn ◦
ϕ‖D → 0 para cada sucesión {fn} acotada en D con fn → 0 uniforme-
mente en subconjuntos compactos de D (ver Ejercicio 2.32).

Supóngase que Cϕ es compacto en D. Probaremos que µ es una me-
dida compacta de Carleson en A2 verificando que el operador inclusión
i : A2 → L2(µ) es compacto. Para ello, sea {gn} una sucesión acotada en
A2 con gn → 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos y def́ınase
fn(z) =

∫ z
0 gn(w)dw. La hipótesis implica que

‖gn‖L2(µ) = ‖(fn ◦ ϕ)′‖A2 → 0

cuando n→ ∞ lo que prueba lo afirmado.
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Asúmase ahora que µ es una medida compacta de Carleson en A2.
Sea {fn} una sucesión de funciones en el espacio de Dirichlet con ‖fn‖D ≤
1 y fn → 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de D. Como
el operador inclusión i : A2 → L2(µ) es compacto se tiene que

‖(fn ◦ ϕ)′‖A2 = ‖f ′n‖L2(µ) → 0,

y como además |fn(ϕ(0))| → 0 se obtiene que ‖fn ◦ ϕ‖D → 0 y aśı Cϕ
es compacto.

�

4. Operadores de composición compactos en espacios de
Bergman

Los ejemplos considerados anteriormente posiblemente sugieran que
de alguna manera la compacidad de Cϕ ocurre si ϕ(D) no está demasiado
cerca de la frontera. El ejemplo que sigue aporta evidencia adicional. El
resultado es seguramente bien conocido y aparece expresamente descrito
en [109].

Ejercicio 2.43. Si ϕ ∈ Hol(D) es transformación lineal fraccional

ϕ(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0,

es bien conocido que ϕ(D) es necesariamente un disco euclidiano.

1. Verifique que ϕ es necesariamente de la forma

ϕ(z) = c+Rϕa(z), |λ| = 1, |a| < 1, |c| +R ≤ 1,

donde ϕa denota el automorfismo del disco que intercambia a
y el origen y es involutivo (ϕa(ϕa(z)) = z).

2. Concluya que hay justamente dos tipos de tales transforma-
ciones lineales fraccionales de D en D: aquellas con |c| +R < 1
y aquellas con |c| +R = 1. Describa en cada caso ϕ(D).

3. ¿Cuáles transformaciones lineales fraccionales de D en D in-
ducen operadores de composición compactos en A2 (o en H2)?.
Pruebe que si ϕ es una transformación fraccional de D en D el
operador Cϕ es compacto si y sólo es de Hilbert-Schmidt.

La formulación precisa de la intuición expresada antes, para oper-
adores de composición en espacios de Bergman, es el contenido del sigu-
iente Teorema. El resultado, como se indicó, es de [73] y expondremos
la prueba siguiendo la presentada en [107].
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Teorema 2.44. Sea p ≥ 1 y ϕ ∈ Hol(D). El operador de composición

Cϕ : Ap(D) → Ap(D)

es compacto si y sólo si

ĺım
|z|→1−

1 − |z|2
1 − |ϕ(z)|2 = 0.

Demostración. Por los resultados de la sección anterior es sufi-
ciente probar el Teorema cuando p = 2. En este caso consideraremos el
adjunto C∗

ϕ de Cϕ. Es fácil verificar que

‖C∗
ϕkz‖2 =

(
1 − |z|2

1 − |ϕ(z)|2
)2

donde

kz(w) =
1 − |z|2

(1 − wz)2
, (z, w ∈ D),

son los núcleos reproductivos normalizados de A2. Aqúı y en el resto de
la prueba usamos ‖ · ‖ para denotar la norma en A2. Como kzn → 0
ultra-débilmente para cada sucesión {zn} con |zn| → 1− es claro que la
compacidad de Cϕ implica la condición indicada en el Teorema.

Asumamos ahora que la condición indicada se cumple y sea {fn}
una sucesión en A2 que converge débilmente a 0. Probaremos que

ĺım
n→∞

‖Cϕfn‖ = 0.

Sea ǫ > 0. Eĺıjase δ ∈ (0, 1) tal que

(2.2) 1 − |z|2 < ǫ(1 − |ϕ(z)|2), si δ < |z| < 1.

Usando la norma equivalente para A2 introducida en el Ejercicio 1.15
vemos que existe una constante C1 > 0, independiente de ϕ y de n tal
que

‖Cϕfn‖ ≤ C1

[
|fn(ϕ(0))|2 +

∫

D

|f ′n(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2(1 − |z|2)2dA(z)

]
.

Es claro que fn(ϕ(0)) → 0 si n→ ∞.
Escribimos la integral

∫

D

|f ′n(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2(1 − |z|2)2dA(z)
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como la suma de

In =

∫

|z|<δ
|f ′n(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2(1 − |z|2)2dA(z)

y

Jn =

∫

δ<|z|<1
|f ′n(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2(1 − |z|2)2dA(z).

Como {f ′n} converge a cero uniformemente sobre compactos y ϕ′ es
acotada en {z : |z| < δ} se tiene que In → 0 si n→ ∞.

Usando (2.2) y el hecho que log 1
|z| ≈ 1−|z| cuando |z| → 1− se tiene

que

Jn ≤ 2C2ǫ

∫

δ<|z|<1
|f ′n(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2(1 − |ϕ(z)|2) log

1

|z|dA(z)

para una cierta constante C2 (independiente de ϕ y n). Ahora por la
fórmula de cambio de variable del Teorema 1.22 obtenemos

Jn ≤ 2C2ǫ

∫

D

|f ′n(z)|2(1 − |z|2)Nϕ(z)dA(z),

donde Nϕ es la función conteo de Nevanlinna introducida en (2.1).
La desigualdad de Littlewood (Teorema 2.34) afirma que

Nϕ(z) ≤ log

∣∣∣∣∣
1 − ϕ(0)z

ϕ(0) − z

∣∣∣∣∣
y como

log

∣∣∣∣∣
1 − ϕ(0)z

ϕ(0) − z

∣∣∣∣∣ ≈ 1 −
∣∣∣∣∣
1 − ϕ(0)z

ϕ(0) − z

∣∣∣∣∣

2

=
(1 − |ϕ(0)|2)(1 − |z|2)

|1 − ϕ(0)z|2

≤ (1 − |ϕ(0)|2)(1 − |z|2)
(1 − |ϕ(0)|)2

=
(1 + |ϕ(0)|)(1 − |z|2)

1 − |ϕ(0)| ,

podemos encontrar una constante C3 > 0, independiente de n y ϕ tal
que

Jn ≤ C3

(
1 + ϕ(0)|
1 − |ϕ(0)|

)
ǫ

∫

D

|f ′n(z)|2(1 − |z|2)dA(z).
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Usando nuevamente el resultado del Ejercicio 1.15 tenemos que existe
una constante C3 > 0 tal que

∫

D

|f ′n(z)|2(1 − |z|2)dA(z) ≤ C3‖fn‖2,

para todo n y como la sucesión {fn} es acotada en la norma de A2 existe
una constante C4 > 0 independiente de n y ϕ tal que

Jn ≤ C4

(
1 + |ϕ(0)|
1 − |ϕ(0)|

)
ǫ

para todo n. Se sigue que

ĺım sup
n→∞

Jn ≤ C4

(
1 + |ϕ(0)|
1 − |ϕ(0)|

)
ǫ

y como ǫ > 0 es arbitrario tenemos que Jn → 0 si n → ∞, lo cual
completa la prueba del Teorema. �

Ejercicio 2.45. Pruebe que la condición del Teorema anterior es
necesaria y suficiente para que el operador de composición Cϕ induci-
do en H2 por un śımbolo univalente sea compacto. Indicación: Imite
la prueba anterior. (Realmente la condición de univalencia puede ser
sustituida por la de valencia finita.)

Es posible reescribir el Teorema anterior de un modo más geométrico,
en términos de la derivada angular de funciones en Hol(D).

Recuérdese que el Teorema de Julia-Carathéodory establece que si
ϕ ∈ Hol(D) y |ζ| = 1, entonces ϕ tiene derivada angular finita en ζ si y
sólo si

ĺım inf
z→ζ

1 − |ϕ(z)|2
1 − |z|2 <∞.

Luego se tiene inmediatamente a partir del Teorema anterior el sigu-
iente resultado:

Teorema 2.46. En Ap(D) (1 ≤ p <∞) el operador Cϕ es compacto
si y sólo ϕ no tiene derivada angular finita en ningún punto de ∂D.

Ejercicio 2.47. Examine los ejemplos de operadores de composi-
ción compactos y no compactos, que se han dado en ejercicios anteriores,
usando el (los) Teorema(s) anterior(es).

Ejercicio 2.48. Pruebe que si ϕ no tiene ĺımites radiales de módulo
1 en ningún punto entonces Cϕ es compacto en A2.
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Ejercicio 2.49. [73, 3.12] Un śımbolo que llena el disco pero tal que
Cϕ es compacto:

1. Describa una región Ω en el semiplano izquierdo que forme una
franja infinita cuyas fronteras sean asintóticas al eje imaginario
y tal que la función exponencial aplique dicha región sobre D \
{0}, alcanzando cada punto a lo más dos veces.

2. Sea F una aplicación univalente de D sobre Ω y ϕ0 = exp ◦F .
Note que ϕ0 aplica D en D \ {0} con multiplicidad a lo más dos
y no tiene ĺımites radiales de módulo 1. Concluya que Cϕ0 es
un operador compacto en A2.

3. Sea a ∈ D \ {0} y ψ(z) = zϕa(z). Note que ψ aplica D en
śı mismo con multiplicidad dos y ϕ(D \ {0}) = D.

4. Sea ϕ = ψ ◦ ϕ0. Muestre que ϕ(D) = D y Cϕ es compacto en
A2.

4.1. Norma esencial de operadores de composición en el
espacio de Hardy. Como se indicó, el problema general de caracterizar
operadores de composición compactos en el espacio de Hardy resultó ser
de naturaleza diferente. Los siguientes ejemplos, tomados de [73], ilus-
tran la situación:

Ejemplo 2.50. [73, 3.6] Recuérdese (ver Ejercicio 2.33) que si Cϕ es
un operador de composición compacto en A2 entonces ϕ no puede tener
ĺımites radiales de módulo uno en un conjunto de medida de Lebesgue
positiva. La situación en H2 es totalmente diferente. De hecho pre-
sentaremos una función ϕ interior, es decir con ϕ(ζ) = 1 para casi todo
ζ ∈ T, tal que Cϕ sea compacto en A2. Tal śımbolo ϕ no posee derivada
angular en ningún punto de T y sin embargo Cϕ ¡no es compacto en H2!

Se trata de una función interior singular. Si µ es una medida positiva
en T, singular (con respecto a la medida de Lebesgue) y

ϕ(z) = exp

(
−
∫
w + z

w − z
dµ(w)

)
,

es fácil ver que ϕ está bien definida y es anaĺıtica en D. De hecho si u(z) =
−
∫
Pz(w)dµ(w) = −Re

∫
w+z
w−zdµ(w); donde Pz(w) = (1 − |z|2)/|z − w|2

(z ∈ D, w ∈ T) es el núcleo de Poisson; se tiene que |ϕ(z)| = eu(z), y
como µ es una medida positiva, u(z) ≤ 0 para todo z ∈ D. Además, el
hecho que µ sea singular implica, por el Teorema de Fatou (cf. [93]),
que u(rw) → 0 cuando r → 1− c.t.p. Luego si |w| = 1 y tanto ϕ como u
tienen ĺımite no tangencial en w, entonces |ϕ(w)| = ĺımr→1− |ϕ(rw)| =
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ĺımr→1− e
−u(rw) = 1 c.t.p. Luego ϕ es una función interior. Tal función

se dice una función singular interior.
En el caso de funciones interiores, un Teorema de Ahern y Clark [1]

caracteriza los puntos en T en los cuales existe una derivada angular. En
el caso de la función singular interior ϕ descrita antes, esto ocurre en el
punto w0 ∈ T si y sólo si

Iw0 :=

∫

T

dµ(w)

|w − w0|2
<∞.

Aśı pues, basta construir una medida singular µ que no cumpla la
condición anterior para ningún w0 ∈ T. Para ello tómese {µn} una suce-
sión de números positivos tal que

∑
µn < ∞ pero

∑√
µn = ∞. Sean

ahora arcos consecutivos In en T de longitud
√
µn y sea ζn el centro de

cada uno de esos arcos. La medida requerida µ se define como

µ :=
∑

µnδn,

donde δn es la medida de Dirac en el punto ζn. Para ver que la integral de
la condición dada es infinita, basta observar que cada w0 ∈ T pertenece
a infinitos arcos Ink y por tanto |w0− ζnk | es menor que

√
µnk para todo

k, luego la integral de la condición, que no es otra cosa que la suma∑
µn/|ζn − w0|2 diverge, pues tiene una cantidad infinita de sumandos

mayores que 1.

Ejemplo 2.51. [73, 3.8] El śımbolo del ejemplo anterior no posee
derivada angular en ningún punto de T. Como además ϕ(ζ) = 1, c.t.p. y
teniendo en cuenta el resultado del Ejercicio 2.48, es tentador aventurar
la hipótesis de si la no existencia de derivada angular junto a la condición
de que los ĺımites radiales tengan módulo menor que uno caracterizan la
compacidad. Tal hipótesis fue propuesta en [101]. El siguiente ejemplo
prueba que no es aśı.

Requeriremos el siguiente hecho que se puede verificar fácilmente:
las funciones interiores que fijan el origen inducen operadores de com-
posición isométricos en H2 (de hecho esta condición caracteriza los op-
eradores de composición isométricos en H2, ver [39]). Sea ψ0 la función
singular interior construida en el ejemplo anterior y ψ0(0) = a. Si ϕa
es el automorfismo del disco que intercambia a y 0 y ψ = ϕa ◦ ψ0, en-
tonces ψ es una función interior (es bien conocido que la composición
de dos funciones interiores es otra vez interior), y fija el origen. Luego el
operador de composición Cψ es una isometŕıa.
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Sea ahora χ(z) = (1 + z)/2. Se puede ver fácilmente que Cχ no es
compacto en H2. Finalmente sea ϕ = χ◦ψ, Cϕ = CψCχ no es compacto
en H2, en efecto: Cχ no lo es, luego la imagen de la bola unitaria B1

de H2 es un conjunto A cuya clausura no es compacta y como Cψ es
una isometŕıa, Cψ(A) = Cϕ(B1) tampoco es relativamente compacto. Es
fácil ver que ϕ no tiene derivada angular en ningún punto de T (un modo
de verlo es observando que Cψ0 , y por tanto Cψ y Cϕ, son compactos en
A2) y además |ϕ(w)| < 1 para casi todo w ∈ T.

Como se indicó anteriormente, el problema de la compacidad para
operadores de composición en el espacio de Hardy requiere considerar
la función conteo de Nevanlinna y fue resuelto en [98]. De hecho en
ese art́ıculo J. Shapiro obtiene una expresión para la norma esencial del
operador Cϕ en H2.

Unas palabras de motivación para el resultado (siguiendo las ideas
en [98]). Recordemos en primer lugar la expresión para la norma en H2

dada por la identidad de Littlewood-Paley

‖f‖2
H2 = |f(0)|2 + 2

∫

D

|f ′(z)|2 log
1

|z|dA(z).

La formula de cambio de variable 1.22 aplicada acá permite obtener

‖f ◦ ϕ‖2
H2 = |f(ϕ(0))|2 + 2

∫

D

|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w).

Si consideramos el caso ϕ(0) = 0 observamos que de la desigualdad de
Littlewood 2.34 en ese caso:

Nϕ(w) ≤ log
1

|w| ,

y de las fórmulas anteriores se obtiene inmediatamente la acotación del
operador de composición: ‖f ◦ϕ‖2

H2 ≤ ‖f‖2
H2 (con norma ≤ 1) en el caso

ϕ(0) = 0. El caso general, como vimos, se obtiene componiendo con un
automorfismo y calculando.

Aśı pues, podemos afirmar que la acotación del operador de composi-
ción Cϕ en H2 (es decir el principio de subordinación de Littlewood) es
consecuencia de la desigualdad de Littlewood y esta puede escribirse (al
menos en el caso ϕ(0) = 0) como

Nϕ(w) = O(− log |w|) cuando |w| → 1.
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La intuición, ya indicada, de que a una condición O “grande” para
acotación, corresponde una condición o “pequeña” para compacidad con-
duce a conjeturar que Cϕ seŕıa compacto en H2 si

Nϕ(w) = o(− log |w|) cuando |w| → 1.

De hecho, éste es el resultado de J. Shapiro que marca un momento
culminante en la teoŕıa de operadores de composición y que presentare-
mos a continuación.

Recordemos que dado un operador acotado T actuando en el espacio
de Banach X, su norma esencial

‖T‖e = ı́nf {‖T −K‖ : K es compacto en X}
es una medida de la “no compacidad” de T en el sentido que ‖T‖e = 0
si y sólo si T es compacto. Obviamente ‖T‖e ≤ ‖T‖ pues el operador
cero es compacto.

Presentamos a continuación el cálculo de la norma esencial del op-
erador Cϕ en H2. Para el cálculo del estimado superior seguimos muy
de cerca la exposición en un contexto más general (espacios pesados de
Dirichlet) que aparece en [39]. Para el estimado inferior seguimos la
prueba de [86], que utiliza resultados sobre factorización de funciones,
en lugar de los argumentos sobre el comportamiento subarmónico de
la función conteo de Nevanlinna que aparecen en la prueba original de
Shapiro. De hecho la prueba de [86] se desarrolla en el contexto de
espacios de Bergman usando la reciente teoŕıa de factorización en esos
espacios. Escribiremos a lo largo de la prueba ‖·‖ para designar la norma
usual en el espacio de Hardy H2.

Teorema 2.52. Si ϕ ∈ Hol(D), entonces en H2(D)

‖Cϕ‖2
e = ĺım sup

|w|→1

Nϕ(w)

log(1/|w|) .

Estimado superior. Requeriremos la siguiente terminoloǵıa y los
Lemas que aparecen a continuación. Sea Rn la proyección ortogonal de
H2 sobre znH2 y Qn = I −Rn, es decir: para f(z) =

∑∞
k=0 akz

k en H2

sea (Rnf)(z) =
∑∞

k=n akz
k y (Qnf)(z) =

∑n−1
k=0 akz

k. Necesitaremos los
siguientes estimados:

Lema 2.53. Para cada r, 0 < r < 1 y f ∈ H2 se tiene:

1. |(Rnf)(w)| ≤ ‖f‖(∑∞
k=1 r

2k)1/2 para |w| ≤ r.

2. |(Rnf)′(w)| ≤ ‖f‖(∑∞
k=1 k

2r2k−2)1/2 para |w| ≤ r.
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Demostración. Probemos (2). Recordemos (ver ejercicio 1.11) que
el funcional diferenciación en el punto w ∈ D es acotado en H2 y viene
dado por f ′(z) = 〈f,Dw〉 donde Dw = z/(1 − wz), entonces

|(Rnf)′(w)| = |〈Rnf,Dw〉| = |〈f,RnDw〉|
≤ ‖f‖‖RnDw‖

≤ ‖f‖
(

∞∑

k=n

k2r2k−2

)1/2

,

si |w| ≤ r. La desigualdad (1) se obtiene de modo similar usando los
núcleos de Szegö (ver Ejercicio 1.10.) �

Lema 2.54. Si ϕ ∈ Hol(D), entonces ‖Cϕ‖e = ĺımn→∞ ‖CϕRn‖.

Demostración. Veamos en primer lugar que el ĺımite indicado ex-
iste. De hecho la sucesión {‖CϕRn‖} es decreciente: sea n un entero

no negativo, si ‖f‖ ≤ 1 ∈ H2 con f(z) =
∑
akz

k, sea g(z) =
∑
bkz

k

con ak = bk si k 6= n y bn = 0, se ve claramente que Rng = Rn+1f y
‖g‖ ≤ ‖f‖ ≤ 1, aśı que

‖CϕRn+1f‖ = ‖CϕRng‖ ≤ ‖CϕRn‖,
y aśı ‖CϕRn+1‖ ≤ ‖CϕRn‖ como se indicó.

Como (Rn +Qn)f = f y Qn es compacto se tiene para cada n que

‖Cϕ‖e = ‖CϕRn + CϕQn‖e ≤ ‖CϕRn‖e ≤ ‖CϕRn‖,
aśı que

‖Cϕ‖e ≤ ĺım
n→∞

‖CϕRn‖.

Para verificar la otra desigualdad, sea V un operador compacto ar-
bitrario actuando en H2. Se tiene que

‖Cϕ − V ‖ ≥ ‖(Cϕ − V )Rn‖ = ‖CϕRn − V Rn‖ ≥ ‖CϕRn‖ − ‖V Rn‖.
Verificaremos que ‖V Rn‖ = ‖(V Rn)∗‖ = ‖RnV ∗‖ → 0 cuando n →

∞ lo cual completará la prueba del Lema.
Sea ǫ > 0 y f ∈ B1 donde B1 denotará de momento la bola unitaria

cerrada de H2, como V ∗ es compacto existe f1, . . . fm, un conjunto finito
de elementos de B1, tal que las bolas de radio ǫ/2 centradas en los V ∗fi
(i = 1, . . . ,m) cubren al conjunto compacto V ∗B1. Como Rn converge
puntualmente a 0 elegimos un n0 ∈ N tal que ‖RnV ∗fi‖ < ǫ si n ≥ n0
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para cada i = 1, . . . ,m. Sea fj tal que ‖V ∗f − V ∗fj‖ < ǫ/2, se tiene
aśı que si n ≥ n0

‖RnV ∗f‖ ≤ ‖RnV ∗f −RnV
∗fj‖ + ‖RnV ∗f‖

≤ ‖Rn‖‖V ∗f − V ∗fj‖ + ‖RnV ∗fj‖ < ǫ.

�

Por el lema anterior

‖Cϕ‖e = ĺım
n→∞

[sup {‖CϕRnf‖ : ‖f‖ ≤ 1}] .

Tomemos pues f en la bola unitaria de H2. Utilizando la identidad de
Littlewood-Paley (Ejercicio 1.12)

‖CϕRnf‖2 = |Rnf ◦ ϕ(0)|2 + 2

∫

D

|(Rnf ◦ ϕ)′(z)|2 log
1

|z|dA(z).

Por el Lema 2.53, el primer término no excede a
∑∞

k=n |ϕ(0)|2k, el
cual tiende a 0 cuando n va a infinito. La fórmula de cambio de variable
del Teorema 1.22 permite escribir el segundo término como

2

∫

ϕ(D)
|(Rnf)′(w)|2


∑

j≥1

log
1

|zj(w)|


 dA(w)

donde {zj(w)} es el conjunto de ceros de ϕ − w. La expresión en el
paréntesis anterior es justamente la función conteo de Nevanlinna Nϕ

evaluada en w. Si fijamos un r ∈ (0, 1) esta integral está dominada por

2 sup
|w|≤r

|(Rnf)′(w)|2
∫

D

Nϕ(w)dA(w)

+2

∫

r≤|z|<1
|(Rnf)′(w)|2Nϕ(w)dA(w).

Usando el Lema 2.53 y otra vez la fórmula de cambio de variable
vemos que el primer sumando esta acotado por

‖f‖2

(
∞∑

k=n

k2r2k−2

)(
2

∫

D

|ϕ′(z)|2 log
1

|z|dA(z)

)

= ‖f‖2

(
∞∑

k=n

k2r2k−2

)
(‖ϕ‖2 − |ϕ(0)|2),

y cuando n→ ∞ esta cota tiende a 0.
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El supremo de la expresión en el segundo sumando, cuando f recorre
la bola unitaria cerrada de H2, está dominado por el correspondiente
supremo de

2

∫

r≤|z|<1
|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w)

cuando f varia sobre el mismo conjunto, pues en el segundo caso el
supremo se toma sobre un conjunto más grande. Acotamos ahora la
expresión anterior por

sup
r≤|z|<1

Nϕ(w)

log(1/|w|)

(
2

∫

D

|f ′(w)|2 log
1

|w|dA(w)

)
.

Aśı pues, como esta desigualdad es cierta para cada r ∈ (0, 1) ten-
emos que

‖Cϕ‖e ≤ ĺım
r→1

(
sup

r≤|z|<1

Nϕ(w)

log(1/|w|)

)
,

y obtenemos aśı el estimado superior de la norma esencial de Cϕ. �

Estimado inferior. Sea Kw el núcleo reproductor en el punto a ∈
D para el espacio de Hardy H2 y sea kw = Kw/‖Kw‖ la correspondiente
función normalizada, esto es:

kw(z) =

√
1 − |w|2
1 − wz

, z ∈ D.

Es inmediato que kw → 0 ultra-débilmente si |w| → 1−. Luego, si Q
es un operador compacto arbitrario en H2 se tiene que ‖Qkw‖ → 0 si
|w| → 1− y por tanto

‖Cϕ −Q‖ ≥ ĺım sup
n→∞

‖(Cϕ −Q)kw‖

= ĺım sup
n→∞

‖Cϕkw‖.

Como ‖Cϕ‖e = ı́nf {‖Cϕ −Q‖ : Q es compacto} tenemos el estimado

(2.3) ‖Cϕ‖2
e ≥ ĺım sup

|w|→1
‖kw ◦ ϕ‖2.

Sea ϕ(0) = a. Como kw(a) → 0 si |w| → 1, se tiene que

(2.4) ĺım sup
|w|→1

‖kw ◦ ϕ‖2 = ĺım sup
|w|→1

‖kw ◦ ϕ− kw(a)‖2.



4. COMPACIDAD EN ESPACIOS DE BERGMAN 51

Nótese que las constantes son ortogonales a kw ◦ ϕ− kw(a). En efecto:

〈kw ◦ ϕ, 1〉 =
1

‖Kw‖
〈Kw, C

∗
ϕK0〉

=
1

‖Kw‖
〈Kw,Kϕ(0)〉

= 〈kw,Ka〉 = kw(a).

Escribimos entonces

(2.5) ‖kw ◦ ϕ− kw(a)‖2 = ‖kw ◦ ϕ− kw(w)‖2 − |kw(w) − kw(a)|2

y ψ = kw ◦ϕ−kw(w). Sea |w| > |a|, entonces ϕ−1(w) = {zj} no contiene
a 0 y los zj son justamente los ceros de ψ. Si

B(z) = Bϕ,w(z) =
∏

j

zj − z

1 − zjz
, z ∈ D,

podemos factorizar ψ = Bh con h ∈ H2 libre de ceros, ‖ψ‖ = ‖h‖ y
tenemos

|ψ(0)|2 = |h(0)|2|B(0)|2 = |〈h, 1〉|2
∏

j

|zj |2

≤ ‖h‖2
∏

j

|zj |2

= ‖ψ‖2
∏

j

|zj |2,

aśı que

‖kw ◦ ϕ− kw(w)‖2 = ‖ψ‖2 ≥ |ψ(0)|2∏
j |zj |2

=
|kw(a) − kw(w)|2∏

j |zj |2
.

Por (2.3), (2.4) y (2.5) obtenemos

‖Cϕ‖2
e ≥ ĺım sup

|w|→1
|kw(w) − kw(a)|2

(
1∏
j |zj |2

− 1

)
.
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Como kw(w) = 1/(1 − |w|2)1/2, kw(a) → 0 si |w| → 1, las desigualdades
ex − 1 ≥ x y log(1/(1 − x)) ≥ x (x ≥ 0) permiten escribir

1∏
j |zj |2

− 1 = exp


∑

j

log
1

1 − (1 − |zj |2)


− 1

≥
∑

j

log
1

1 − (1 − |zj |2)

≥
∑

j

(1 − (1 − |zj |2),

y se tiene que

‖Cϕ‖2
e ≥ ĺım sup

|w|→1

∑
j(1 − |zj |2)
1 − |w|2 = ĺım sup

|w|→1

Nϕ(w)

log(1/|w|) ,

pues 1 − x2 es asintótica a log(1/x2) cuando x→ 1.
�



CAṔıTULO 3

La Norma de Operador de Composición

1. Norma de un operador de Composición

Sea H un espacio de Hilbert y T : H → H un operador lineal acotado.
Recordemos que la norma de T está definida por

‖T ‖ = sup{ ‖T (f)‖ : f ∈ H, ‖f‖ = 1}
= sup{ ‖T ∗(f)‖ : f ∈ H, ‖f‖ = 1}.

Calcular el valor exacto de la norma de un operador de composición
en un espacio de Hilbert funcional anaĺıtico, es un trabajo dif́ıcil; por
ejemplo, en el espacio de Hardy H2(D), la norma de un operador de com-
poisción ha sido calculada sólo en ciertos casos especiales; sin embargo,
es posible estimar adecuadamente la misma.

Lema 3.1. En H2(D) los núcleos reproductivos normalizados {kw}
tienden a cero débilmente cuando |w | → 1−.

Demostración. Sea p un polinomio complejo. SeaM = max{|p(z)| :
z ∈ D}. Entonces

〈
p, kw

〉
=
〈
p,

Kw

‖Kw ‖
〉

=
1

‖Kw‖
〈
p,Kw

〉
=
√

1 − |w|2 p(w);

consecuentemente,

0 ≤ ĺım
|w|→1−

|
〈
p, kw

〉
| ≤ ĺım

|w|→1−
M
√

1 − |w|2 = 0.

Consideremos ahora f ∈ H2(D). Entonces existe una sucesion de
polinomios {pn} tal que ĺım

n→∞
‖pn − f‖ = 0. Luego, dado ε > 0 existe

N tal que ‖pn − f‖ < ε para todo n ≥ N . En consecuencia, para todo
w ∈ D:

|〈 f, kw 〉 − 〈 pn, kw 〉| ≤ ‖f − pn‖ · ‖kw‖ < ε para todo n ≥ N.

53
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Fijemos n0 ≥ N. Entonces, existe δ > 0 tal que 1 − |w| < δ implica
|〈pn0 , kw〉| < ε.

Luego, si 1 − |w| < δ,

|
〈
f, kw

〉
| ≤ |

〈
f − pn0 , kw

〉
| + |

〈
pn0 , kw

〉
| < 2ε

�

Teorema 3.2. Sea ψ : D→ D un automorfismo. Entonces para toda
f ∈ H2(D)

(
1 − |ψ(0)|
1 + |ψ(0)|

)1/2

‖f‖ ≤ ‖Cψf‖ ≤
(

1 + |ψ(0)|
1 − |ψ(0)|

)1/2

‖ f ‖.

Más aun, estas desigualdades son óptimas y

‖Cψ‖ =

(
1 + |ψ(0)|
1 − |ψ(0)|

)1/2

.

Demostración. Como ψ es un automorfismo de D, ψ es una trans-
formación fraccional lineal de la forma

ψ(z) = λ
z + u

1 + ūz

donde |λ| = 1 y |u| < 1.
Sea f un polinomio complejo. Entonces f es acotada en D y por lo

tanto, f ◦ ψ ∈ H∞(D) y su norma en H2 es

‖f ◦ ψ‖2
H2 =

∫ 2π

0
|f(ψ(eiθ))|2 dθ

2π
.

Como ψ es un homeomorfismo suave sobre el ćırculo unitario, podemos
cambiar variables en el ćırculo:

eit = ψ(eiθ) = λ
eiθ + u

1 + ūeiθ

o

eiθ = ψ−1(eit) = λ̄
eit − λu

1 − λueit

de lo cual, al diferenciar y simplificar, se obtiene

eiθdθ =
λeit − λ|u|2eit
(1 − λueit)2

dt.



1. NORMA DE UN OPERADOR DE COMPOSICIÓN 55

Finalmente, tomando módulo tenemos

dθ

2π
=

1 − |u| 2
|1 − λueit| 2

dt

2π
.

Aśı

∫ 2π

0
|f(ψ(eiθ)) |2 dθ

2π
=

∫ 2π

0
|f(eit) | 2 1 − |u| 2

|1 − λueit| 2
dt

2π
.

Observemos ahora que

1 − |u| 2
(1 + |u|) 2

≤ 1 − |u| 2
|1 − λueit| 2

≤ 1 − |u| 2
(1 − |u|) 2

,

luego

∫ 2π

0
|f(eit)|2 1 − |u| 2

(1 + |u|) 2

dθ

2π
≤

∫ 2π

0
|f(eit)| 2 1 − |u| 2

|1 − λueit| 2
dt

2π

≤
∫ 2π

0
|f(eit)|2 1 − |u| 2

(1 − |u|) 2

dθ

2π
,

y como |u| = |ψ(0)|, se concluye que

(
1 − |ψ(0)|
1 + |ψ(0)|

)1/2

‖f‖ ≤ ‖Cψf‖ ≤
(

1 + |ψ(0)|
1 − |ψ(0)|

)1/2

‖ f ‖.

Puesto que los polinomios son densos en H2(D), estas desigualdades son
válidas para todo f en H2(D).

Para mostrar que la desigualdad de la derecha es óptima, recorde-
mos que ∀ w ∈ D : C∗

ψ(kw) = kψ(w). Pongamos u = seiθ y sea {rn} una
sucesión de números reales positivos que converge, de manera creciente,
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a 1. Para cada n ∈ N, definamos wn := rn e
iθ. Entonces

‖C∗
ψ‖2 ≥ ĺım

n→∞

‖Kψ(wn)‖2

‖Kwn‖2

= ĺım
n→∞

1 − |wn| 2
1 − |ψ(wn)| 2

=
1 − |u| 2
1 − |u| 2

=
1 − |ψ(0)| 2
1 − |ψ(0)| 2 .

Esto prueba que la desigualdad de la derecha es óptima y que

‖Cψ‖ =

(
1 + |ψ(0)|
1 − |ψ(0)|

)1/2

.

Nótese ahora que, para toda f ∈ H2(D):

‖f‖ = ‖C−1
ψ Cψf‖ ≤ ‖C−1

ψ ‖ ‖Cψf‖ .

Por lo tanto, al ser |ψ−1(0)| = |ψ(0)|, se tiene

‖Cψf‖ ≥ 1

‖C−1
ψ ‖

‖f‖ =
1

‖Cψ−1‖‖f‖ =

(
1 − |ψ−1(0)|
1 + |ψ−1(0)|

)1/2

‖f‖.

Para mostrar que esta desigualdad también es óptima consideremos
una sucesión {gn} tal que ĺım ‖Cψ gn‖ = ‖C−1

ψ ‖ y definamos fn :=

C−1
ψ gn. Entonces

ĺım ‖Cψ fn‖ = ĺım ‖gn‖ =

(
1 − |ψ(0)|
1 + |ψ(0)|

)1/2

‖f‖.

�

Corolario 3.3. Sea ψ : D→ D una función anaĺıtica, entonces en
H2(D) tenemos

(
1

1 − |ψ(0)|2
)1/2

≤ ‖Cψ‖ ≤
(

1 + |ψ(0)|
1 − |ψ(0)|

)1/2

.(3.1)
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Las estimaciones 3.1, muestran que si ψ(0) = 0 entonces ‖Cψ ‖ = 1,.
La desigualdad inferior es alcanzada cuando ψ es una constante, y la
desigualdad superior cuando ψ es una función interior.

2. Normas de Operadores de Composición y Núcleos
reproductivos

La norma de un operador de composición inducido por una fun-
ción interior fue calculada por E. A. Nordgren en 1968, [82]. C. Cowen
en 1988, [41], dedujo una fómula para el operador de composicón Cψ
cuando ψ(z) = sz + t, donde | s | + | t | ≤ 1. C. Cowen mostró que, en
este caso:

‖Cψ‖ =

(
2

1 + | s | 2 − | t | 2 +
√

(1 − | s | 2 + | t | 2) 2 − 4| t |2

)1/2

.

El problema de calcular la norma de un operador de composición
es que debemos considerar la acción de Cψ, o de C∗

ψ sobre todas las

funciones f ∈ H2(D), de norma 1; por tal razón, preferimos considerar
Cψ, o C∗

ψ, en un subconjunto conveniente de funciones de norma 1, que
nos permitan facilitar los cálculos. Uno de tales conjuntos es la colec-
ción de núcleos reproductivos normalizados. Esto vincula el problema
del cálculo de la norma de un operador de composición con el célebre
problema de los núcleos reproductivos:

¿Qué rol desempeñan los núcleos reproductivos en las propiedades de
un operador que actúa en un espacio de Hilbert funcional?

Sea ψ : D→ D una función anaĺıtica. Definimos:

Sψ = sup{ ‖Cψ kw‖ : w ∈ D, ‖kw‖ = 1}
S∗
ψ = sup{ ‖C∗

ψ kw‖ : w ∈ D, ‖kw‖ = 1}

Es claro que ‖Cψ‖ ≥ S y ‖C∗
ψ‖ ≥ S∗.

Supongamos que ψ : D → D es una función anaĺıtica.
¿Cuándo la norma del operador de composición Cψ es
igual a Sψ o a S∗

ψ?
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El núcleo reproductivo del punto w ∈ D en H2(D) es

Kw(z) =
1

1 − wz
.

Por lo tanto

‖Kw(z) ‖ =

√
1

1 − |w|2 .

y

kw(z) :=
Kw(z)

‖Kw ‖ =

√
1 − |w |2
1 − wz

.

Proposición 3.4. Sea Cψ un operador de composición en el espacio
H2(D). Entonces

S∗
ψ ≤ Sψ

Demostración. Sea w ∈ D. Entonces:

‖C∗
ψkw ‖ =

‖C∗
ψKw ‖
‖Kw‖

=
‖Kψ(w)‖
‖Kw‖

=

√
1 − |w|2√

1 − |ψ(w)|2

=

√
1 − |w|2

√
1 − |ψ(w)|2

1 − |ψ(w)|2
=

√
1 − |w|2

√
1 − |ψ(w)|2 ‖Kψ(w)‖ 2

=
√

1 − |w|2
√

1 − |ψ(w)|2 |〈Kψ(w),Kψ(w)〉|
=

√
1 − |w|2

√
1 − |ψ(w)|2 |〈Kψ(w), C

∗
ψKw〉|

=
√

1 − |w|2
√

1 − |ψ(w)|2 |〈CψKψ(w),Kw〉|
≤

√
1 − |w|2

√
1 − |ψ(w)|2 ‖CψKψ(w)‖ ‖Kw ‖

=
√

1 − |ψ(w)|2 ‖CψKψ(w)‖
= ‖CψKψ(w)‖.

Tomando supremo a ambos lados tenemos

S∗
ψ ≤ Sψ

�
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Teorema 3.5. Supongamos que Cψ es un operador de composicón
compacto en H2(D) y que ψ(0) 6= 0. Entonces

‖Cψ‖ = S∗
ψ

si y sólo si ψ(z) = sz + t para constantes complejas s y t, las cuales
satisfacen | s| + | t| < 1

Demostración. Supongamos que Cψ es compacto, ψ(0) 6= 0 y
‖Cψ‖ = S∗

ψ.

Como kw converge a cero débilmente cuando |w| → 1− y Cψ es
compacto

ĺım
|w|→1−

‖C∗
ψkw‖ = 0

de manera que S∗
ψ es igual ‖C∗

ψkβ ‖ para algún β ∈ D. Luego

‖Cψ ‖ = ‖C∗
ψkβ ‖

=
√

1 − |β|2
√

1 − |ψ(β)|2 |〈CψKψ(β),Kβ〉|
≤

√
1 − |β|2

√
1 − |ψ(β)|2 ‖CψKψ(β)‖ ‖Kβ ‖

=
√

1 − |ψ(β)|2 ‖CψKψ(β)‖
= ‖CψKψ(β)‖
≤ ‖Cψ‖;

en consecuencia, cada desigualdad en la cadena precedente es una igual-
dad. En particular |〈CψKψ(β),Kβ〉| = ‖CψKψ(β)‖ ‖Kβ ‖. Por lo tanto
CψKψ(β) = cKβ para alguna constante c diferente de cero. Esto es

Kψ(β) ◦ ψ = cKβ

Kψ(β)(ψ(z)) = cKβ(z)

1

1 − ψ(β)ψ(z)
= c

1

1 − βz

1 − βz = c (1 − ψ(β)ψ(z))

ψ(β)ψ(z) = (1 − 1

c
) + (

β

c
)z
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Como ‖CψKψ(β)‖ = ‖Cψ‖ ≥ 1√
1 − |ψ(0)|2

y ψ(0) 6= 0 debe ser

ψ(β) 6= 0. En consecuencia ψ(z) = sz + t para algunas constantes s y t
en C.

Como ψ : D→ D , tenemos |ψ(z)| = |sz+ t| < 1. Supongamos t 6= 0,
pongamos s/t = |s/t|eiθ y definamos la sucesión

zn :=
(
1 − 1

n

)
e−iθ.

Entonces ĺım
n→∞

zn = e−iθ y además |zn| = 1 − 1
n < 1 , de manera que

|ψ(zn) | = | szn + t | < 1. Tomando ĺımite se obtiene

|ψ(e−iθ) | ≤ 1.

Pero

|ψ(e−iθ) | = | se−iθ + t |
ψ(e−iθ) | =

∣∣ ∣∣s
t

∣∣eiθ te−iθ + t
∣∣

|ψ(e−iθ) | = | t|
∣∣ ∣∣s
t

∣∣ + 1
∣∣

|ψ(e−iθ) | = |s| + | t |

de aqúı | s |+ | t | ≤ 1. La compacidad de Cψ obliga a que | s |+ | t | < 1.
En efecto:
supongamos que | s | + | t | = 1,

s

t
=
∣∣s
t

∣∣eiθ y consideremos nuevamente

la sucesión zn =
(
1 − 1

n

)
e−iθ. Entonces

|ψ(zn) |2 = | szn + t |2 = | t|2
( ∣∣s
t

∣∣(1 − 1

n

)
+ 1

)2
.

En consecuencia

‖C∗
ψkzn ‖2 =

1−
(
1 − 1

n

)2

1−
(
| s | + | t | − | s |

n

)2

=
1−
(
1 − 1

n

)2

1−
(
|1 − | s |

n

)2

=
n2 − (n− 1)2

n2 − (n− | s | )2 ,
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de lo cual, tomando ĺımite, se obtiene

‖C∗
ψkzn ‖2 → 1

| s |

lo cual es una contradicción.

Supongamos ahora que ψ(z) = sz + t donde | s| + | t| < 1. Debemos
probar que ‖Cψ‖ = S∗

ψ

C. Cowen demostró en [41] que

‖Cψ‖ =

(
2

1 + | s | 2 − | t | 2 +
√

(1 − | s | 2 + | t | 2) 2 − 4| t |2

)1/2

Sea

β =

{
0 s = 0

1−| s | 2−| t | 2−
√

(1−| s | 2−| t | 2)2 − 4| s | 2 | t | 2

2| s || t | ei(arg(t)−arg(s)) s 6= 0

llamemos q = (1 − | s | 2 − | t | 2 ) 2 − 4| t |2| s | 2. Observemos que

q =
(
1 − (| s | − | t | ) 2

) (
1 − (| s | + | t | ) 2

)

de modo que q es positiva (| s | − | t | ≤
∣∣s+ t

∣∣ ≤ | s | + | t | < 1).

Luego, dado s 6= 0

|β | =

(
1 − | s | 2 − | t | 2 −√

q

2| s || t |

)
=

2| s || t |
1 − (| s | 2 + | t | 2) +

√
q
.

Usando el hecho que | s | 2 + | t | 2 ≤ 1 − 2| s | 2| t | 2, tenemos que
β ∈ D.

Por lo tanto,
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‖Cψ‖2 ≥ S∗
ψ

≥ ‖C∗
ψkβ ‖2

=
1 − |β|2

1 − | sβ + t|2 .

=

1 −
(

2|s||t|
1 − (|s|2 + |t|2) +

√
q

)2

1 −
(

2|t|
1 − |s|2 + |t|2 +

√
q

)2

=
1 − |s| 2 + |t| 2 +

√
q

1 − |s| 2 − |t| 2 +
√
q

=
2

1 + |s| 2 − |t| 2 +
√
q

= ‖Cψ‖2,

y en consecuencia
‖Cψ‖ = S∗

ψ

�

De la demostración del teorema anterior se deduce el siguiente re-
sultado.

Corolario 3.6. Supongamos que S∗
ψ = ‖Cψ ‖, que ψ(0) 6= 0, y

que ψ no tiene la forma ψ(z) = sz + t para algunas constantes s, t.
Entonces

S∗
ψ = ĺım sup

|w|→1−
‖C∗

ψ (kw) ‖.

Proposición 3.7. Supongamos que S∗
ψ = ‖Cψ ‖, que ψ(0) 6= 0,

y que ψ no tiene la forma ψ(z) = sz + t para algunas constantes s, t,
entonces

‖Cψ ‖ = ‖Cψ ‖e,
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donde ‖Cψ ‖e, denota la norma esencial de Cψ.

Demostración. SeaQ un operador compacto enH2(D) y sea {wj}
una suceción en el disco con |wj | → 1. Entonces Q∗kwj

w−→ 0 en

H2(D), aśı

‖C∗
ψ −Q∗ ‖ ≥ ĺım

j→∞
‖ (C∗

ψ −Q∗)kwj ‖

= ĺım
j→∞

‖C∗
ψkwj −Q∗kwj ‖

= ĺım
j→∞

‖C∗
ψkwj ‖.

Para cualquier operador compacto Q,

‖Cψ −Q ‖ ≥ ĺım sup
|w|→1−

‖C∗
ψ (kw) ‖.

En consecuencia.

‖Cψ ‖e ≡ ı́nf{‖Cψ −Q ‖ : Q compacto} ≥ ĺım sup
|w|→1−

‖C∗
ψ (kw) ‖.

Finalmente, Por el corolario 3.6 tenemos

‖Cψ ‖ ≥ ‖Cψ ‖e ≥ ĺım sup
|w|→1−

‖C∗
ψ (kw) ‖ = S∗

ψ = ‖Cψ ‖.

�

El hecho de que ‖Cψ ‖ = ‖Cψ ‖e, no garantiza el que S∗
ψ sea igual

a ‖Cψ ‖. Por ejemplo, la función interior (no univalente)

ϕ(z) =

(
1 − 2z

2 − z

)2

satisface ‖Cϕ ‖ = ‖Cϕ ‖e, [98]; sin embargo S∗
ψ < ‖Cψ ‖, [3].





CAṔıTULO 4

Normalidad, Subnormalidad, Hiponormalidad

1. Normalidad, Invertibilidad, Subnormalidad e
Hiponormalidad de Operadores de Composición

En esta sección consideraremos operadores de composición actuando
sobre el espacio H2(D), y discutiremos los siguientes problemas.

¿Bajo qué condiciones es normal (inversible, subnormal) un op-
erador de composición Cφ : H2 → H2.

Caracterización de la Hiponormalidad y de la Subnormalidad
conjunta para n-uplas conmutativas de operadores de com-
posición, (Cφ1 , Cφ2 , ..., Cφn), en términos de los śımbolos φi,
i = 1...n.

Caracterización de Subnormalidad para n-uplas conmutativas,
(C∗

σ1
, C∗

σ2
, ..., C∗

σn), de adjuntos de operadores de composición.

Ya hemos mencionado que dado un espacio de Hilbert H, y oper-
adores A,B ∈ B(H) la expresión: [A,B] , denotará al conmutador de
A,B; es decir, al operador: AB − BA.

Recordemos que un operador T ∈ B(H) se dice normal si [T, T ∗] = 0.

Definición 4.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador S ∈
B(H) se dice subnormal si existe un espacio de Hilbert K que contiene
a H y un operador normal N ∈ B(K) tal que N

∣∣
H

= S. Un operador
T ∈ B(H) se dice ser hiponormal si

(4.1) [T ∗, T ] ≥ 0.

65
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Esta desigualdad puede ser expresada también en forma matricial por
(
I T ∗

T T ∗T

)
≥ 0.

Una caracterización similar (ver [36]) se tiene para operadores sub-
normales, como sigue:

Proposición 4.2 (Bram-Halmos). S ∈ B(H) es un operador sub-
normal si, y sólo si, la matriz




I S∗ S∗2 . . . S∗n

S S∗S S∗2S . . . S∗nS
S2 S∗S2 S∗2S2 . . . S∗nS2

...
...

...
. . .

...
Sn S∗Sn S∗2Snn . . . S∗nSn




≥ 0, (∀ n ≥ 1).

Es claro que todo operador normal es subnormal; por otra
parte, sea S ∈ B(H) un operador subnormal y sea N ∈ B(K) una ex-
tensión normal de S. Entonces, bajo la descomposición K = H⊕H⊥, N
admite una representación matricial

(4.2) N =

(
S T
0 U

)
.

Debido a que N es un operador normal, [N∗, N ] = 0, lo que implica
que S∗S − SS∗ = TT ∗. En consecuencia [S∗, S] ≥ 0; y aśı, cualquier
operador subnormal es hiponormal.

Definición 4.3. Una extensión normal N ∈ B(K), de un operador
subnormal S ∈ B(H), se dice una extensión normal minimal si K no
tiene subconjuntos propios que contienen a H y reducen a N. Equiva-
lentemente, N ∈ B(K) es una extensión normal minimal de S ∈ B(H)
si

K =
∨

{N∗jξ : j ∈ N, ξ ∈ H}.

Observación 4.4 (Ver [36]). (i) Cualquiera dos extensiones nor-
males minimales de un operador subnormal son unitariamente equiva-
lentes; en consecuencia, podemos referirnos a una tal extensión normal
como: La Extensión Normal Minimal.
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(ii) Si N es la extensión normal minimal de un operador subnormal
S, entonces ∂σ(S) ⊆ σ(N) ⊆ σ(S).

Teorema 4.5. Si Cϕ es hiponormal entonces ϕ(0) = 0.

Demostración. Denotemos por 1 : D → C la función definida
como 1(z) := 1 Entonces,

Cϕ(1) = 1(ϕ) = 1

. Aśı 1 es un autovector para Cϕ (para el autovalor λ = 1). La hiponor-
malidad de Cϕ implica que 1 es también un autovector para C∗

ϕ (porque
ker(T ) ⊆ ker(T ∗) para T hiponormal), por lo tanto

Kϕ(0) = C∗
ϕ(K0) = C∗

ϕ(1) = 1 = K0

ya que la correspondencia D ∋ w → Kw es inyectiva, concluimos que
ϕ(0) = 0 �

El siguiente teorema es bien conocido y puede deducirse a partir de
los resultados del Caṕıtulo 2. Los detalles pueden ser vistos en [39].

Teorema 4.6. Si ϕ es una aplicación anaĺıtica del disco en el mis-
mo, entonces sobre Hp con p ≥ 1,

(
1

1 − |ϕ(0)|2
) 1
p

≤ ‖Cϕ‖ ≤
(

1 + |ϕ(0)|
1 − |ϕ(0)|

) 1
p

Corolario 4.7. Si Cϕ : H2 → H2 es hiponormal, entonces ‖Cϕ‖ =
1.

2. Normalidad e Invertibilidad

Definición 4.8. Sea H ⊂ Hol(D,C) un espacio de Hilbert. Un
operador T : H → H, se dice casi-multiplicativo si

T (f1 · f2) = T (f1) · T (f2), siempre que f1, f2 y f1 · f2 ∈ H.
El lector podrá ver una prueba de la siguiente caracterización de un

operador de composición en Hp en [95].
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Lema 4.9. A (6= 0) ∈ B(Hp(D)), p ≥ 1, es un operador de com-
posición si y sólo si A es casi-multiplicativo.

Teorema 4.10 (H. J. Schwartz, Tésis Doctoral 1969 [95]). .
Sea ϕ ∈ Hol(D,D).

1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) C∗

ϕ es un operador de composición.

b) Existe una constante compleja a, de módulo ≤ 1, tal que

ϕ(z) = a z, ∀ z ∈ D.

c) Cϕ es normal.

Demostración.

1. [a⇒ b].
Supongamos que C∗

ϕ = Cψ, para alguna ψ ∈ Hol(D,D). En
consecuencia:

C∗
ϕf(w) = f(ψ(w)) = 〈f,Kψ(w)〉, f ∈ H, w ∈ D.

Recordemos que los núcleos reproductivos del espacio H2 son
funciones en Hol(D,D) de la forma

Kw(z) :=
1

1 − w z
, w (fijo), z ∈ D.

Luego,

Kw(ϕ(z)) = 〈Kw,Kϕ(z)〉
= 〈Kw, C

∗
ϕKz〉

= 〈CϕKw,Kz〉
= (Kw ◦ ϕ)(z)

= (CϕKw)(z)

= (C∗
ψKw)(z)

= Kψ(w)(z)

para todo z, w ∈ D.
Por lo tanto wϕ(z) = ψ(w)z, para todo z, w ∈ D.
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Fijemos un valor de w. Entonces la función ϕ(z)
z , anaĺıtica en

D\{0}, debe ser constante alĺı; en consecuencia, podemos ex-
tenderla anaĺıticamente a todo D, con lo que necesariamente:

ϕ(z) = az.

Finalmente, por el lema de Schwarz se obtiene |a| ≤ 1. La
igualdad ψ = āz es immediata.

[b⇒ a, c].
Pongamos ψ(w) := ā (z). w ∈ D.
Mostraremos, en primer lugar, que C∗

φ = Cψ. Para ello será su-
ficiente verificar que la igualdad se satisface al evaluar los op-
eradores sobre los núcleos reproductivos: en efecto,

Fijemos w ∈ D. Entonces, ∀ z ∈ D :

C∗
ϕKw(z) = Kϕ(w)(z)

=
1

1 − aw z

=
1

1 − w ā z

= Kw(ψ(z))

= CψKw(z).

Luego, C∗
ϕ es un operador de composición.

Para ver que, en este caso, Cϕ es un operador normal, notemos
que si C∗

ϕ = Cψ, entonces

[C∗
ϕ, Cϕ] = [Cψ, Cϕ] = Cψ◦ϕ − Cϕ◦ψ = 0 ,

ya que por (b), ϕ y ψ son lineales, y en consecuencia conmutan.

[c⇒ b].
Si Cϕ es normal entonces, por el teorema 4.5, ϕ(0) = 0; en
consecuencia, la serie de Fourier de ϕ en H2 es de la forma
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ϕ =
∑∞

n=1 an en. Luego, por la identidad de Parseval:

‖C∗
ϕe1 ‖2 =

∞∑

n=0

|〈C∗
ϕe1, en〉| 2

=
∞∑

n=0

|〈e1, ϕn〉| 2.

Pero ϕ(0) = 0, aśı que 〈e1, ϕn〉 = 0 para n ≥ 2. Por lo tanto,

‖C∗
ϕe1‖2 = | a1|2.

Por otro lado,

‖Cϕ(e1) ‖2 = ‖ϕ ‖2 =
∞∑

n=1

| an |2.

De manera que siendo [C∗
ϕ, Cϕ] = 0, debe tenerse

| a1 |2 =
∞∑

n=1

| an |2.

En consecuencia, an = 0 para n ≥ 2 y ψ(z) = a1 z.

�

Teorema 4.11. Cψ es inversible si y solo si ψ es un automorfismo

del disco. En este caso C−1
ψ = Cψ−1

Demostración. [⇒ ]:
Supongamos que Cψ es inversible, es decir, existe un operador A ∈
H2(D), tal que ACψ = CψA = I.

Mostraremos, en primer lugar, que A es casi-multiplicativo:

Sean f1, f2 ∈ H2(D) tales que f1 · f2 ∈ H2(D). Como Cψ es sobreyec-
tiva, existen g1, g2 ∈ H2(D) tales que Cψg1 = f1 y Cψg2 = f2. Luego

Cψ g1 · g2 = Cψg1 · Cψg2 = f1 · f2.

Invocado de nuevo la sobreyectividad de Cϕ, tenemos que existe h ∈
H2(D) tal que Cψh = f1 · f2. Ahora bien, las funciones g1 · g2, h son
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anaĺıticas en D, y coinciden el el abierto ψ(D). Por el principio de uni-
cidad para funciones anaĺıticas concluimos que g1 · g2 = h en D. En
consecuencia, g1 · g2 ∈ H2(D) y además

Af1 · f2 = ACψg1 ·ACψg2
= ACψg1 · g2
= g1 · g2
= Af1 ·Af2.

Luego,A es casi-conmutativa y por el lema 4.9, exite un θ tal queA = Cθ.
A es la inversa de Cψ, aśı que ,

CθCψ = CψCθ = I = Ie1

de este modo ψθ = θψ = e1. Esto implica que que ψ es un automorfismo
del disco y θ = ψ−1.

[⇐ ]. Evidente.
�

3. Subnormalidad e Hiponormalidad

En [41], C.C. Cowen caracterizó los operadores de composición hi-
ponormales, con śımbolo fraccional lineal. En la sección 4, usaremos
estos resultados y exhibiremos una caracterización de la hiponormali-
dad conjunta para n-uplas conmutativas de operadores de composición.
Mostraremos, como estos resultados se conectan de manera natural con
la teoŕıa de semigrupos (fuertemente continuos) de operadores subnor-
males. En la sección 4.1, usando técnicas similares y un Teorema de C.C.
Cowen y T. Kriete [38], mostraremos condiciones necesarias para que
una n-upla de adjuntos de operadores de composición que conmutan sea
subnormal.

En lo que sigue mencionamos algunos resultados bien conocidos ac-
erca de los operadores de composición que actúan sobre H2, que están
cercanamente relacionados con este trabajo. Las principales referencias
son [41],[39],[38],[95] y [96].

Definición 4.12. Sea ϕ : D → D anaĺıtica. Un punto α ∈ D es
llamado un punto fijo para ϕ si

ĺım
r→1−

ϕ(rz)



72 4. PROPIEDADES ESPACIALES

Si ϕ ∈ Hol(D,D), entonces usando el Lema de Schwarz se puede pro-
bar que, a excepción de que ϕ sea la identidad, existe al menos un punto
fijo para ϕ, en D. Por otro lado, si ‖ϕ‖∞ < 1 entonces una aplicación
directa del Teorema de Rouché implica que ϕ tiene un punto fijo en D.

Teorema 4.13. Si ϕ ∈ Hol(D) no es la aplicación identidad ni un
automorfismo eĺıptico de D entonces existe un punto α en D tal que los it-
erados ϕn de ϕ convergen uniformemente sobre subconjuntos compactos
de D.

Si ϕ es la aplicación identidad o es un automorfismo eĺıptico de D
entonces el Teorema anterior es equivalente al hecho de que existe un
único punto fijo α ∈ D tal que ϕ′(α) ≤ 1. Este resultado es parte del
aśı llamado Teorema Grande de Iteración. Detalles pueden ser encon-
trados en [96]. El punto fijo referido anteriormente es conocido como el
punto Denjoy-Wolff, ver [39].

El siguiente Teorema, que caracteriza la subnormalidad de oper-
adores de composición para una clase particular de śımbolos, pone de
manifiesto el rol determinante que juega el punto de Denjoy-Wolff en
relación a las propiedades espaciales de los operadores de composición.

Teorema 4.14 (Cowen-Kriete, 1988). . Sea σ ∈ Hol(D) no con-
stante y supongamos que C∗

ϕ es subnormal y no normal. Entonces el pun-
to de Denjoy-Wolff, c de σ, satisface |c| = 1 y ĺımρ→1− σ

′(ρc) := s < 1.
Más aún, si σ es anaĺıtica en una vecindad de c, entonces C∗

ϕ es sub-
normal si y solo si

σ = σr,s(z) :=
(r + s)z + (1 − s)c

r(1 − s)cz + (1 + sr)

para algún 0 ≤ r ≤ 1 y 0 < s < 1; aqúı s = σ(c)

Sea ϕ una aplicación fraccional lineal y supongamos que Cϕ : H2 →
H2 es hiponormal y no es normal. Por el Teorema 4.5, ϕ debe ser de la
forma

(4.3) ϕ(z) =
z

uz + v
, con u 6= 0.

Como ϕ es anaĺıtica, debe tenerse que |v|/|u| > 1. Es fácil mostrar,
por otro lado, que, ϕ : D → D si y sólo si |v| ≥ 1 + |u|. El próximo
Teorema, debido a C. Cowen ([41]), caracteriza la hiponormalidad para
operadores de composición cuyos śımbolos son auto aplicaciones frac-
cionales lineales de D. La prueba se basa en una fórmula encontrada
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por C. Cowen para el adjunto de cualquier operador de composición con
śımbolo fraccional lineal. En particular, si ϕ es como en 4.3, y H2

0 es el
subespacio

zH2 = {f ∈ H2 : f(0) = 0},
C. Cowen mostró que

Cϕ|H2
0

∼= kC∗
σr,s

para algún (r, s) ∈ [0, 1] × (0, 1) y una cierta constante k.
El siguiente teorema caracteriza a los operadores de composición

hiponormales, cuyo śımbolo es una transformación fraccional lineal. Una
prueba del mismo puede hallarse en [41].

Teorema 4.15. Sea u 6= 0, |v| ≥ 1 + |u|, y ϕ(z) :=
z

uz + v
.

Entonces las siguientes propociones son equivalentes:

1. Cϕ es subnormal;
2. Cϕ es hiponormal;
3. v > 1 y |u| = v − 1.

4. Subnormalidad e Hiponormalidad Conjunta

En esta sección consideraremos el problema de determinar cuándo
una n-upla conmutativa de operadores de composición con śımbolo frac-
cional lineal, es (conjuntamente) hiponormal.

Definición 4.16. Sea S = (S1, . . . , Sn) una n-upla conmutativa de
operadores en B(H).S se dice (conjuntamente) subnormal si existen op-
eradores normales N1, N2, . . . , Nn, que conmutan entre si, y que actuan
sobre algún espacio de Hilbert K ⊃ H, tal que NjH ⊂ H y Nj

∣∣
H

= Sj
para todo j = 1, 2, . . . , n.

Una n-upla conmutativa T = (T1, . . . , Tn) de operadores en B(H) se
dice (conjuntamente) hiponormal si la matriz operador

(4.4) [T∗,T] :=




[T ∗
1 , T1] [T ∗

2 , T1] . . . [T ∗
n , T1]

[T ∗
1 , T2] [T ∗

2 , T2] . . . [T ∗
n , T2]

...
...

. . .
...

[T ∗
1 , Tn] [T ∗

2 , Tn] . . . [T ∗
n , Tn]


 ≥ 0.

Recordamos al lector, que si A,B,C son operadores, y A es in-
versible, entonces la matriz operador 2 × 2
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(4.5)

(
A B
B∗ C

)
≥ 0 ⇐⇒

{
A ≥ 0

C ≥ B∗A−1B.

Aśı, la condición expresada por (4.4) puede escribirse como:
Una n-upla conmutativa T = (T1, . . . , Tn), de operadores que con-

mutan en B(H) es hiponormal si y sólo si



I T ∗
1 . . . T ∗

n

T1 T ∗
1 T1 . . . T ∗

nT1

T2 T ∗
1 T2 . . . T ∗

nT2
...

...
. . .

...
Tn T ∗

nTn . . . T ∗
nTn




≥ 0.

Evidentemente, la subnormalidad conjunta de n-uplas conmutativas de
operadores implica la hiponormalidad conjunta, tal y como ocurre para
el caso n = 1.

Proposición 4.17 ([43], Lema 1.4). Sea T = (T1, T2) un par con-
mutativo de operadores en H. Entonces T es hiponormal si y solo si

1. T1 es hiponormal,
2. T2 es hiponormal y
3. |〈[T ∗

2 , T1]y, x〉|2 ≤ 〈[T ∗
1 , T1]x, x〉〈[T ∗

2 , T2]y, y〉, para todo x, y ∈
H.

Observación 4.18.

1. Si una n-upla S es subnormal (respectivamente hiponormal)
entonces cualquier sub-upla de S es también subnormal (re-
spectivamente hiponormal).

2. Si N,S ∈ B(H) con N normal y S subnormal (respectivamente
hiponormal), entonces (S,N) es (conjuntamente) subnormal
(respectivamente hiponormal) . (La subnormalidad es una con-
secuencia del Teorema 8 en [22], mientras que la hiponormali-
dad conjunta se sigue del Teorema de Flugede y de la Proposi-
ción 4.17 anterior).

3. La hiponormalidad conjunta y la subnormalidad conjunta son
preservadas bajo equivalencia unitaria.

4. [Inclusión Espectral] Si S = (S1, S2) ∈ B(H×H) es sub-
normal y N ≡ (N1, N2) ∈ B(K ×K) es la extensión normal
minimal de S, con K ⊃ H, entonces

(4.6) σT (N,K) ⊆ σT (S,H),
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donde σT denota el espectro de Taylor [76]. Para propiedades
adicionales, el lector es referido a [76] y [42].

Si Cϕ es hiponormal sobre H2, entonces el Teorema 4.15 implica que
cada ϕi (i = 1, . . . , n) debe ser de la forma

(4.7) ϕu ≡ z

uz + (|u| + 1)
, con |u| > 0.

Lema 4.19. [Cϕu , Cϕv ] = 0 si y sólo si Arg(u) = Arg(v).

Demostración. Como CϕuCϕv = Cϕu ◦ϕv , es suficiente mostrar
que ϕu ◦ ϕv = ϕv ◦ ϕu si y solo si Arg(u) = Arg(v).

Usando la representación matricial para una aplicación fraccional
lineal, la ecuación ϕu ◦ ϕv = ϕv ◦ ϕu es equivalente a

(
1 0
u 1 + |u|

)(
1 0
v 1 + |v|

)
=

(
1 0
v 1 + |v|

)(
1 0
u 1 + |u|

)

la cual, a su vez, es equivalente a que u + v(1 + |u|) = v + u(1 + |v|).
Desarrollando esta identidad y simplificando obtenemos u|v| = v|u|. �

Sea (Cϕu , Cϕv) un par conmutativo de operadores de composición
que actuan sobre H2. Por el Lema 4.19 debemos tener que v = λu para
algún número real λ > 0. Sea τ(z) := eiθz, donde θ := Arg(u). Entonces
Cτ es un operador unitario (Teoremas 4.10, y 4.11) y

C−1
τ CϕuCτ = Cϕ|u|

.

Concluimos que el par (Cϕu , Cϕv) es unitariamente equivalente a un
par (Cϕa , Cϕb) con a, b > 0. Aśı, para nuestro propósito, será suficiente
considerar pares (Cϕa , Cϕb) con a, b > 0.

Por otra parte, es fácil constatar que para todo n ∈ N,
(ϕa)n = ϕ(1+a)n−1,

lo cual implica que el conjunto

{Cnϕa}n∈N

es un semigrupo discreto de operadores de composición subnormales.
Como hicimos notar en el Capitulo 4, definiendo para λ ≥ 0,

(4.8) (ϕa)λ := ϕ(1+a)λ−1 ((ϕa)0 = I),

y colocando

(4.9) Cλϕa := C(ϕa)λ ,
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puede probarse que el conjunto

(4.10) {Cλϕa}λ≥0,

es un semigrupo fuertemente continuo de operadores de composición
(más sobre semigrupos de operadores de composición puede verse en [7]
y [105]).

Como cada C(ϕa)λ es subnormal, un resultado de T. Ito [65] asegura
que el semigrupo (4.10) es subnormal (es decir, puede ser extendido a un
semigrupo fuertemente continuo de operadores normales que conmutan)
y por lo tanto cualquier par conmutativo (Cϕu , Cϕv), es (conjuntamente)
subnormal.

Teorema 4.20. Sea Φ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) una n-upla conmutati-
va de auto-aplicaciones fraccionales lineales de D, ninguna una de ellas
teniendo a ∞ como un punto fijo. Sea CΦ := (Cϕ1 , . . . , Cϕ1). Las sigu-
ientes proposiciones son equivalentes

(a) Cϕk es hiponormal para algún k;
(b) CΦ es (conjuntamente) subnormal;
(c) CΦ es (conjuntamente) hiponormal;
(d) existen números reales positivos λ1, λ2, . . . , λn, tal que
CΦ

∼= (Cψ
λ1 , Cψ

λ2 , . . . , Cψ
λn), donde ψ ≡ z

z+2 .

Demostración. En virtud de la discusión anterior es suficiente
mostrar que (a) ⇒ (b).

Supongamos Cϕk es hiponormal para algún k. Entonces, por el Teo-
rema 4.15,

ϕk = ϕu ≡ z

uz + (|u| + 1)
.

Sea j 6= k. Por hipótesis ϕj ≡ z+bj
cjz+dj

con cj 6= 0. Aśı,

[Cϕk , Cϕj ] = 0 ⇐⇒ ϕk ◦ ϕj = ϕj ◦ ϕk

⇐⇒
(

1 0
u 1 + |u|

)(
1 bj
cj dj

)
=

(
1 bj
cj dj

)(
1 0
u 1 + |u|

)

⇐⇒
{
bju = 0

dju = u+ |u|cj .
Aśı

[Cϕk , Cϕj ] = 0 ⇐⇒ ϕj ≡
z

cjz + dj
,
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con |dj | ≥ 1 + |cj | (ya que ϕj : D → D), y dju = u + |u|cj . Concluimos
que

|dj − 1| = |cj | ≤ |dj | − 1,

y por lo tanto |dj | = |cj | + 1.
Luego, por el Teorema 4.15, Cϕi es subnormal para todo i =

1, 2, . . . , n. La implicación es entonces consecuencia de las considera-
ciones previas al Teorema. �

4.1. n-uplas de Adjuntos de Operadores de Composición.
En esta sección trataremos el problema e determinar cuando una n-upla
conmutativa(C∗

σ1
, . . . , C∗

σn) de operadores de composición es (conjun-
tamente) subnormal. Por simplicidad estudiaremos solamente pares de
tales operadores. Aśı mismo, la clase de śımbolos σ será restringida a la
ya mencionada en el Teorema 4.14; a saber, śımbolos de la forma

(4.11) σ ≡ σr,s(z) :=
(r + s)z + (1 − s)c

r(1 − s)cz + (1 + sr)

donde 0 ≤ r ≤ 1, 0 < s < 1, y c es una constante de módulo 1; i.e., c
es punto (de Denjoy-Wolff) fijo de σ, el cual satisface σ′(c) = s.

Primero necesitamos un lema similar al Lema 4.19.
En lo que sigue usaremos la siguiente notación:
Si σ : D → D es una aplicación fraccional lineal, entonces deno-

taremos por M(σ) a la matriz asociada (cf. la prueba del Lema 4.19).
Recordemos que una matriz M(σ) representa, en realidad, una clase de
equivalencia, ya que M(σ) y λM(σ) representan la misma aplicación
fraccional lineal (σ), para cualquier número real λ.

Lema 4.21.
(i) Si σr1,s1 y σr2,s2 conmutan entonces r1 = r2.
(ii) σr,s1 y σr,s2 conmutan si y solo si
r(c1c̄2 − c̄1c2) = 0 y (1 − r)(c1 − c2) = 0.

Demostración. Usando la representación matricial del śımbolo σr,s
tenemos:

M := M(σr1,s1 ◦ σr2,s2 − σr2,s2 ◦ σr1,s1)

= (1 − s1)(1 − s2)

(
r2c1c̄2 − r1c2c̄1 c1(1 − r2) − c2(1 − r1)

r2c̄2 + r1((1 − r2)c̄1 − r2c̄2) r1c2c̄1 − r2c1c̄2

)

= M(τ),
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donde

τ(z) :=
(r2c1c̄2 − r1c2c̄1)z + c1(1 − r2) − c2(1 − r1)

(r2c̄2 + r1((1 − r2)c̄1 − r2c̄2))z + (r1c2c̄1 − r2c1c̄2)
.

Haciendo la entrada M11 = 0 obtenemos (i).
Por otro lado, si r1 = r2 = r entonces

M =

(
r(c1c̄2 − c2c̄1) (c1 − c2)(1 − r)
r(1 − r)(c2 − c1) r(c2c̄1 − c1c̄2)

)
.

De acá (ii) se sigue fácilmente. �

Observaciones 4.22. Sea B un espacio de Banach y sea {Tt}t≥0 ⊂
B(B) un semigrupo fuertemente continuo. El semigrupo adjunto {T ∗

t }t≥0

(formado por todos los adjuntos T ∗
t sobre el espacio dual B∗) no es, en

general, fuertemente continuo (ver [47] p. 43); sin embargo, es fácil ver
que este es débil−∗ continuo. Por otro lado, un semigrupo {Tt}t≥0 ⊂
B(B) es fuertemente continuo si y sólo si este es débilmente continuo
([47]).

Lema 4.23. Todo semigrupo {σt}t≥0 ⊂ Hol(D), induce un semi-
grupo adjunto, fuertemente continuo, de operadores de composición, so-
bre Hp, 0 < p <∞.

Demostración. Esta es una consecuencia inmediata del Teorema
3.4 en [7] (Todo semigrupo de operadores de composición sobre Hp es
fuertemente continuo) y las observaciones 4.22. �

Lema 4.24. Sea 0 ≤ r ≤ 1, 0 < s < 1, y sea θ ∈ R fijo. Entonces
el semigrupo discreto {C∗n

σr,s}n∈N puede ser extendido a un semigrupo

fuertemente continuo, con parámetro en [0,∞).

Demostración. Para λ ≥ 0, definamos

σλ(z) :=
(r + sλ)z + (1 − sλ)eiθ

r(1 − sλ)e−iθz + (1 + rsλ)
.
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Entonces

Mλ := M(σλ) =

(
r + sλ (1 − sλ)eiθ

r(1 − sλ)e−iθ (1 + rsλ)

)
,

Mo = IA(D), y

M(σλ)M(σµ) = (1 + r)

(
(r + sλ+µ) (1 − sλ+µ)eiθ

r(1 − sλ+µ)e−iθ (1 + rsλ+µ)

)

= M(σλ+µ).

Aśı, podemos definir

C∗λ
σr,s := C∗

σλr,s
(para todo λ ≥ 0).

La continuidad fuerte de {C∗λ
σr,s}λ≥0 es consecuencia del Lema 4.23. �

Lema 4.25. Sea S ∈ B(H) un operador subnormal inversible. En-
tonces S−1 es subnormal y (S, S−1) es conjuntamente subnormal.

Demostración. SeatN la extensión normal minimal (e.n.m.) de S.
Entonces por inclusión espectral, σ(N) ⊆ σ(S), Luego N es inversible.
Pongamos

N :=

(
S A
0 B

)
y N−1 :=

(
R U
V X

)
,

entonces N−1N = I implica V S = 0 y RS = I. Por lo tanto, N−1
∣∣
H

=

S−1 y es fácil verificar que (N,N−1) es la e.n.m. de (S, S−1). �

Lema 4.26 (c.f. Teorema 2.8 en [20]). Cϕa
∣∣
H2

0
= sMzC

∗
σaM 1

z
, donde

σa(z) := sz + s − 1 con s := 1
1+a . (Mu denota al operador (∈ L(H2))

de multiplicación por una función u ∈ Hol(D)).

Demostración. Dada f ∈ H2
0 , pongamos f̃ := M 1

z
f. Entonces,

para n = 0, 1, 2, . . . , se tiene
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〈C∗
ϕaf, z

n〉 = 〈f, Cϕa(zn)〉 = 〈f, ϕna〉

=
1

2π

∫ 2π

0
f(eiθ)ϕa(eiθ)

n
dθ

=
1

2πi

∫

∂D

f(ξ)

[
sξ

1 + (1 − s)ξ

]n
dξ

ξ

=
sn

2π

∫

∂D

f̃(ξ)

[ξ + (1 − s)]n
dξ

=
sn

(n− 1)!
f̃ (n−1)(s− 1)

=
s

(n− 1)!
(f̃ ◦ σa)(n−1)(0).

(4.12)

Por lo tanto

〈C∗
ϕaf, z

n〉 = s〈f̃ ◦ σa, zn−1〉
= s〈CσaM 1

z
f, zn−1〉

= s〈MzCσaM 1
z
f, zn〉.

(4.13)

Como f y n son arbitrarios, el lema queda demostrado. �

Teorema 4.27. Sea σ1, σ2 como en (4.11), y supongamos que σ1 ◦
σ2 = σ2 ◦ σ1. Entonces (C∗

σ1
, C∗

σ2
) es subnormal.

Demostración. Por el Lema 4.21, σ1 = σr,s1 y σ2 = σr,s2 . En
este caso tenemos σ1 ◦ σ2 = σ2 ◦ σ1 si y sólo si r(c1c̄2 − c2c̄1) = 0 y
(1− r)(c1 − c2) = 0, aśı que sólo necesitaremos considerar los siguientes
tres casos:

[Caso 1: r = 0]. Aqúı

σ1(z) = s1z + (1 − s1)c y σ2(z) = s2z + (1 − s2)c.

Por tanto
(C∗

σ1
, C∗

σ2
) ∼= (Cϕa

∣∣
H2

0
, Cϕb |H2

0
)

donde a, b > 0 y ϕa, ϕb son como en (4.7).

El Lema 4.26 implica que, en este caso, (C∗
σ1
, C∗

σ2
) es subnormal.
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[Caso 2: r 6= 0, c1 = c2]. Aqúı

(C∗
σ1
, C∗

σ2
) = (C∗

σ1
, C∗

σ1

λ), con λ =
log(s2)

log(s1)
.

El resultado es una consecuencia del Lema 4.24 y del Teorema de Ito,
[65].

[Caso 3: r = 1, c1 = −c2]. Aqúı

σ1(z) =
(1 + s1)z + (1 − s1)c

(1 − s1)c̄z + (1 + s1)
y σ2(z) =

(1 + s2)z − (1 − s2)c

−(1 − s2)c̄z + (1 + s2)
.

Nótese que si r = 1, σr,s es un automorfismo de D. Más aún
(

(1 − s) (1 − s)c
(1 − s)c̄ (1 + s)

)−1

=

(
(1 − s) −(1 − s)c

−(1 − s)c̄ (1 + s)

)
.

Por tanto, si λ =
log(s2)

log(s1)
,

(C∗
σ1
, C∗

σ2
) = (C∗

σ1
, (C∗

σ1

λ)−1) = (C∗
σ1
, (C∗

σ1

−1)λ) = (C∗
σ1
, (C∗

σ−1
1

)λ)

El resultado es consecuencia del Lema 4.25, ya que en este caso, si N es
la e.n.m. de C∗

σ1
, entonces (N−1)λ es una extensión normal de (C∗

σ1

−1)λ

que conmuta con N.
�





CAṔıTULO 5

Propiedades espectrales y problemas

relacionados.

Una vez clarificada la acotación de un operador y estudiada su com-
pacidad se plantean naturalmente diversas cuestiones: ¿cuál es su nor-
ma?, ¿cómo es el operador adjunto?, ¿es el operador considerado uni-
tario, auto-adjunto, normal, etc?, ¿cuál es su espectro? y en general
cada una de las cuestiones clásicas que permitan clasificar y describir el
operador considerado.

En el caso de un operador de composición las respuestas a estas
cuestiones debeŕıan de darse en términos del śımbolo que lo induce.
Este programa está lejos de haber sido completado, aún en el caso de
los espacios clásicos de funciones anaĺıticas en el disco, y las respuestas
parciales a estas cuestiones se suceden casi continuamente en el área.

Particularmente el estudio de las propiedades espectrales de los oper-
adores de composición es un aspecto en el que, a pesar de los numerosos
resultados obtenidos, respuestas definitivas están lejos de ser alcanzadas.
La identificación del espectro de Cϕ y la clasificación de sus partes, aún
en el caso del espacio de Hardy, no es aún completa. Las ideas claves en
la identificación del espectro son que éste está asociado a la localización
de los puntos fijos de ϕ y a la posibilidad de “representar” śımbolos
arbitrarios ϕ usando transformaciones lineales fraccionarias. Para una
revisión de los resultados conocidos el lector puede consultar [39, Ch.
7].

En lugar de repetir la inmejorable presentación de esta monograf́ıa,
en este Caṕıtulo presentamos resultados relacionados que forman parte
del trabajo de investigación de los autores [25] en el contexto de oper-
adores de composición en el espacio de Dirichlet que nos parece describen
y ejemplifican algunas técnicas en el área.

83
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1. Introducción

En un art́ıculo de 1988 (cf. [41]), C. Cowen encontró una fórmula
que expresa el adjunto del operador de composición Cϕ inducido, en el
espacio de Hardy, por una transformación lineal fraccionaria del disco
unitario en śı mismo, como un producto de operadores de Toeplitz y
otro operador de composición inducido por una transformación lineal
fraccionaria. En [64] P. Hurst obtiene una expresión análoga para el
adjunto de Cϕ actuando en A2

α(D), un espacio ponderado tipo Bergman.
Recientemente, en [50] E. Gallardo y A. Montes obtienen una fórmu-

la para el adjunto del operador de composición inducido por una trans-
formación lineal fraccionaria, actuando en el clásico espacio de Dirichlet,
en términos de otro operador de composición inducido por otro śımbolo
linear fraccionario mas un operador de rango dos.

En lo que sigue presentamos algunos resultados en relación con
propiedades de los operadores de composición inducidos en el espacio
de Dirichlet por transformaciones lineales fraccionarias del disco uni-
tario. En la Sección 2 usamos la fórmula de E. Gallardo y A. Montes
para caracterizar los operadores de composición esencialmente normales
inducidos en el espacio de Dirichlet, por transformaciones lineales frac-
cionarias. En la Sección 3 obtenemos condiciones sobre los śımbolos ϕ y
ψ, dos transformaciones lineales fraccionarias del disco, para las cuales
los operadores CϕC

∗
ψ ó el operador C∗

ψCϕ sean compactos. Finalmente
en la Sección 4 investigamos la “forma” del rango numérico de los oper-
adores de composición inducidos en el espacio de Dirichlet por transfor-
maciones lineales fraccionarias.

2. Operadores de composición esencialmente normales

Recordemos que el objetivo general en el estudio de los operadores
de composición es entender cómo las propiedades de los operadores de
composición se relacionan con el comportamiento de la aplicación que
los induce. En esta dirección, en [18] se caracterizan los operadores de
composición esencialmente normales inducidos en el espacio de Hardy
H2 por transformaciones lineales fraccionarias ϕ en Hol(D).

Recordemos que un operador T en un espacio de Hilbert se dice nor-
mal si TT ∗ = T ∗T , y esencialmente normal si T ∗T − TT ∗ es compacto.
Los operadores compactos y los operadores normales son trivialmente
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esencialmente normales, aśı que diremos que un operador es no triv-
ialmente esencialmente normal si es esencialmente normal, pero no es
normal ni compacto.

Para dos operadores acotados A y B en un espacio de Hilbert, us-
aremos la notación

[A,B] := AB −BA,

para designar el commutador de A y B; en particular A es esencialmente
normal si y sólo si [A∗, A] es compacto.

El resultado principal en [18] es: Un operador de composición in-
ducido en H2 por una transformación fraccional lineal que aplique el
disco unitario en śı mismo es no trivialmente esencialmente normal si y
sólo si esta transformación es parabólica y no es un automorfismo. Las
pruebas en [18] están basadas en la fórmula del adjunto de Cowen.

En [74] R. Wier y B. MacCluer estudian la cuestión análoga en el
contexto del espacio de Bergman. Ellas obtienen que los operadores de
composición esencialmente normales inducidos por transformaciones lin-
eales fraccionales en el espacio de Bergman son exactamente los mismos
que en el espacio de Hardy: los no triviales son precisamente aquellos
cuyo śımbolo es una transformación lineal fraccionaria parabólica que no
sea un automorfismo del disco. La expresión generalizada de [64] para el
adjunto de Cϕ actuando en A2

α(D) es el elemento crucial en su trabajo.
En lo que sigue, estudiamos la siguiente cuestión: ¿Cuáles operadores

de composición Cϕ inducidos en D por una transformación fraccional
lineal ϕ del disco unitario, son no trivialmente esencialmente normales?
Seguimos la misma idea de las pruebas en [18] y usamos resultados del
reciente art́ıculo de E. Gallardo-Gutiérrez y A. Montes-Rodŕıguez [50],
y las ideas en [61] a fin de obtener el siguiente resultado:

Teorema Principal. Un operador de composición Cϕ inducido en
D por una transformación fraccional lineal ϕ en Hol(D) es no trivial-
mente esencialmente normal si y sólo si ϕ no es una transformación
hiperbólica, que no sea automorfismo con un punto fijo en ∂D.

A fin de probar nuestro resultado recordemos algunos hechos bien
conocidos sobre transformaciones lineales fraccionarias. Si a, b, c y d son
números complejos con ad − bc 6= 0, entonces la transformación lineal
fraccionaria

ϕ(z) =
az + b

cz + d
,
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es una aplicación uno a uno del plano complejo extendido Ĉ sobre śı mis-
mo. De hecho, definimos ϕ(∞) = a/c, y ϕ(−d/c) = ∞ si c 6= 0, con
ϕ(∞) = ∞ si c = 0.

Una transformación fraccional lineal, distinta a la identidad, tiene
uno o dos puntos fijos en el plano complejo extendido. Dos transfor-
maciones lineales fraccionales ϕ y ψ se dicen conjugadas si existe otra
transformación fraccional lineal T tal que ϕ = T−1 ◦ ψ ◦ T .

Si ϕ tiene sólo un punto fijo α, es llamado parabólico y es conjugado
bajo Tz = 1/(z − α) a ψ(z) = z + τ con τ 6= 0. Observe que la derivada
en el punto fijo es 1.

Si ϕ tiene dos puntos distintos fijos α y β, entonces ϕ es conjugado
bajo Tz = (z−α)/(z− β) a ψ(z) = µz. En este caso, la transformación
fraccional lineal es llamada eĺıptica si |µ| = 1; hiperbólica si µ > 0 y
loxodrómica en otro caso (ver [96] para más detalles). No es dif́ıcil probar
que la derivada en los puntos fijos satisface ϕ′(α) = 1/ϕ′(β).

Es fácil ver que si ϕ es parabólica, entonces la sucesión {ϕn(z)} con-
verge para cada z ∈ D, uniformemente sobre subconjuntos compactos,
al punto fijo α. En este caso, decimos que α es un punto fijo atractor ; si
ϕ es hiperbólica or loxodrómica, sus puntos fijos son, uno atractor y el
otro repulsor. Cuando ϕ es eĺıptica, sus puntos fijos no son atractores,
ni repulsores. Para ϕ loxodrómica o hiperbólica el punto fijo atractor de
ϕ es aquel para el cual el módulo de la derivada es estrictamente menor
que uno.

Adicionalmente, cuando exigimos la condición que ϕ(D) ⊂ D, obten-
emos restricciones sobre la localización de los puntos fijos de ϕ como
sigue:

Proposición 5.1. (Ver [96, p. 5]) Si ϕ es una transformación frac-
cional lineal con ϕ(D) ⊂ D entonces:

1. Si ϕ es parabólica, sus puntos fijos están en ∂D.
2. Si ϕ es hiperbólica, el punto atractor está en D y el otro punto

fijo fuera de D. Ambos puntos fijos están en ∂D si y sólo si ϕ
es un automorfismo de D.

3. Si ϕ es loxodrómica o eĺıptica, un punto fijo está en D y el otro
punto fijo fuera de D. Las eĺıpticas siempre son automorfismos
de D. El punto fijo en D para las loxodrómicas es atractor.

Como nosotros estamos interesados acá solamente en operadores no
compactos, consideraremos únicamente ϕ transformaciones lineales frac-
cionales con ‖ϕ‖∞ = 1; esto es con sup

z∈D

|ϕ(z)| = 1. De hecho, si ‖ϕ‖∞ < 1
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es fácil ver que Cϕ es un operador de Hilbert-Schmidt (cf. Ejercicio 2.36)
y por tanto compacto.

Hagamos otra reducción. Siguiendo [61] (cf. también [50] y [51]
donde la idea de [61] es usada) consideremos D0, el espacio de las fun-
ciones en el espacio de Dirichlet D que se anulan en el origen. Como las
funciones constantes son invariantes para cualquier operador de com-
posición, el operador Cϕ actuando en D es de la forma

Cϕ =

(
1 X

0 C̃ϕ

)
:

(
D ⊖D0

D0

)
7→
(
D ⊖D0

D0

)
,

donde C̃ϕ es la compresión de Cϕ a D0, es decir C̃ϕ = PD0Cϕ|D0 , con
PD0 la proyección ortogonal sobre D0.

Es fácil ver que Cϕ es esencialmente normal si y sólo si C̃ϕ es es-
encialmente normal. Aśı, para probar nuestros resultados podemos, y

aśı lo haremos, considerar C̃ϕ y D0. Como no hay riesgo de confusión,

continuaremos denotando C̃ϕ por Cϕ.
El siguiente resultado en [50] caracteriza los operadores de composi-

ción normales inducidos por transformaciones lineales fraccionales en
D0:

Proposición 5.2. [50, Th. 4.1] Un operador de composición Cϕ,
inducido por una transformación fraccional lineal, es normal en D0 si y
sólo si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. El śımbolo ϕ es un automorfismo.
2. El śımbolo ϕ is parabólico.
3. El śımbolo ϕ tiene un punto interior y un punto exterior fijos

y ϕ es conjugado a z 7→ µz con 0 < |µ| < 1.

Es claro a partir de esta Proposición y las observaciones precedentes
el siguiente Corolario:

Corolario 5.3. Un operador de composición Cϕ, inducido por una
transformación fraccional lineal, es esencialmente normal en D si se
cumple una de las siguientes condiciones:

1. El śımbolo ϕ es un automorfismo.
2. El śımbolo ϕ es parabólico.
3. El śımbolo ϕ tiene un punto interior y un punto exterior fijos

y ϕ es conjugado a z 7→ µz con 0 < |µ| < 1.

Consideremos ahora el caso el caso restante: una transformación frac-
cional lineal ϕ en Hol(D) que sea hiperbólica y no sea un automorfismo
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con un punto fijo ∂D. Probaremos que en este caso Cϕ no es esencial-
mente normal y aśı habremos completado la caracterización indicada.

Usaremos la representación del adjunto de un operador de composi-
ción inducido en D0 por una transformación fraccional lineal, obtenida
en [50], análoga a la fórmula del adjunto de Cowen:

Proposición 5.4. [50, Th. 3.2] Sea ϕ(z) = (az + b)/(cz + d) Una
transformación fraccional lineal en Hol(D) y considérese Cϕ actuando

en D0. Entonces, C∗
ϕ = Cψ donde ψ(z) = (az − c)/(−bz + d).

Observamos que

ψ = ρ ◦ ϕ−1 ◦ ρ, donde ρ(z) = 1/z,

(es decir ρ es la aplicación de inversión en el ćırculo unitario) y el inverso

se refiere a ϕ visto como una aplicación univalente de Ĉ sobre śı mismo.
Se sigue de esta fórmula que los puntos fijos de ψ son las imágenes por
ρ de los puntos fijos de ϕ. En particular ϕ y ψ tienen los mismos puntos
fijos en la frontera del disco unitario.

También requeriremos el siguiente resultado de teoŕıa de funciones.

Lema 5.5. [18, Lemma 5.1] Supóngase que ϕ es una transformación
lineal fraccional que aplica D en śı mismo, con un punto fijo ω ∈ ∂D.
Entonces:

1. Si ϕ no es un automorfismo entonces ψ◦ϕ ϕ◦ψ son parabólicos
(con punto fijo en ω).

2. ψ ◦ ϕ conmuta con ϕ ◦ ψ,

donde ψ es la aplicación a la que se refiere la Proposición 5.4.

Finalmente, tenemos:

Proposición 5.6. Si ϕ es una transformación fraccional lineal que
aplica D en śı mismo es hiperbólica y no es un automorfismo con un
punto fijo en ∂D entonces Cϕ no es esencialmente normal.

Demostración. Por la Proposición 5.4 necesitamos únicamente de-
mostrar que [Cψ, Cϕ] (actuando en el espacio D0) no es compacto.Tanto
ψ como ϕ tienen un punto fijo en ∂D. Como ϕ es hiperbólica, tiene otro
punto fijo p en la esfera de Riemann, que no está en ∂D (pues ϕ no es un
automorfismo de D). Además ψ es también hiperbólica, y su punto fijo
que no está en la frontera del disco es ρ(p) 6= p. Aśı ψ no conmuta con
ϕ (pues de otro modo ψ(p) seŕıa un punto fijo de ϕ que no perteneceŕıa
a ∂D distinto de p, y aśı ¡ϕ tendŕıa demasiados puntos fijos!). Se sigue
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que γ := ϕ ◦ ψ y χ := ψ ◦ ϕ son transformaciones lineales fraccionales
distintas de D en śı mismo, con los mismos puntos fijos en la frontera que
ϕ. Por el Lema 5.5 γ y χ son ambas parabólicas y como tienen el mismo
punto fijo conmutan y por lo tanto, también lo hacen los operadores de
composición Cγ y Cχ.

Las aplicaciones γ y χ son conjugadas a las traslaciones τa(z) =
z + a y τb(z) = z + b respectivamente (a 6= b, Im a > 0 y Im b > 0).
Luego, siguiendo las ideas de la prueba de [50, Th. 4.3] puede verse
fácilmente que [Cψ, Cϕ] = Cγ −Cχ es unitariamente similar al operador

multiplicación Mφ : L2(R+, tdt) → L2(R+, tdt) donde φ(t) = eiat − eibt.
Aśı, σ(Cγ − Cχ); el espectro de Cγ − Cχ, el conjunto no numerable

{eiat − eibt : t ≥ 0} ∪ {0} y aśı [Cψ, Cϕ] no puede ser compacto. �

3. Los operadores CϕC
∗
ψ y C∗

ψCϕ

El estudio de la compacidad de los operadores de composición y de
propiedades relacionadas es, como se ha visto, uno de los temas funda-
mentales en esta teoŕıa. Si ϕ es una transformación fraccional lineal del
disco D en śı mismo y ϕ(D) ⊂ D, el operador Cϕ (actuando en el espa-
cio de Dirichlet, y de hecho en otros espacios funcionales de Hilbert) es
claramente compacto; en los restantes casos ϕ(D) es tangente al ćırculo
unitario y el operador de composición no es compacto (cf. [109]). A fin
de hacer completa la exposición incluimos el siguiente resultado.

Teorema 5.7. Sea ϕ una transformación fraccional lineal de D en
śı mismo. las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Cϕ : D → D es compacto.
2. Cϕ : D0 → D0 es compacto.
3. Cϕ : D → D es de Hilbert-Schmidt.
4. Cϕ : H2 → H2 es compacto.
5. Cϕ : H2 → H2 es de Hilbert-Schmidt.

6. ϕ(D) ⊂ D.
Demostración. La prueba es inmediata de consideraciones ele-

mentales y de la observación precedente. �

Sean ϕ y ψ transformaciones lineales fraccionales del disco unitario
en śı mismo. El problema de determinar la compacidad de CϕC

∗
ψ y C∗

ψCϕ
fue estudiado en el espacio de Hardy en [29] y en el espacio de Bergman
en [30].
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Nosotros presentamos en el contexto del espacio de Dirichlet una
caracterización de la compacidad de estos operadores análoga a la de
[29]. En este contexto la prueba es más simple, pues la formula para
el adjunto de un operador de composición es más simple en el espacio
de Dirichlet. Como fue observado en [30] y es fácil ver a partir de los
siguientes resultados, existen operadores de composición no compactos
Cϕ y Cψ inducidos por transformaciones lineales fraccionales, tales que
el producto CϕC

∗
ψ ó el producto C∗

ψCϕ sean compactos. Del mismo modo
vemos que la compacidad de CϕC

∗
ψ no es equivalente a la compacidad

de C∗
ψCϕ.

Teorema 5.8. (cf. [29, Th. 2.1]) Supóngase que ϕ y ψ son apli-
caciones lineales fraccionales de D en śı mismo. Entonces CϕC

∗
ψ no es

compacto, visto como operador en D, si y sólo si existen puntos η1 y η2

en ∂D tales que ϕ(η1) = ψ(η2) ∈ ∂D.

Demostración. Escribimos σ = ρ ◦ ϕ−1 ◦ ρ y γ = ρ ◦ ψ−1 ◦ ρ con

ρ(z) = 1/z, z ∈ Ĉ.
La fórmula del adjunto 5.4 de E. Gallardo y A. Montes dice que

C∗
ϕ = Cσ y C∗

ψ = Cγ (como operadores en D0). Aśı, CϕC
∗
ψ : D → D no

es compacto si y sólo si Cγ◦ϕ no es compacto. Esto es, ρ ◦ ψ−1 ◦ ρ ◦ ϕ
aplica un punto de ∂D en ∂D y esto es equivalente a la conclusión del
Teorema. �

Teorema 5.9. (cf. [29, Th. 2.2]) Supóngase que ϕ y ψ sun apli-
caciones lineales fraccionales de D en śı mismo. Entonces C∗

ψCϕ no es
compacto, visto como un operador en D, si y sólo si existen puntos ω1

y ω2 en ∂D tales que ϕ−1(ω1) = ψ−1(ω2) ∈ ∂D.

Demostración. Con la notación del Teorema anterior, C∗
ψCϕ :

D → D no es compacto si y sólo si Cϕ◦γ no lo es. Esto es, ϕ ◦ ρ ◦ψ−1 ◦ ρ
env́ıa un punto de ∂D en ∂D y esto es equivalente a la conclusión del
Teorema. �

4. Rango Numérico de Operadores de Composición con
Śımbolo Fraccional Lineal

Para un operador acotado T en un espacio de Hilbert H, el rango
numérico de T se define como el subconjunto del plano complejo dado
por:

W (T ) := {〈Tx, x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
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Mencionamos algunas importantes propiedades del rango numérico que
usaremos (ver [97] y [80] por ejemplo).

Proposición 5.10. Para un operador T en un espacio de Hilbert H:

1. W (T ) es invariante por similaridad unitaria.
2. W (T ) está incluido en el disco cerrado de radio ‖T‖ centrado

en el origen.
3. W (T ) contiene los autovalores de T . Más aun, si T es un op-

erador unitariamente diagonalizable, entonces W (T ) = co{λ :
λ es autovalor de T}, es decir la envolvente convexa de sus au-
tovalores.

4. El espectro de T pertenece a la clausura W (T ) de W (T ). Más

aun, si T es un operador normal entonces W (T ) es igual a la
cubierta convexa de su espectro.

5. Teorema de Toeplitz-Hausdorff: W (T ) es siempre convexo.
6. W (T ∗) = {λ : λ ∈W (T )}.

Debido a las anteriores propiedades (4) y (5), tenemos que W (T )
contiene la cubierta the convexa del espectro de T . Una importante difer-
encia entre el espectro y el rango numérico es que mientras el primero
es invariante por similaridades, el segundo no lo es.

Hay algunos trabajos que estudian la “forma” del rango numéri-
co de operadores de composición en espacios de Hilbert de funciones
anaĺıticas. En particular, los recientes art́ıculos de Bourdon and Shapiro
[19] y Matache [80] tratan este problema. Espećıficamente, en [19] se
estudia la “forma” del rango numérico de operadores de composición in-
ducidos en el espacio de Hardy H2 por automorfismos del disco. En [80]
se considera la “forma” del rango numérico de operadores de composi-
ción inducidos en el mismo espacio por monomios. Nosotros presentamos
acá resultados análogos en el espacio D0. Para esto nos apoyaremos en
el trabajo de Gallardo y Montes [50]. Indicamos a continuación varios
de sus resultados que usaremos.

Teorema 5.11. [50, Th. 4.3] Sea Cϕ un operador de composición
inducido por una transformación fraccional lineal actuando en D0. En-
tonces:

1. Si ϕ es conjugado a η(z) = µz, con 0 < |µ| ≤ 1, entonces Cϕ
es unitariamente similar a un operador diagonal.

2. Si ϕ es parabólica conjugada a τ(z) = z + a, entonces Cϕ es
unitariamente similar a la multiplicación por φ(t) := eiat en
L2(R+, tdt).
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3. Si ϕ es un automorfismo hiperbólico conjugado a η(z) = λz,
entonces Cϕ es unitariamente similar a la multiplicación por
φ(t) := λ−it en L2(R, 2πdt).

4. Si ϕ es hiperbólica con justamente un punto fijo en ∂D, en-
tonces Cϕ es unitariamente similar al producto de un operador
unitario y un operador normal, o viceversa.

Como una consecuencia del Teorema anterior E. Gallardo and A.
Montes obtienen:

Teorema 5.12. [50, Th. 5.1] Sea Cϕ un operador de composición
inducido en D0 por una transformación fraccional lineal. Entonces:

1. Si ϕ es un automorfismo eĺıptico y la derivada ϕ′(α) en su punto
fijo interior sea una ráız n-ésima de la unidad entonces σ(Cϕ),

el espectro de Cϕ, es igual a {ϕ′(α)k : k = 0, 1, . . . n− 1}.
2. Si ϕ es un automorfismo que no es conjugado a una rotación

de un múltiplo racional de π, entonces σ(Cϕ) = ∂D.
3. Si ϕ es parabólica, no es un automorfismo y es conjugada a
τ(z) = z + a, Ima > 0, entonces σ(Cϕ) = {eiat : t ≥ 0} ∪ {0}.

4. Si ϕ es hiperbólica con justamente un punto fijo en la frontera
del disco, entonces σ(Cϕ) = D.

5. Si ϕ no es eĺıptica, tiene un punto fijo exterior y un punto fijo
interior y ϕ′(α) es la derivada en este último punto, entonces
σ(Cϕ) = {ϕ′(α)n : n = 1, 2, . . . } ∪ {0}.

Para obtener el Teorema anterior E. Gallardo y A. Montes (cf. [50]),
siguiendo una idea de [61] consideran DΠ, el espacio de Dirichlet del
semiplano superior, consistente de las funciones anaĺıticas F en Π, el
semiplano superior, para las cuales la integral

1

π

∫

Π
|F ′(x+ iy)|2 dx dy

es finita. Si identificamos funciones que difieran por constantes, en-
tonces DΠ resulta un espacio de Hilbert y es isométricamente isomorfo
a D0. Adicionalmente, el espacio DΠ es isométricamente isomorfo, bajo
la transformada de Fourier, a L2(R+, tdt).

También usaremos el siguiente Corolario del Teorema 5.11:

Corolario 5.13. [50, Cor. 6.1] Sea ϕ una transformación fraccional
lineal de D en śı mismo. Si ϕ es eĺıptica o tiene un punto fijo en la
frontera entonces ‖Cϕ‖D0 = 1.
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4.1. El Rango Numérico en D0. En esta sección mostraremos
como es la “forma” del rango numérico de operadores de composición
inducidos por transformaciones lineales fraccionales en el espacio D0.
Para esto nos apoyaremos fuertemente en los dos resultados mencionados
anteriormente.

Teorema 5.14. Sea Cϕ un operador de composición actuando en
D0 e inducido por una transformación fraccional lineal. Se tiene que:

1. Si ϕ es un automorfismo eĺıptico con un punto interior fijo α
y ϕ′(α) es una ráız n-ésima de la unidad, entonces

W (Cϕ) = co{ϕ′(α)k : k = 0, 1, . . . n− 1};
es decir, W (Cϕ) es región poligonal cerrada limitada por el
poĺıgono regular de n lados con vértices las ráıces n-ésimas de
la unidad.

2. Si ϕ es conjugado a una rotación por un múltiplo irracional de
π: z 7→ µz, |µ| = 1, entonces W (Cϕ) = D ∪ {µ, µ2, . . . }.

3. Si ϕ es un automorfismo hiperbólico o un automorfismo para-
bólico, entonces W (Cϕ) = D.

4. Si ϕ es parabólica y no es un automorfismo, entonces W (Cϕ)
es la envolvente convexa de una espiral que une 1 y 0.

5. Si ϕ es hiperbólica con exactamente un punto fijo en la frontera
del disco entonces W (Cϕ) = D.

6. Si ϕ no es eĺıptica, con un punto exterior al disco y un punto
interior del disco fijos y ϕ′(α) es la derivada en este último
punto, entonces

W (Cϕ) = co({ϕ′(α)n : n = 1, 2 . . . } ∪ {0}).
Demostración. Para probar (1) observamos que, por la primera

parte del Teorema 5.12, se tiene que Cϕ es unitariamente similar a un

operador diagonal con la familia {ϕ′(α)k : k = 0, 1 . . . n− 1} como auto-

valores de Cϕ (tomando

{
zm√
m

}∞

m=1

como una base ortonormal de D0).

Recordemos que el conjunto de autovalores es invariante bajo similaridad
unitaria. Entonces, usando la Proposición 5.10 obtenemos el resultado.

Para las partes (2) y (3), usamos el hecho que el operador Cϕ es
normal en D0 (5.2) y entonces, por la Proposición 5.10, tenemos que

W (Cϕ) = co(σ(Cϕ)). Pero en ambos casos el śımbolo ϕ es un automor-
fismo que no es conjugado a una rotación de un múltiplo racional de π,
y entonces σ(Cϕ) = ∂D, aśı que W (Cϕ) = D.
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Si ϕ es como en la parte (2), tenemos otra vez que Cϕ es uni-
tariamente similar a un operador diagonal, pero ahora con la sucesión
{µ, µ2, . . . } como autovalores de Cϕ. Entonces W (Cϕ) = D∪{µ, µ2, . . . }.

Supóngase ahora que ϕ es un automorfismo hiperbólico conjugado a
η(z) = λz, λ > 0, el cual tiene entonces dos puntos fijos en ∂D, y por
el Corolario 5.2 tenemos que ‖Cϕ‖D0 = 1, además si existe un punto
z ∈ W (Cϕ) tal que |z| = 1, entonces existe f ∈ D0, ‖f‖D0 = 1 tal que
〈Cϕf, f〉 = z, pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(5.1) 1 = |z| = |〈Cϕf, f〉| ≤ ‖Cϕf‖D0 ≤ ‖Cϕ‖D0 = 1,

aśı que existe un α ∈ C tal que Cϕf = αf , y por tanto, z = 〈Cϕf, f〉 =
α〈f, f〉 = α. Aśı, un punto pertenece a W (Cϕ) ∩ ∂D si y sólo si es un
autovalor de Cϕ.

Ahora bien, el Teorema 5.11 dice que Cϕ es unitariamente similar al
operador multiplicaciónMφ en L2(R, 2πdt) inducido por el multiplicador

φ : R −→ C, t 7→ λ−it (= e−it log λ). Sabemos que si α es un autovalor
de Cϕ entonces también lo es de Mφ, y por tanto, debe existir f ∈
L2(R, 2πdt), f 6= 0 tal que e−it log λf(t) = αf(t) para todo t ∈ R. Como f
debe ser distinto de cero en un conjunto de medida de Lebesgue positiva,
e−it log λ = α en tal conjunto, lo cual es imposible. Luego, Cϕ no tiene
ningún autovalor y la convexidad de W (Cϕ) asegura que W (Cϕ) = D.

El caso en el cual el śımbolo ϕ es un automorfismo parabólico con-
jugado a τ(z) = z+ a, Ima = 0, a 6= 0, es similar: otra vez tenemos que
ϕ tiene un punto fijo en ∂D y por tanto ‖Cϕ‖D0 = 1 y el mismo razon-
amiento sobre la ecuación 5.1, nos lleva a ver que únicamente autovalores
pueden pertenecer a W (Cϕ) ∩ ∂D. Ahora, por el Teorema 5.11, Cϕ es
unitariamente similar a un operador multiplicación L2(R+, tdt) con mul-
tiplicador φ : R+ −→ C, t 7→ eiat. Pero la medida tdt es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue, y el razonamiento sigue
como en el último caso.

Los casos (4) y (6) se siguen fácilmente del hecho que Cϕ es normal

en D0 (Teorema 5.2) y luego (Proposición 5.10) W (Cϕ) = co(σ(Cϕ)).
Para probar el caso (5), usamos el hecho que ϕ tiene un punto fijo en

∂D y luego ‖Cϕ‖D0 = 1. Pero como σ(Cϕ) ⊂W (Cϕ), entonces (Teorema

5.12) D ⊂ W (Cϕ), y otra vez por la Proposición 5.10, tenemos que
W (Cϕ) pertenece al disco cerrado unitario de radio ‖Cϕ‖ centrado en el

origen, aśı W (Cϕ) = D. Más aun, podemos deducir usando la ecuación
5.1 que α ∈W (Cϕ) ∩ ∂D si y sólo si existe f ∈ D0, tal que Cϕf = αf .
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Supóngase por un momento que el otro punto fijo de ϕ es interior al
disco unitario, entonces (ver [50, Th. 4.3]) Cϕ es unitariamente similar a
Cψ : DΠ −→ DΠ; donde ψ(z) = λz + a, Ima > 0 y 0 < λ < 1. Ahora, si
α es un autovalor de Cψ, debe existir g ∈ DΠ, g 6= 0 tal que Cψg = αg,
esto es,

g(ψ(z)) = αg(z) para todo z ∈ Π.

En particular, g
(
ψ
(

a
1−λ

))
= αg

(
a

1−λ

)
y aśı, g

(
a

1−λ

)
= αg

(
a

1−λ

)
; luego si

g
(

a
1−λ

)
6= 0 entonces α = 1 y podemos escoger z0 ∈ Π tal que g(z0) 6= 0

y como g(ψn(z0)) = αng(z0) = g(z0) para todo n, (aqúı ψn denota la
composición de ψ con śı mismo n veces) entonces g toma cada valor no
nulo de rango infinitas veces, esto contradice el hecho que g ∈ DΠ y
luego W (Cϕ) = D.

Si g
(

a
1−λ

)
= 0, entonces elegimos z0 ∈ Π tal que g(z0) 6= 0 y ahora

es fácil ver que ψn(z0)
n−→ a

1−λ y entonces

ĺım
n
g(ψn(z0)) = g(ĺım

n
ψn(z0)) = g

(
a

1 − λ

)
= 0,

pero esto contradice el hecho que |g(ψn(z0))| = |αng(z0)| = |g(z0)| 6= 0
para todo n. Luego W (Cϕ) = D.

En el caso en el cual el otro punto fijo es exterior al disco unitario,
se tiene C∗

ϕ = Cψ, con ψ una transformación fraccional lineal de D
en śı mismo con exactamente un punto fijo en la frontera y un punto
interior fijo, aśı W (Cψ) = D y por la Proposición 5.10 podemos concluir
que W (Cϕ) = D.

�

4.2. El Rango Numérico Esencial en D. Si H es un espacio
de Hilbert y T ∈ B(H), el espacio de los operadores acotados en H,
sea K(H) el subespacio de B(H) formado por todos los operadores com-
pactos, y [T ] la clase de T en el álgebra de Calkin, es decir el espacio
cociente B(H)/K(H).

Recordemos que la norma esencial de T es su norma en el álge-
bra de Calkin, esto es ‖T‖e = ı́nf{‖T − K‖ : K ∈ K(H)}, y el ran-
go numérico esencial de T (We(T )) es el rango numérico de la clase
[T ]. Denotamos por we(T ) el radio numérico esencial de T , esto es,
we(T ) = sup{|r| : r ∈ We(T )}. La noción de rango numérico esen-
cial fue introducida por Stampfli y Williams en [106]. Puede verse que
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We(T ) =
⋂
K∈K(H)W (T +K) y por tanto, We(T ) es un subconjunto

cerrado de W (T ).
De manera similar, el espectro esencial σe(T ) de un operador T es

definido como el espectro de la clase [T ] en el álgebra de Calkin. El
espectro esencial σe(T ) es siempre un subconjunto compacto contenido
en σ(T ) (cf. por ejemplo [33]).

Tenemos las siguientes propiedades de We(T ) (Ver [15] y [56], por
ejemplo).

Proposición 5.15. Sea T ∈ B(H), entonces:

1. We(T ) es un conjunto compacto, no vaćıo y convexo.
2. We(T ) = {0} si y sólo si T es compacto.
3. Si T es un operador esencialmente normal, We(T ) = co(σe(T ))

y we(T ) = ‖T‖e.
4. Si M es un subespacio lineal cerrado de H tal que M⊥ tiene

dimensión finita. Entonces We(T ) = We(PMT |M ), donde PM
denota la proyección ortogonal sobre M .

En esta sección encontraremos la “forma” del rango numérico esen-
cial de operadores de composición inducidos por transformación frac-
cional lineal actuando en el espacio de Dirichlet D. Para esto, usaremos
algunos resultados de [50].

Proposición 5.16. 1. [50, Remark 5.2] El espectro esencial
σe(Cϕ) de un operador de composición Cϕ inducido por una
transformación fraccional lineal actuando en D coincide con el
espectro esencial de Cϕ actuando en D0.

2. [50, Cor. 5.2] Sea Cϕ un operador de composición inducido por
una transformación fraccional lineal actuando en D0. Entonces
σe(Cϕ) = σ(Cϕ), excepto si ϕ no es eĺıptica y tiene un punto
fijo interior al disco unitario y otro punto fijo exterior al disco,
en cuyo caso σe(Cϕ) = {0}.

En la Sección 2 probamos que un operador de composición Cϕ in-
ducido en D por una transformación fraccional lineal ϕ del disco unitario
en śı mismo es esencialmente normal si y sólo si ϕ no es una transforma-
ción hiperbólica que no sea un automorfismo con un punto fijo en ∂D.
Aśı, podemos deducir fácilmente el siguiente resultado.

Teorema 5.17. Sea Cϕ un operador de composición actuando en D
e inducido por una transformación fraccional lineal. Entonces:
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1. Si ϕ es un automorfismo eĺıptico y la derivada ϕ′(α) en su
punto fijo interior es una ráız n-ésima de la unidad, entonces

We(Cϕ) = co({ϕ′(α)k : k = 0, . . . n− 1}).
2. Si ϕ es un automorfismo el cual no es conjugado a una rotación

de un múltiplo racional de π, entonces We(Cϕ) = D.
3. Si ϕ es una transformación parabólica que no sea un auto-

morfismo y la cual sea conjugada a τ(z) = z + a, entonces
We(Cϕ) = co({eiat : t ≥ 0} ∪ {0}).

4. Si ϕ no es eĺıptica y tiene un punto interior y un punto exterior
al disco unitario fijos, entonces We(Cϕ) = {0}.

5. Si ϕ es hiperbólica con exactamente un punto fijo en la frontera
del disco unitario, entonces We(Cϕ) = D.

Demostración. Los casos (1) a (4) se siguen fácilmente de los dos
últimos resultados mencionados antes del Teorema. Para probar el caso
(5), sabemos que D = σe(Cϕ) ⊂ We(Cϕ), pero por la Proposición 5.16

tenemos que We(Cϕ) = We(C̃ϕ) ⊂ W (C̃ϕ) = D y se sigue el resultado.
�

Corolario 5.18. Sea Cϕ un operador de composición actuando
en D e inducido por una transformación fraccional lineal. Entonces
‖Cϕ‖e = 1 excepto si ϕ no es eĺıptico y tiene un punto exterior del
disco unitario y un punto interior del disco unitario fijos, en cuyo caso
‖Cϕ‖e = 0.

Corolario 5.19. Sea Cϕ un operador de composición actuando en
D e inducido por una transformación fraccional lineal. Entonces Cϕ es
compacto si y sólo si ϕ no es eĺıptico y tiene un punto exterior del disco
unitario y un punto interior del disco unitario fijos.

4.3. El Rango Numérico en el espacio de Hardy del semi-
plano superior. Sea Π el semiplano superior del plano complejo. El
espacio de Hardy del semiplano superior H2(Π) es el espacio de las fun-
ciones anaĺıticas en Π para el cual la norma

‖f‖2
H2(Π) = sup

y>0

1

2π

∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|2dx

es finita.
En este espacio la situación para el estudio de operadores de com-

posición inducidos por transformación fraccional lineal es mucho más



98 5. PROPIEDADES ESPECTRALES Y PROBLEMAS RELACIONADOS.

simple que en el espacio de Dirichlet: Sólo las transformaciones frac-
cionales lineales de la forma ϕ(z) = az+b con a > 0 y Imb ≥ 0 inducen
operadores de composición acotados en H2(Π) (Ver [79]).

Otra vez en [50], podemos encontrar una prueba del siguiente resul-
tado.

Teorema 5.20. Sea ϕ(z) = az + b tal que a > 0 y Imb ≥ 0. Con-
sideremos Cϕ actuando en H2(Π). Entonces

1. Si ϕ es parabólica, entonces Cϕ es unitariamente similar al

operador multiplicación por eibt en L2(R+, dt).
2. Si ϕ es un automorfismo hiperbólico, entonces Cϕ es unitari-

amente similar al operador multiplicación por z−it−1/2 en el
espacio L2(R, 2πdt).

En [50] y como una consecuencia del último resultado, se prueba
que para ϕ como en 5.20, Cϕ actuando en H2(Π) es normal si y sólo si ϕ
es un automorfismo de Π o ϕ es parabólico. También se prueba alĺı que
‖Cϕ‖H2(Π) = a−1/2 y se obtiene el espectro de Cϕ:

Teorema 5.21. Sea ϕ(z) = az + b tal que a > 0 y Imb ≥ 0. Con-
sidérese Cϕ actuando en H2(Π). Entonces

1. Si ϕ es un automorfismo, entonces σ(Cϕ) = {z ∈ C : .|z| =

a−1/2}.
2. Si ϕ es una transformación parabólica que no es un automor-

fismo, entonces σ(Cϕ) = {eibt : t ≥ 0} ∪ {0}.
3. Si ϕ es hiperbólica y no es un automorfismo, entonces σ(Cϕ) =

{z ∈ C : |z| ≤ a−1/2}.

Ahora, con un razonamiento similar al de la prueba del Teorema
5.14, podemos ver fácilmente:

Teorema 5.22. Sea ϕ(z) = az + b tal que a > 0 y Imb ≥ 0. Con-
sidérese Cϕ actuando en H2(Π). Entonces

1. Si ϕ es un automorfismo, entonces W (Cϕ) = {z ∈ C : .|z| <
a−1/2}.

2. Si ϕ es parabólica y no es un automorfismo, entonces W (Cϕ) =

co ({eibt : t ≥ 0} ∪ {0}).
3. Si ϕ es hiperbólica y no es un automorfismo entonces W (Cϕ) =

{z ∈ C : |z| ≤ a−1/2}.
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4.4. Notas Finales. Algunas cuestiones quedan pendientes: en
los casos (1), (2), (3) y (5) del Teorema 5.14, conocemos exactamente
cómo es W (Cϕ), pero en los casos (4) y (6) sólo conocemos la “forma” de
W (Cϕ) y no sabemos lo que ∂W (Cϕ) es. Usando el mismo razonamien-
to de la prueba de la parte (3), podemos probar que 1 no pertenece
a W (Cϕ) cuando ϕ es parabólica y no es un automorfismo, pero na-
da más. El próximo paso es calcular el rango numérico de operadores
de composición inducidos por transformaciones fraccionales lineales ac-
tuando en D. Algunas consecuencias directas de los últimos resultados
son: como We(Cϕ) ⊂ W (Cϕ), podemos concluir que si ϕ es hiperbólica
con exactamente un punto fijo en la frontera del disco unitario, entonces
W (Cϕ) = D. En [50] se prueba que un operador de composición Cϕ
inducido por una transformación fraccional lineal y actuando en D es
normal si y sólo si ϕ(z) = µz, con 0 < |µ| ≤ 1, aśı para esta clase de
operadores W (Cϕ) = co{µk : k = 0, 1, . . . }. Es fácil ver que ‖Cϕ‖ = 1 en
D si ϕ es una transformación fraccional lineal que aplica D en śı mismo
y fija el origen, luego W (Cϕ) = D si ϕ es un automorfismo que fija el
origen y no es conjugado a una rotación de un múltiplo racional de π.





CAṔıTULO 6

Fenómenos Ćıclicos

1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos el comportamiento dinámico de los
operadores de composición con śımbolo fraccional lineal actuando en
algunos espacios de funciones anaĺıticas definidos en el disco unitario.
Seguiremos la exposición de [24].

Sea H un espacio de funciones anaĺıticas, T : H −→ H un oper-
ador lineal y f ∈ H. Investigaremos algunas propiedades espaciales del
conjunto Órbita de f bajo T , definido como

Orb(f, T ) := {f, Tf, T 2(f), T 3(f), . . . },

donde Tn denota la composición del operador T con śı mismo n veces.
Existen esencialmente dos nociones asociadas al hecho de que el con-

junto Orb(f, T ) sea “grande” en H, estas son: ciclicidad e hiperciclicidad.
Una operador T se dice ćıclico si existe un elemento f ∈ H tal que el
espacio generado linealmente por los elementos de Orb(f, T ) es denso
en H; en este caso, la función f es llamada un vector ćıclico para T .
Asimismo, diremos que T es hiperćıclico si existe una función f ∈ H
tal que Orb(f, T ) es un conjunto denso en H. Aqúı a una tal función f
se le denomina vector hiperćıclico para T . Es claro que todo operador
hiperćıclico también es ćıclico.

En dimensión finita, resulta sencillo encontrar ejemplos de oper-
adores de composición ćıclicos.

Ejercicio 6.1. Encuentre un ejemplo de un operador lineal ćıclico
definido en CN .

Sin embargo, en estos espacios ningún operador lineal puede ser
hiperćıclico.

Ejercicio 6.2 ([100]). Demuestre que si el operador adjunto de un
operador lineal posee al menos un autovalor, entonces dicho operador

101
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no puede ser hiperćıclico. Por lo tanto, la hiperciclicidad de un oper-
ador lineal es una propiedad que sólo puede tener lugar en espacios de
dimensión infinita.

Recordemos que Hol(Ω,C) designa al espacio de todas las funciones
anaĺıticas definidas en un dominio Ω ⊂ C, dotado de la topoloǵıa de la
convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de Ω. El primer
ejemplo de un operador lineal hiperćıclico fue construido en el espa-
cio B(Hol(C)) ([10]). De hecho, existe toda una clase de operadores
hiperćıclicos actuando sobre este espacio: Si a 6= 0, entonces el operador
de traslación Ta : Hol(C) −→ Hol(C) definido por Ta(f)(z) := f(z + a)
es hiperćıclico. Obsérvese que si denotamos por ϕa : C −→ C a la fun-
ción definida como ϕa(z) := z + a, entonces Ta(f) = f ◦ ϕa. Es decir, el
operador Ta es un operador de composición sobre Hol(C).

Un ejemplo de un operador lineal hiperćıclico actuando sobre un
espacio de Hilbert es el siguiente ([90]): Sea l2 el espacio de las sucesiones

complejas cuadrado-sumables con la norma ‖{an}∞n=1‖2
2 :=

∞∑

n=1

|an|2 =

〈{an} , {an}〉. El operador de retroceso unilateral:

B({a1, a2, a3, . . . }) := {a2, a3, . . . },
claramente satisface ‖B({a1, a2, a3, . . . })‖2 ≤ ‖{a1, a2, a3, . . . }‖2, por lo
que B es una función no expansiva. Mas aún, si multiplicamos a B
por una constante λ de módulo menor que uno obtendremos que, de
acuerdo al Teorema del punto fijo de Banach, el conjunto Orb(x, λB)
es una sucesión convergente para cualquier x ∈ l2 y en consecuencia, el
operador λB no es hiperćıclico. Sin embargo, como mostraremos mas
adelante, si |λ| > 1 el operador λB es hiperćıclico. Este fenómeno no
es exclusivo de los múltiplos del operador de retroceso unilateral y de
hecho existe una gran cantidad de ejemplos similares.

Notemos lo siguiente: el espacio l2 puede ser visto como el espacio

de todas las funciones f : N −→ C tales que ‖f‖2
2 :=

∞∑

n=1

|f(n)|2 <∞. Si

ahora definimos la función ϕ : N −→ N como ϕ(n) := n+ 1, vemos que
el operador B es el operador de composición Cϕ : l2 −→ l2.

Es fácil ver que C∗
ϕ({an}∞n=1) = {0, a1, a2, . . . } (el operador de

traslación unilateral a la derecha). Hacemos notar la siguiente relación: si
{en}∞n=1 es la base canónica de Schauder de l2 (en(m) := δnm), entonces
para cada n ∈ N los funcionales de evaluación γn : l2 −→ C definidos
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como γn(f) := f(n) son lineales y continuos, de hecho

γn(f) = 〈f, en〉
con lo que podemos concluir que las funciones {en}∞n=1 “reproducen” al
espacio l2.

Es interesante resaltar el siguiente hecho: como observamos anteri-
ormente, en los espacios de Hilbert funcionales, la familia de núcleos
reproductivos genera el espacio, de hecho, en el caso del espacio l2, los
núcleos reproductivos son precisamente los vectores canónicos {en}∞n=1 y
todos son necesarios para generar al espacio; es decir, si omitimos alguno
de ellos, el espacio generado por los vectores restantes es un subespacio
propio de l2. Este fenómeno no es cierto en espacios Hilbert de Funciones
Anaĺıticas.

Ejercicio 6.3. Si H es un espacio de Hilbert de funciones anaĺıticas
definidas en un dominio Ω y {zn} es cualquier sucesión convergente en

Ω, entonces CLS{Kzn} = LS{Kzn}
‖·‖

(la clausura de la cápsula lineal
de {Kzn}) coincide con H

Definición 6.4. Si t es un número real, definimos log+(t) = log(t)
si t ≥ 1 y log+(t) = 0 si t < 1. La clase de Nevanlinna N = N (D) es el
conjunto de todas las funciones f ∈ H(D) tales que

sup
0<r<1

1

2π

∫ π

π
log+ |f(reiθ)|dθ <∞.

Es claro que tanto H2(D) como H∞ están contenidos en N .

Por ajustarse mejor a nuestros propósitos, presentamos la siguiente
versión del Teorema de unicidad para funciones pertenecientes a la clase
de Nevanlinna N (ver Teor. 15.23 en [93]).

Proposición 6.5. Sea f ∈ N . Si {αn} ⊂ D es una sucesión de ceros

tal que
∞∑

n=0

(1 − |αn|) = ∞, entonces f ≡ 0.

La relación
∞∑

n=0

(1 − |αn|) <∞ aludida en la Proposición anterior es

conocida como condición de Blaschke.

Ejercicio 6.6. Sea H un espacio de Hilbert de funciones anaĺıticas,
tal que H∞ ⊂ H ⊂ N . Una familia numerable de núcleos reproductivos
{Kαn}αn∈D

genera linealmente a H si, y sólo si, la sucesión {αn} no
satisface la condición de Blaschke.
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2. Operadores de Composición Hiperćıclicos en H2(D)

A continuación presentamos algunos resultados relacionados con el
comportamiento ćıclico de operadores de composición. Escribiremos ϕn
para designar a la composición de ϕ ∈ Hol(D) con śı mismo n veces.
Obsérvese que Cnϕ = Cϕn .

El siguiente resultado limita la clase de śımbolos que inducen com-
portamiento hiperćıclico en los operadores de composición.

Ejercicio 6.7. Demuestre que si Cϕ es hiperćıclico en H2(D), en-
tonces ϕ es univalente y no posee puntos fijos en D.

De acuerdo a este resultado, si un operador de composición con
śımbolo ϕ en TFL(D) es hiperćıclico en H2(D), entonces ϕ es necesari-
amente parabólica o hiperbólica y sin puntos fijos en D. De hecho, casi
todo śımbolo de éste tipo induce operadores de composición hiperćıclicos
en H2(D) como muestra el siguiente Teorema.

Teorema 6.8. Si ϕ ∈ TFL(D) no tiene puntos fijos en D. Entonces:

1. Cϕ es hiperćıclico en H2(D) excepto en el caso en el cual ϕ es
parabólica y no es un automorfismo.

2. Si ϕ es parabólica y no es automorfismo, entonces solamente las
funciones constantes pueden ser puntos ĺımites de las órbitas de
Cϕ.

La herramienta fundamental para obtener el Teorema 6.8 la consti-
tuye el llamado Teorema de Kitai ([68]), obtenido por Carol Kitai (1982)
en su tesis doctoral.

Teorema 6.9 (Kitai). Sea X un espacio de Banach separable y
T : X −→ X un operador lineal y continuo tal que:

a) Existe un subconjunto denso Y de X en el cual la sucesión de
iterados {Tn} converge puntualmente a cero.

b) Existe un subconjunto denso Z de X y una aplicación S : Z −→
Z tal que:
(i) TS es la identidad en Z.
(ii) La sucesión de iterados {Sn} converge puntualmente en Z

a cero.

Entonces T es hiperćıclico.

La demostración de este resultado se sigue de observar el hecho que
un operador T es hiperćıclico en un espacio de Banach separable X si, y
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sólo si, para cada par de abiertos no vaćıos U , V ⊂ X existe un número
natural n tal que Tn(U) ∩ V 6= ∅.

Ejercicio 6.10 (Rolewicz, [90]). Para todo escalar λ ∈ C con
|λ| > 1, el operador λB es hiperćıclico en l2, donde B es el operador de
retroceso unilateral. Indicación: Utilice el Teorema de Kitai con Z = l2
y Y como el espacio de las sucesiones eventualmente nulas.

Teorema 6.11. Sea ϕ un automorfismo del disco unitario sin puntos
fijos en D. Entonces Cϕ es hiperćıclico (y por lo tanto ćıclico) en H2.

Demostración. Utilizaremos el Teorema de Kitai: Primero recuér-
dese que, todo automorfismo no eĺıptico del disco unitario, posee un
único punto fijo atractor α ∈ ∂D. Supongamos que ϕ posee otro punto
fijo β ∈ ∂D y tomemos

Y := {f ∈ H(D) : f es continua en D y f(α) = 0}
El resultado se sigue al verificar que Cnϕ converge puntualmente a cero
en Y .

Probemos pues lo afirmado: sea f ∈ Y , nótese que si ζ ∈ ∂D \ {β},
entonces ϕn(ζ) → α (pues α es atractor) y por lo tanto f(ϕn(ζ)) →
f(α) = 0.

Ahora bien, como f es continua en D y las ϕn son continuas casi
siempre en D, se tiene que

‖Cnϕf‖2 =
1

2π

∫ π

−π
|f(ϕn(e

it))|2dt <∞

y del Teorema de la convergencia dominada, se concluye que

‖Cnϕf‖ → 0.

�

Observación 6.12. El argumento utilizado en la prueba anterior
nos muestra que si α no es un elemento de D, entonces el conjunto de
los polinomios que se anulan en α es denso en H2. Esto será utilizado
más adelante.

Procedemos ahora a demostrar el Teorema 6.8, seguiremos la exposi-
ción de [20]:

Demostración. a) Si ϕ es un automorfismo de D, el resultado ya
fue demostrado en el Teorema anterior. Sólo queda el caso en que ϕ sea
hiperbólica y no sea un automorfismo.
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Sean α y β sus puntos fijos con α el atractor, utilizaremos de nuevo
el Teorema de Kitai para demostrar la hiperciclicidad de Cϕ.

Claramente, el espacio Y tomado en la demostración del Teorema
anterior funciona igualmente en este caso; pero para el espacio Z es
necesario algo más de trabajo: Supongamos primero que β se encuentra
en la recta definida por α y el origen, del otro lado del origen que α
(véase la figura 1) y consideremos D como el disco cuya frontera es
perpendicular a esa recta y la corta en los puntos α y β. Entonces D
contiene a D y ∂D es tangente a ∂D en el punto α.

0
b

α

β

D
D

Figura 1

Como ϕ es una TFL(D), entonces preserva ángulos y env́ıa ćırculos
y rectas en ćırculos y rectas; por lo tanto debe enviar a ∂D en śı misma,
aśı que D es enviado en śı mismo o en D

c
pero como ϕ(D) ⊂ D, entonces

lo segundo no puede ocurrir, luego ϕ es un automorfismo de D.
Sea

Z := {f ∈ H(D) : f es continua en D y f(β) = 0}.
Como hicimos notar en la Observación 6.12, el hecho de que β ∈ C \ D
nos asegura que el conjunto de los polinomios que se anulan en β es
denso en H2; por lo tanto, Z es denso en H2. Definamos S : Z −→ Z
por:

Sf(z) := f(ϕ−1(z)) (z ∈ D),

S está bien definida pues ϕ−1(D) ⊂ D y Cϕ ◦ S es la identidad en Z y
el hecho que ϕ−n(ζ) → β para cada ζ ∈ ∂D, nos conduce, de manera
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análoga a la demostración anterior a que Sn → 0 en Z. Luego, del
Teorema de Kitai se obtiene que Cϕ es hiperćıclico en H2.

En caso que β no esté en la posición requerida, entonces existe un
automorfismo γα de D que fija α y env́ıa a β a dicha posición. Entonces,

ϕ = γα ◦ ψ ◦ γ−1
α

con ψ ∈ TFL(D) tal que sus puntos fijos estén en la posición conveniente.
Aśı Cψ es hiperćıclico en H2 y por lo tanto Cϕ también lo es.

b) Supongamos ahora que ϕ es parabólica y no es un automorfismo,
entonces posee un único punto fijo (atractor) que se debe encontrar en
∂D; luego de conjugar con una rotación de ser necesario, podemos asumir
que dicho punto fijo es el 1.

Utilizando la aplicación ω(z) :=
z + 1

z − 1
, obtenemos que la aplicación

φ := ω ◦ ϕ ◦ ω−1 es una transformación fraccional lineal del semiplano
derecho P que posee como único punto fijo (atractor) al infinito. Luego,
φ es una traslación de P de la forma φ(w) = w+ a, con ℜa > 0 (ℜa ≥ 0
ya que φ(P) ⊂ P y ℜa 6= 0 ya que φ no es un automorfismo).

De manera similar, la n-ésima iteración de ϕ se puede representar
como una traslación por na pues φn(w) = w + na.

Primero estudiaremos que tan rápido se acercan las ϕ-órbitas entre
śı y al punto fijo 1:

Sea z ∈ D y w su correspondiente por medio de ω en P; es decir,

w =
z + 1

z − 1
y z =

w − 1

w + 1
.

Entonces 1 − z = 1 − w − 1

w + 1
=

2

w + 1
y

1 − |z|2 = 1 −
∣∣∣∣
w − 1

w + 1

∣∣∣∣
2

=
|w + 1|2 − |w − 1|2

|w + 1|2

=
(ℜw + 1)2 + (ℑw)2 − (ℜw − 1)2 − (ℑw)2

|w + 1|2

=
4ℜw

|w + 1|2 .
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Luego si w es el correspondiente por medio de ω en P de ϕ(z), se
tiene:

1 − |ϕn(z)|2 =
4ℜ(w + na)

|w + na+ 1|2 ,

además si llamamos w0 ∈ P al correspondiente a ϕ(0), entonces

ϕn(z) − ϕn(0) =
w + na− 1

w + na+ 1
− w0 + na− 1

w0 + na+ 1

=
(w + na− 1)(w0 + na+ 1) − (w0 + na− 1)(w + na+ 1)

(w + na+ 1)(w0 + na+ 1)

=
−2w − 2w0

(w + na+ 1)(w0 + na+ 1)

de donde se sigue que ĺım
n−→∞

n(1 − |ϕn(z)|2) = c1 y ĺım
n−→∞

n2|ϕn(z) −
ϕn(0)| = c2 con c1 y c2 constantes no nulas que dependen únicamente
de z y de a.

Fijemos ahora f ∈ H2; demostraremos que si la órbita de f bajo Cϕ
se acerca a alguna función g ∈ H2, entonces g debe ser constante. Para
esto necesitaremos estimar el crecimiento de las diferencias de los valores
que toma f . Comenzaremos con el siguiente estimado para z ∈ D.

|f ′(z)|2 =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

nf̂(n)zn−1

∣∣∣∣∣

2

≤
(

∞∑

n=1

n|f̂(n)||z|n−1

)2

≤



(

∞∑

n=1

|f̂(n)|2
) 1

2
(

∞∑

n=1

n2|z|2(n−1)

) 1
2




2

≤ ‖f‖2 2

(1 − |z|2)3

aśı, |f ′(z)| ≤
√

2‖f‖
(1 − |z|2) 3

2

para todo z ∈ D.
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Supongamos ahora que z y w ∈ D, con |z| ≤ |w|; entonces

|f(z) − f(w)| ≤
∫ w

z
|f ′(ζ)||dζ|

≤
√

2‖f‖
∫ w

z

|dζ|
(1 − |ζ|2) 3

2

≤
√

2‖f‖ |w − z|
(1 − |w|2) 3

2

luego, para cualquier par de puntos z, w ∈ D, se tiene que

|f(z) − f(w)| ≤
√

2‖f‖|w − z|
mı́n{(1 − |w|2), (1 − |z|2)} 3

2

.

Si ahora sustituimos a z por ϕn(z) y a w por ϕn(0), obtenemos

|f(ϕn(z)) − f(ϕn(0))| ≤ C
|ϕn(z) − ϕn(0)|

mı́n{(1 − |ϕn(z)|2), (1 − |ϕn(0)|2)} 3
2

≤ C

n2
n

3
2

=
C√
n

donde C representa constantes que dependen de f , z y ϕ pero no de n.
Luego, ĺım

n−→∞
f(ϕn(z)) − f(ϕn(0)) = 0.

Finalmente, supongamos que g ∈ H2 es un punto ĺımite de la órbita
de f bajo Cϕ, entonces existe una subsucesión ϕnk tal que f ◦ϕnk −→ g
en H2 y por lo tanto f(ϕnk(z)) −→

k
g(z) para cada z ∈ D; luego,

g(z) − g(0) = ĺım
n−→∞

(f(ϕnk(z)) − f(ϕnk(0))) = 0.

Aśı g es constante y esto termina la demostración. �

3. Operadores de Composición Ćıclicos en H2(D)

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento ćıclico de los oper-
adores de composición en H2(D) con śımbolo ϕ en TFL(D). Puesto que
ciclicidad es una propiedad “más débil” que hiperciclicidad, podŕıan ex-
istir operadores de composición ćıclicos en H2(D) que no sean hiperćıcli-
cos. El Teorema 6.8 nos dice que si ϕ no posee puntos fijos en D y no
es un no-automorfismo parabólico, entonces el operador de composición
inducido es hiperćıclico (y por lo tanto ćıclico) en H2(D); nos queda
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entonces preguntarnos ¿qué sucede en los dos casos restantes?; es decir
si ϕ posee puntos fijos en D o si es un no-automorfismo parabólico, ¿el
operador de composición inducido será ćıclico?. Esta pregunta es estudi-
ada en [20]; acá presentamos algunos de sus resultados. Queremos hacer
notar que la herramienta fundamental usada es la presencia de núcleos
reproductivos en el espacio H2(D).

Si ϕ es eĺıptica, es conjugada de una rotación ψ = eirπz y hay dos
posibilidades: que r sea irracional, o que r sea racional. En el segundo
caso resulta obvio que la órbita de cualquier elemento f ∈ H2(D) bajo
Cψ consiste en un conjunto finito y por lo tanto {Cnϕf : n = 0, 1, 2, . . . }
tendrá la misma propiedad. En [20] se demuestra además que en el
primer caso el operador Cϕ es ćıclico en H2(D).

En el caso en que ϕ sea parabólica, de acuerdo al Teorema 6.8, se
tiene que el operador Cϕ es hiperćıclico en H2(D) a menos que ϕ sea
un no-automorfismo; sin embargo, en [20] también se muestra que Cϕ
es ćıclico en H2(D).

Los casos restantes son descritos en el siguiente resultado. Recorde-
mos que cada ϕ ∈ TFL(D) no parabólica, distinta de la identidad, posee
exactamente dos puntos fijos, y como consecuencia del Lema de Schwarz
se tiene que ambos no pueden pertenecer a D, esto nos deja solamente
dos casos.

Teorema 6.13. Sea ϕ ∈ TFL(D) no eĺıptica ni parabólica y distinta
de la identidad con un puntos fijos z1 ∈ D y z2 ∈ Dc, entonces:

(i) Si z2 ∈ ∂D, entonces Cϕ no es ćıclico.

(ii) Si z2 ∈ Dc, entonces Cϕ es ćıclico.

En el Cuadro 1 resumimos los resultados sobre ciclicidad e hiperci-
clicidad en H2(D) de los operadores de la forma Cϕ con ϕ ∈ TFL(D).

Es importante el hecho de que en los espacios de Hilbert funcionales
anaĺıticos, se tiene la “propiedad generalizada de traslación” C∗

ϕ(Kw) =
Kϕ(w) para el adjunto de cualquier operador de composición definido
en dicho espacio y para cualquier núcleo reproductivo del mismo; es-
to nos permite hacernos preguntas mas generales sobre la ciclicidad de
los operadores adjuntos de operadores de composición. El siguiente es
un resultado parcial que permite “decidir” cuándo un núcleo reproduc-
tivo de H2(D) es un vector ćıclico para el adjunto de un operador de
composición.
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ϕ Caracteŕıstica
Dinámica

de Cϕ

Eĺıptica
≅ eiπαz, α ∈ I

≅ eiπαz, α ∈ Q

ćıclico y no hiperćıclico

no ćıclico

No Eĺıptica
Ptos. fijos en Dc

No un no-automorf. parab.

no-automorf. parab.

hiperćıclico

ćıclico y no hiperćıclico

No Eĺıptica
Un pto. fijo en D

Pto. fijo en Dc

Pto. fijo en ∂D

ćıclico y no hiperćıclico

no ćıclico

Cuadro 1. Comportamiento dinámico de Cϕ en H2(D)

Teorema 6.14. Sea ϕ ∈ Hol(D). Entonces:

1. Si existe x ∈ D tal que
∞∑

n=1

(1 − |ϕn(x)|) = ∞, entonces C∗
ϕ es

ćıclico en H2(D) y Kx es un vector ćıclico para dicho operador.

2. Si en cambio

∞∑

n=1

(1−|ϕn(x)|) <∞ para todo x ∈ D, entonces los

núcleos reproductivos de H2(D) no pueden ser vectores ćıclicos
para C∗

ϕ.

Demostración. Para demostrar la primera parte obsérvese que si
∞∑

n=1

(1−|ϕn(x)|) = ∞, entonces la sucesión {ϕn(x)}∞n=1 no es una sucesión

de Blaschke y por lo tanto si f ∈ H2(D) es tal que 〈f, (C∗
ϕ)nKx〉 = 0

para todo entero positivo n, entonces

0 = 〈(Cϕ)nf,Kx〉
= 〈f ◦ ϕn,Kx〉
= f(ϕn(x))

para todo entero positivo n. Esto implica que f ≡ 0. Aśı Kx es un vector
ćıclico para C∗

ϕ.
Para demostrar la segunda parte del Teorema basta tomar a la fun-

ción f ∈ H2(D) como el producto de Blaschke correspondiente a la
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sucesión {ϕn(x)}∞n=1 y observar que para todo entero positivo n,

〈f, (C∗
ϕ)nKx〉 = f(ϕn(x)) = 0

pero f 6= 0. Esto nos permite concluir que Kx no es un vector ćıclico
para Cϕ de donde se sigue el resultado.

�

Nota 6.15. En la primera parte del Teorema anterior puede susti-
tuirse H2(D) por cualquier espacio de Hilbert funcional anaĺıtico; sin
embargo, para asegurar en la segunda parte la existencia de un vector
ortogonal a la órbita de Kx, es necesario que el espacio contenga a todo
producto de Blaschke correspondiente a las sucesiones {ϕn(x)}∞n=1 .

Otro punto importante es el siguiente: dada una combinación lin-

eal finita de núcleos reproductivos, digamos f :=
m∑

i=1

αiKwi , bajo las

hipótesis de la segunda parte del resultado anterior, obtenemos que
{ϕn(wi)}n∈N,1≤i≤m es una sucesión de Blaschke y su correspondiente
producto de Blaschke es un elemento ortogonal a la órbita de f . Aśı, las
combinaciones lineales de los núcleos reproductivos en H2(D) no pueden
ser tampoco vectores ćıclicos para C∗

ϕ.
Cabe entonces la siguiente pregunta: bajo las hipótesis de la segunda

parte del Teorema 6.14, ¿ningún elemento de H2(D) puede ser ćıclico
para C∗

ϕ?

4. Dinámica de Semigrupos de Operadores de Composición

En esta sección revisaremos algunos aspectos relacionados a la diná-
mica de operadores de composición utilizando la teoŕıa de semigrupos.
Comenzaremos recordando la noción de semigrupo de operadores.

Definición 6.16. SeaX un espacio vectorial topológico; una función
T : [0,∞) → B(X) (el álgebra de los operadores lineales y acotados en
X), es llamada un semigrupo de operadores si satisface las siguientes
condiciones:

(i) T (t)T (s) = T (t+ s), para todo s, t ∈ [0,∞).
(ii) T (0) = I (el operador identidad en X).

Denotaremos al operador T (t) como Tt y al semigrupo mediante
({Tt}t≥0, X). Si queda claro a partir del contexto que {Tt}t≥0 ⊂ B(X),
entonces nos referiremos al semigrupo simplemente como {Tt}t≥0.

Recuérdese que los iterados un operador de composición Cnϕ son los
operadores de composición Cϕn inducidos por los iterados de ϕ. Si ϕ
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posee “iterados fraccionales”; es decir, si podemos definir iterados de la
forma ϕt con t ∈ [0,∞), esto a su vez induce iterados fraccionales del
operador Cϕ; esto es,

Ctϕ(f) := Cϕt(f)

para cada t ≥ 0. A continuación estudiaremos un importante semigrupo
de operadores de composición inducido por iterados fraccionales.

En [52] J. Giménez encuentra interesantes propiedades de los oper-
adores de composición con śımbolo de la forma

φa(z) :=
z

az + (a+ 1)
, a > 0.

es fácil ver que para cada n, (φa)n ≡ φ(1+a)n−1, por lo que parece natural
definir (φa)t := φ(1+a)t−1 para t > 0 y (φa)0 como la aplicación identidad
en D. Veamos que {(φa)t}t≥0 induce un semigrupo de operadores de
composición. En efecto, la propiedad (ii) se tiene directamente de la
definición. Veamos que se satisface (i): para esto basta observar que

((φa)t ◦ (φa)s)(z) = φ(1+a)t−1(φ(1+a)s−1(z))

= φ(1+a)t−1

(
z

[(1 + a)s − 1]z + (1 + a)s

)

=
z

[(1 + a)t+s − 1]z + (1 + a)t+s

= (φa)t+s.

Luego estamos en presencia de una familia de iterados fraccionales de
φa que induce un semigrupo de operadores de composición dados por la
forma:

Ctφa := C(φa)t = Cφ(1+a)t−1
.

Nótese que para cualquier a > 0, la aplicación fraccional lineal φa posee

al 0 y al -1 como puntos fijos, luego si tomamos τ(z) :=
z

z + 1
entonces

τ−1(z) =
z

1 − z
, por lo tanto:

(τ ◦ φa ◦ τ−1(z) = τ

(
φa

(
z

1 − z

))

= τ

(
z

a+ 1 − z

)

=
z

a+ 1

y como a > 0 se tiene que φa es hiperbólica; aśı, podemos concluir del
Teorema 6.13 que el operador Cφa no puede ser ćıclico en H2(D). Sin
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embargo, ahora contamos con “mas iterados” en los cuales apoyarnos y
esto podŕıa traducirse en un “mejor” comportamiento ćıclico en algún
sentido, esto motiva la siguiente definición.

Definición 6.17. Sea T = {Tt}t≥0 un semigrupo de operadores
actuado sobre un espacio de Banach X, diremos que T es un semigrupo
ćıclico si existe un elemento x ∈ X tal que CLS{Tt(x) : t > 0} = X.
Análogamente, diremos que T es un semigrupo hiperćıclico si existe x ∈
X tal que {Tt(x) : t > 0} = X.

Obsérvese que si el operador Tt0 es ćıclico para algún t0 ≥ 0, entonces
el semigrupo {Tt}t≥0 también lo es. Surge entonces de manera natural la
pregunta: si un semigrupo {Tt}t≥0 es ćıclico, entonces ¿cada operador Tt
también lo es?. Esto es falso en general y la respuesta, como veremos, la
obtenemos a partir del semigrupo de operadores de composición definido
anteriormente.

Utilizaremos la siguiente notación. H2
0 (D) := zH2(D) es el espacio

constituido por las funciones f ∈ H2(D) tales que f(0) = 0. La familia
{zn : n = 1, 2, 3, . . . } es una base ortonormal de este espacio, el cual por
ser un subespacio de H2(D), es un espacio de Hilbert funcional anaĺıtico
y por lo tanto posee núcleos reproductivos que en este caso vienen dados
como:

K0
w(z) =

z

1 − wz
.

Tanto φa como cada (φa)t poseen como puntos fijos al 0 y al -1,
por lo tanto el Teorema 6.13 nos permite concluir que ningún operador
Ctφa puede ser ćıclico en H2(D); de hecho, en la demostración de 6.13

se concluye que la cápsula lineal de cualquier órbita de Ctφa tiene codi-

mensión infinita en H2(D). Luego los operadores Ctφa tampoco pueden

ser ćıclicos en H2
0 ; sin embargo, el semigrupo {Ctφa}t≥0 es ćıclico en H2

0

como mostramos a continuación.
Observemos, en primer lugar, que

φa(z) =
z

az + 1 + a
= −1

a

(
− a

1+a

)
z

1 +
(

a
1+a

)
z

= −1

a
K0
b ,

donde b = − a
1+a , de modo que cada φa ∈ H2

0 .

Fijemos s ≥ 0. Mostraremos que (φa)s es un vector ćıclico para el
semigrupo {Ctφa}t≥0. Supongamos que g ∈ H2

0 es ortogonal a la cápsula

lineal de {Ctφa(φa)s : t ≥ 0}, entonces
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0 = 〈g, Ctφa(φa)s〉 = 〈g, (φa)s ◦ (φa)t〉
= 〈g, (φa)s+t〉 = 〈g, φ(1+a)t+s−1〉

=

〈
g,

−1

(1 + a)t+s − 1
K0
c

〉

=
−1

(1 + a)t+s − 1
g

(
1

(1 + a)t+s
− 1

)
,

con c = − (1+a)t+s−1
(1+a)t+s

.

Luego g se anula a lo largo de la curva
{

1
(1+a)t+s

− 1 : t ≥ 0
}

y por

el Teorema de unicidad para funciones anaĺıticas se tiene que g ≡ 0. Aśı,
cada (φa)s, con s ≥ 0 es un vector ćıclico para el semigrupo {Ctφa}t≥0.

En [49], Frankfurt introduce la noción de cuasi-ciclicidad de semi-
grupos de operadores, mas tarde utilizada por Giménez en [53]; veremos
a continuación que que las nociones de semigrupos cuasi-ćıclicos y ćıcli-
cos realmente coinciden en espacios de Banach.

Sea X es un espacio de Banach. Un semigrupo T := {Tt}t≥0 ⊂ B(X)
se dice cuasi-ćıclico si existe una familia de vectores {xt}t>0 ⊂ X tal que
Ttxs = xt+s, para todo s, t > 0 y CLS{xs : s > 0} = X.

Teorema 6.18. [24] Un semigrupo de operadores actuando en un
espacio de Banach es cuasi-ćıclico si y solamente si es ćıclico.

Demostración. Sea X un espacio de Banach y T := {Tt}t≥0 ⊂
B(X) un semigrupo. Si T es ćıclico entonces existe un vector x0 ∈ X
tal que CLS{Ttx0 : t ≥ 0} = X, basta entonces definir para cada s > 0,
xs := Tsx0 y se tiene que T es cuasi-ćıclico.

Rećıprocamente, supongamos que T es cuasi-ćıclico, entonces existe
una familia {xs}s>0 con las propiedades descritas anteriormente; para
cada entero positivo x, definamos

An := CLS{xs : s > 1/n},
entonces para cada n, An es un subespacio cerrado de X y An ⊂ An+1,
luego el Teorema de categoŕıa de Baire nos permite asegurar la existencia
de un entero positivo n0 tal que An0 tiene interior no vaćıo y puesto que
An0 es un subespacio vectorial de X, concluimos que An0 = X. Aśı, si
tomamos x0 := x 1

n0

, entonces Tsx0 = Tsx 1
n0

= x 1
n0

+s y por lo tanto

CLS{Tsx0 : s > 0} = CLS{xs : s > 1/n0} = An0 = X.

�
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Teorema 6.19. Sea H un espacio de Hilbert funcional anaĺıtico y
Φ := {φt : D −→ D : t ≥ 0} una familia de iterados fraccionales uni-
valentes tales que φt no posean puntos fijos en D si t 6= 0. Entonces el
adjunto, {C∗

φt
}t≥0 ⊂ B(H), del semigrupo de operadores de composición

inducido por Φ es ćıclico.

Demostración. Tomemos cualquier w ∈ D y sea Kw ∈ H el
correspondiente núcleo reproductivo. Las hipótesis sobre Φ garantizan
que la aplicación t 7→ φt(w) define una curva contenida en D; de he-
cho, esta curva es simple ya que si t ≥ s y φt(w) = φs(w), entonces
(φs ◦ φt−s)(w) = φt(w) = φs(w), lo que implica (ya que φs es univa-
lente) que φt−s(w) = w; pero si t > s entonces φt+s no fija puntos en D,
aśı t = s.

Ahora bien, si g ∈ H entonces del Teorema de unicidad para fun-
ciones anaĺıticas se tiene que para todo t ≥ 0:

〈g, C∗
φtKw〉 = 0 ⇔ 〈g,Kφt(w)〉 = 0

⇔ g(φt(w)) = 0.

Luego, g ≡ 0. �

Nota 6.20. Si {tk}∞k=1 ⊂ [0,∞) es una sucesión convergente y no
eventualmente constante, entonces utilizando de nuevo el Teorema de
unicidad para funciones anaĺıticas y un razonamiento similar al anterior,
concluimos que LS{CφtkKw : k > 0} = H para cualquier w ∈ D.

Este resultado es una especie de generalización del Teorema 6.14
en el siguiente sentido. Bajo las condiciones del Teorema anterior se
tiene que 〈g, CφtkKw〉 = 0 para todo k si, y sólo si, g ≡ 0; es decir,

g(φtk(w)) = 0 para todo k si, y sólo si, g ≡ 0. Esto es, todos los núcleos
reproductivos deH2(D) son “vectores ćıclicos” para la familia {Cφtk}

∞
k=1.

En lo que sigue plantearemos algunas preguntas relacionadas con el
comportamiento hiperćıclico de semigrupos de operadores de composi-
ción. Es fácil ver que si X es un espacio de Banach separable, entonces
{Tt}t≥0 ⊂ B(X) es un semigrupo hiperćıclico de operadores si para todo
par de abiertos U y V en X existe t > 0 tal que Tt(U) ∩ V 6= ∅ . Es-
to nos permite establecer un criterio muy similar al que proporciona el
Teorema 6.9, esta vez para parámetro continuo, en relación a la hiperci-
clicidad de un semigrupo de operadores de composición. La demostración
del mismo es similar a la demostración del Teorema de Kitai (ver [100]).

Teorema 6.21. Dado un espacio de Banach separable X y un semi-
grupo de operadores T := {Tt}t≥0 ⊂ B(X) tales que:
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(i) Existe un subespacio Y denso en X tal que ‖Tty‖ −→
t

0 para

todo y ∈ Y .
(ii) Existe un subespacio Z denso en X y una familia (no necesari-

amente un semigrupo) {St}t≥0 ⊂ B(Z) tal que para cada t ≥ 0
TtSt es la identidad en Z y ‖Stz‖ −→

t
0 para todo z ∈ Z.

Entonces el semigrupo T es hiperćıclico.

Es claro que si un operador {Tt0} es hiperćıclico, entonces el semi-
grupo {Tt}t≥0 también lo es; el rećıproco es un problema abierto prop-
uesto en [8]. En dicho art́ıculo se prueba que todo espacio de Banach
complejo, separable e infinito dimensional admite un semigrupo hiper-
ćıclico.

Otro problema abierto es el siguiente (ver [100, 9]): ¿ Satisface todo
operador hiperćıclico el criterio de hiperciclicidad (Teorema 6.9)?. En
virtud del Teorema 6.21 planteamos la siguiente pregunta para el ca-
so de semigrupos: ¿Satisface todo semigrupo hiperćıclico el criterio de
hiperciclicidad?.

Hacemos notar que si un semigrupo de operadores {Tt}t≥0 satisface
el criterio de hiperciclicidad dado en el Teorema 6.21, entonces cada
operador Tt satisface el criterio de hiperciclicidad (6.9). Por lo tanto
una respuesta afirmativa a esta segunda pregunta responde a su vez
a la primera. Cabe también preguntarse: Si cada operador Tt satisface
el criterio de hiperciclicidad (6.9) ¿Satisface el semigrupo {Tt}t≥0 el
criterio de hiperciclicidad (6.21)?.

Otro aspecto relacionado con los conceptos presentados en este Ca-
ṕıtulo, es el estudio de transformaciones caóticas. Precisando:

Definición 6.22. Sea (X, d) un espacio métrico y T : X −→ X una
función. Se dice que T depende sensiblemente de las condiciones iniciales
si existe un δ > 0 tal que para todo ε > 0 y todo x ∈ X existe un punto
y ∈ B(x, ε) tal que d(Tnx, Tny) > δ para algún entero no negativo n.

Definición 6.23 (Devaney). Con las hipótesis de la definición an-
terior, T se dice una aplicación caótica si satisface las siguientes condi-
ciones:

1. Para todo par de abiertos U y V en X existe un entero no
negativo n tal que Tn(U) ∩ V 6= ∅

2. T depende sensiblemente de las condiciones iniciales.
3. Existe un subconjunto denso de puntos con órbita (respecto a
T ) finita.
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En [100] encontramos una demostración del siguiente hecho: Si X
es un espacio de Banach y T : X −→ X es una aplicación continua,
hiperćıclica y tal que existe un subconjunto denso de X de puntos cuya
órbita bajo T es finita (puntos periódicos), entonces T es caótica. Vemos
aśı que la teoŕıa del caos está ı́ntimamente relacionada con la noción de
hiperciclicidad. Para mayor información sobre las relaciones del caos con
los temas tratados en este art́ıculo, recomendamos [44, 14, 100].

En cuanto a ciclicidad, en el libro de Bourdon y Shapiro ([20]) se
resuelve totalmente el problema de identificar a los śımbolos anaĺıticos
que inducen operadores de composición en el espacio H2(D) y en [51]
se hace lo correspondiente para operadores de composición con śımbolo
fraccional lineal actuando en espacios tipo Dirichlet.

Finalmente, para un excelente resumen acerca del trabajo hecho en
los últimos años sobre hiperciclicidad de operadores lineales, recomen-
damos [55].



CAṔıTULO 7

Operadores de Composición, isometŕıas y

problemas relacionados.

Como se ha afirmado repetidas veces el gran objetivo de la teoŕıa
de los operadores de composición es estudiar propiedades de estos op-
eradores en términos de propiedades de los śımbolos que los inducen.
Se plantea naturalmente la posibilidad de utilizar propiedades de los
operadores inducidos que determinen propiedades del śımbolo.

En este Caṕıtulo consideraremos este tipo de cuestiones. Basados
en resultados de dos art́ıculos recientes, [77] y [78], de M. Mart́ın y
D. Vukotić, continuaremos estudiando operadores de composición en el
espacio de Dirichlet D. Concretamente, en la Sección 1, consideramos el
análogo en el espacio de Dirichlet a un problema propuesto por Walter
Rudin en el contexto de espacios de Hardy: ¿Cuándo para una función
ϕ anaĺıtica y acotada en el disco unitario D, que fija el 0, se cumple que
el conjunto {ϕn : n = 0, 1, 2, . . . } es ortogonal en D?, y en la Sección 2
se considerará el problema de caracterizar las aplicaciones anaĺıticas, del
disco unitario en śı mismo, univalentes y cuya imagen “llena” el disco,
en términos de la norma del operador de composición que ellas inducen.
Este problema es análogo a una cuestión planteada y resuelta por J.
Shapiro en [99] sobre funciones interiores, en el contexto del espacio
H2. Los resultados presentados aparecen en [27].

Escribiremos D0 para designar el subespacio de D formado por aque-
llas funciones en el espacio de Dirichlet que se anulan en 0, y usaremos
la notación ‖Cϕ : H → H‖ para designar la norma del operador de
composición inducido en el espacio H.

1. Funciones ortogonales en el espacio de Dirichlet.

El problema de describir los operadores de composición isométricos
en espacios de Hilbert de funciones anaĺıticas ha sido estudiado en di-
versos contextos. De hecho, Nordgren probó en [82] que el operador de
composición Cϕ inducido en H2 por ϕ ∈ Hol(D) es una isometŕıa en H2

119
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si y sólo si ϕ(0) = 0 y ϕ es una función interior (ver también [39, p.
321]). En A2 es una consecuencia fácil del Lema de Schwarz que ϕ induce
un operador de composición isométrico si y sólo si ϕ es una rotación.

Recientemente, M. Mart́ın y D. Vukotić probaron en [78] que en D,
el espacio de Dirichlet en el disco unitario, los operadores de composición
isométricos son aquellos inducidos por aplicaciones univalentes y llenas,
del disco en śı mismo, que fijen el origen. Recordemos que ϕ ∈ Hol(D)
es una aplicación llena si A[D \ ϕ(D)] = 0.

W. Rudin en 1988 propuso el siguiente problema: Si ϕ es una apli-
cación anaĺıtica y acotada en el disco unitario D tal que el conjunto
{ϕn : n = 0, 1, 2, . . . } sea ortogonal en H2, ¿ϕ debe ser un múltiplo con-
stante de una función interior? C. Sundberg [108] y C. Bishop [11]
resolvieron independientemente el problema. En efecto, ellos probaron
que existen funciones ϕ que no son interiores pero para las cuales el
conjunto {ϕn} es ortogonal en H2.

Como afirman M. Mart́ın y D. Vukotić en [78], su caracterización
de los operadores de composición isométricos actuando en D puede ser
interpretada como sigue: las aplicaciones univalentes, llenas, del disco,
que fijan el origen son la contrapartida en el espacio de Dirichlet, de las
funciones interiores que fijan el origen, con respecto a los operadores de
composición en H2. Aśı pues, es natural proponer la siguiente cuestión:
¿Cuándo se cumple, para una función ϕ anaĺıtica y acotada en el disco
unitario D, que fije el 0, que el conjunto {ϕn : n = 0, 1, 2, . . . } es ortog-
onal en D? Recordemos que una función anaĺıtica y acotada en D no
pertenece necesariamente a D, luego nosotros asumiremos, en este con-
texto que ϕ está en D (y por tanto, como D ∩ H∞ es un álgebra, que
{ϕn} está en D).

Acá responderemos la cuestión planteada en el caso en que nϕ es es-
encialmente acotada, esto es: existe una constante C tal que nϕ(w) ≤ C
para los w ∈ D excepto, posiblemente, por aquellos en un conjunto de
área cero. Nuestro resultado es análogo a una caracterización dada por
P. Bourdon en [16] en el contexto de H2: las funciones que satisfacen
las hipótesis del problema de Rudin son aquellas aplicaciones ϕ tales
que su función conteo de Nevanlinna Nϕ es esencialmente radial. Nues-
tra hipótesis que nϕ es esencialmente acotada es claramente más fuerte
que asumir solamente que ϕ pertenece al espacio de Dirichlet y posible-
mente pueda ser debilitada. Nuestras pruebas se apoyan en las técnicas
utilizadas en [16].
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Teorema 7.1. Sea ϕ ∈ Hol(D) con ϕ(0) = 0. El conjunto {ϕn : n =
0, 1, 2, . . . } es ortogonal en D si y sólo si existe una función g : [0, 1) →
[0,∞) tal que para casi todo r ∈ [0, 1), nϕ(reiθ) = g(r) para casi todo
θ ∈ [0, 2π] (esto es, nϕ es esencialmente radial).

Demostración. Supóngase que nϕ es esencialmente radial. Sean
n > m enteros no negativos. Se tiene

〈ϕn, ϕm〉D = nm

∫

D

ϕ(z)n−1ϕ(z)m−1|ϕ′(z)|2 dA(z)

= nm

∫

D

wn−1wm−1nϕ(w) dA(w)

= nm

∫ 1

0
rn+m−1

[
1

π

∫ 2π

0
ei(n−m)θnϕ(reiθ) dθ

]
dr

= nm

∫ 1

0
rn+m−1g(r)

[
1

π

∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ

]
dr

= 0.

Inversamente, si {ϕn : n = 0, 1, 2 . . . } es ortogonal en D. Sea k un entero
positivo arbitrario. Para cada entero n > k, tenemos

0 = 〈ϕn, ϕn−k〉D = n(n− k)

∫

D

ϕ(z)n−1ϕ(z)n−k−1|ϕ′(z)|2 dA(z)

= n(n− k)

∫

D

wn−1wn−k−1nϕ(w) dA(w)

= n(n− k)

∫ 1

0
r2n−k−1

[
1

π

∫ 2π

0
eikθnϕ(reiθ) dθ

]
dr.

Las funciones fk(r) :=
∫ 2π
0 eikθnϕ(reiθ) dθ pertenecen a L2[0, 1] pues nϕ

es esencialmente acotada (ésta es la única aparición de esta hipótesis) y
la ecuación anterior dice que ellas son ortogonales en L2[0, 1] al conjun-
to de las funciones

{
r 7→ r2n−k−1 : n > k

}
. Por una ligera variación del

Teorema de Müntz-Szasz (cf. [16]), el espacio vectorial generado por este
conjunto es denso en L2[0, 1], y aśı fk(r) = 0 para casi todo r ∈ [0, 1].

Tomando conjugados complejos, vemos que
∫ 2π
0 eijθnϕ(reiθ) dθ = 0 para

todo j 6= 0, y casi todo r ∈ [0, 1]. Aśı que θ 7→ nϕ(reiθ) es esencialmente
constante para casi todo r. �

La siguiente Proposición describe las aplicaciones anaĺıticas de D en
śı mismo que satisfacen las propiedades indicadas en las condiciones del
Teorema anterior.
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Proposición 7.2. Supóngase que ϕ ∈ Hol(D) y su función conteo es
esencialmente acotada y esencialmente radial. Entonces ϕ es un múltiplo
constante de una aplicación llena de D.

Demostración. Suponga que ϕ no es constante. Si el rango de ϕ
contiene un punto en el ćırculo Sr =

{
reiθ : θ ∈ [0, 2π]

}
, ϕ(D) contiene

un arco de ese ćırculo pues el rango es un subconjunto abierto de D.
En este arco nϕ ≥ 1, y aśı el rango de ϕ puede omitir únicamente un
subconjunto de Sr de θ-medida cero, pues nϕ es esencialmente constante
en Sr. Luego el rango de ϕ contiene casi todos los puntos en el disco
{z : |z| < ‖ϕ‖∞}. �

2. Aplicaciones llenas y operadores de composición

En el espacio de Hardy, J. Shapiro [99] caracterizó, en términos de
sus normas, aquellos operadores de composición Cϕ cuyo śımbolo es una
función interior. En efecto, J. Shapiro probó:

1. Si ϕ(0) = 0 entonces ϕ es interior si y sólo si

‖Cϕ : H2
0 → H2

0‖ = 1,

donde H2
0 es el subespacio de las funciones en H2 que se anulan

en 0, y
2. Si ϕ(0) 6= 0 entonces ϕ es interior si y sólo si

‖Cϕ : H2 → H2‖ =

√
1 + |ϕ(0)

1 − |ϕ(0)| .

Presentaremos a continuación los resultados de nuestras investiga-
ciones sobre cuestiones análogas en el espacio de Dirichlet.

En [77] M. Mart́ın y D. Vukotić calculan la norma del operador de
composición Cϕ inducido en D por una aplicación univalente, llena ϕ en
Hol(D). Ellos obtienen que

(7.1) ‖Cϕ : D → D‖ =

√
L+ 2 +

√
L(4 + L)

2
,

donde L = log 1
1−|ϕ(0)|2

, y prueban que esta es una cota superior para las

normas de operadores de composición actuando en el espacio de Dirichlet
inducidos por śımbolos univalentes.

Los resultados en [99] y el paralelismo mencionado anteriormente
entre las aplicaciones del disco, univalentes y llenas, que fijan el origen
y las funciones interiores que igualmente fijan el origen, nos llevan a
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ϕ(D)
D

1−1
t

bb

Figura 1

investigar si la igualdad en la ecuación (7.1) caracteriza las funciones
univalentes, llenas del disco dentro de las aplicaciones univalentes de
Hol(D).

Además, el resultado principal en [78] dice que ϕ ∈ Hol(D), ϕ(0) = 0,
es univalente y llena, si y sólo si Cϕ es una isometŕıa en D, y por tanto
en D0, luego en particular su restricción a D0 tiene norma 1. ¿Es cierto
el rećıproco?

Es fácil ver que esto no es verdad. En efecto, sea ϕt, t ≥ 1, la
transformación fraccional lineal dada por

ϕt(z) =
2z

(1 − t)z + (1 − z)
, z ∈ D.

Se ve fácilmente que ϕt(D) ⊂ D, ϕt(0) = 0, ϕt(1) = 1, y ϕt(−1) = −1/t
(ver la Figura 1). Si t > 1 claramente ϕt no es llena, pero un cálculo
en [50, Cor. 6.1] prueba que ‖Cϕ : D0 → D0‖ = 1 cuando ϕ es una
transformación fraccional lineal de D con un punto fijo en la frontera.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado, análogo a los resultados
en [99].

Teorema 7.3. Supóngase que ϕ es una aplicación anaĺıtica y uni-
valente de D en śı mismo, con nϕ esencialmente radial y ϕ(0) = 0.
Entonces ϕ es una aplicación llena si y sólo si

‖Cϕ : D0 → D0‖ = 1.
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Demostración. Vimos antes una dirección. Para el rećıproco, su-
ponga que ϕ es una aplicación anaĺıtica y univalente de D en śı mismo,
con nϕ esencialmente radial, ϕ(0) = 0, y que ϕ no es una aplicación
llena.

Probaremos que la restricción de Cϕ a D0 tiene norma menor que
1. Tenemos que ϕ(D) está contenido en el disco D(0, ρ) = {z : |z| <
‖ϕ‖∞ = ρ} con A[ϕ(D) \D(0, ρ)] = 0 y 0 < ρ < 1 (cf. la prueba de la
Proposición 7.2.)

Escribimos

g(r) :=
1

π

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|2 dθ,

y como |f ′|2 es subarmónica en D entonces g es monótona creciente para
0 ≤ r < 1. A partir de la fórmula de cambio de variable obtenemos:

‖Cϕ‖2
D =

∫

D

|f ′(ϕ(z))|2 |ϕ′(z)|2 dA(z)

=

∫

ϕ(D)
|f ′(w)|2 dA(w)

=

∫ ρ

0
g(r) r dr.

y aśı:

‖f‖2
D =

∫

D

|f ′(w)|2 dA(w) =

∫ ρ

0
g(r) r dr +

∫ 1

ρ
g(r) r dr

≥
∫ ρ

0
g dr +

1 − ρ2

2
g(ρ)

=

∫ ρ

0
g dr +

(1 − ρ2)/2

ρ2/2
(ρ2/2)g(ρ)

≥
∫ ρ

0
g dr +

(1 − ρ2)/2

ρ2/2

∫ ρ

0
g(r) r dr

=

(
1 +

(1 − ρ2)/2

ρ2/2

)∫ ρ

0
g(r) r dr

=

(
1 +

(1 − ρ2)/2

ρ2/2

)
‖Cϕ‖2

D,

para cada f ∈ D0. Esto lleva al resultado deseado: la restricción de Cϕ

a D0 tiene norma ≤ ν =
(
1 + (1−ρ2)/2

ρ2/2

)−1/2
< 1. �
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En el próximo Teorema, consideraremos el caso ϕ(0) 6= 0. La prueba
sigue de cerca la de [99, Th. 5.2]).

Teorema 7.4. Supóngase que ϕ es una aplicación anaĺıtica y uni-
valente de D en śı mismo, con nϕ esencialmente radial y ϕ(0) 6= 0.
Entonces ϕ es una aplicación llena si y sólo si

‖Cϕ : D → D‖ =

√
L+ 2 +

√
L(4 + L)

2
,

donde L = log 1/(1 − |ϕ(0)|2).

Demostración. La necesidad es parte de [77, Th. 1]. Para el re-
ćıproco, supóngase que ϕ es una aplicación anaĺıtica y univalente de
D en śı mismo con nϕ esencialmente radial, tal que ϕ(0) = p 6= 0,
y sin embargo ϕ no es una aplicación llena. Queremos probar que la

norma de Cϕ es estrictamente menor que

√
L+2+

√
L(4+L)

2 , donde L =

log 1/(1 − p2).
Para ello consideramos αp, el automorfismo estándar de D que in-

tercambia p con el origen, esto es

αp :=
p− z

1 − pz
, z ∈ D.

Escribimos ϕp = αp ◦ ϕ, el cual es 0 en el origen. Como esta función
es univalente y aplica D en śı mismo, con función conteo esencialmente
radial, pero no es llena, el Teorema 7.3 afirma que la restricción del
operador Cϕp a D0 tiene norma ν menor que 1.

Como αp es su propio inverso, ϕ = αp ◦ ϕp, y aśı, para cada f ∈ D:

Cϕf = Cϕp(f ◦ αp) = Cϕpf + f(p),

donde g = f ◦ αp − f(p).
La función Cϕpg pertenece a D0 y aśı:

‖Cφf‖D =‖Cϕpg‖2
D + |f(p)|2(7.2)

≤ ν2‖g‖2
D + |f(p)|2

= ν2‖(Cαpf) − f(p)‖2
D + |f(p)|2.

Como 〈h, 1〉D = h(0) para cada h ∈ D,

〈Cαpf, f(p)〉D = f(p)Cαpf(0) = |f(p)|2,
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y obtenemos

‖(Cαpf) − f(p)‖2
D = ‖Cαpf‖2

D − 2ℜ〈Cαpf, f(p)〉D + |f(p)|2

= ‖Cαpf‖2
D − 2|f(p)|2 + |f(p)|2

= ‖Cαpf‖2
D − |f(p)|2.

Esta identidad y la ecuación (7.2) llevan a,

‖Cαf‖2
D ≤ ν2‖Cαpf‖2

D + (1 − ν2)|f(p)|2.
Sabemos de [78, Th. 1] que ‖Cαp : D → D‖ = (L+ 2 +

√
L(4 + L))/2,

y tenemos el siguiente estimado para |f(p)|:
|f(p)| ≤ ‖f‖D‖Kp‖D =

√
1 + L‖f‖D,

entonces

‖Cαf‖2
D ≤

[
ν2

(
L+ 2 +

√
L(4 + L)

2

)
+ (1 − ν2)(1 + L)

]
‖f‖2

D,

y δ =

[
ν2

(
L+2+

√
L(4+L)

2

)
+ (1 − ν2)(1 + L)

]
< 1 pues p 6= 0 y L >

0. �

2.1. La norma esencial. Recordemos que la norma esencial de
un operador T en un espacio de Hilbert H es definida como ‖T‖e :=
ı́nf{‖T − K‖ : K es compacto }, esto es, la norma esencial de T es su
norma en el álgebra de Calkin. Como vimos en el Caṕıtulo 2,

(7.3) ‖Cϕ‖e = ĺım
n

‖CϕRn‖,

donde Rn denota la proyección ortogonal de H sobre znH.
En [99], se probó que una aplicación ϕ : D→ D es interior si y sólo

si la norma esencial de Cϕ en el espacio de Hardy es igual a
√

1+|ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Debido a las analoǵıas presentadas acá entre funciones interiores y fun-
ciones univalentes llenas, podemos preguntarnos: ¿Están las aplicaciones
llenas caracterizadas por el hecho que la norma esencial de Cϕ en el espa-

cio de Dirichlet sea igual a

√
L+2+

√
L(4+L)

2 ? donde L = log 1
1−|ϕ(0)|2

. La

respuesta es no, en efecto cada aplicación univalente llena tiene norma
esencial igual a 1 en el espacio de Dirichlet:

Teorema 7.5. Sea ϕ : D → D una aplicación univalente llena,
entonces ‖Cϕ‖e = 1 en el espacio de Dirichlet.
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Demostración. Suponga primero que ϕ(0) = 0, entonces como
notamos anteriormente, Cϕ es una isometŕıa y a partir de la ecuación
7.3 obtenemos:

‖Cϕ‖e = ĺım
n
{ sup
‖f‖=1

‖Rnf‖} = ĺım
n

‖Rn‖ = 1.

Si ϕ(0) = p 6= 0, entonces la función ϕp := αp ◦ ϕ es una aplicación
univalente llena que fija el origen y por lo tanto para cada función f ∈ D
con ‖f‖ = 1 tenemos que ‖CϕRnf‖ = ‖CαpRnf‖. Aśı, ‖Cϕ‖e = ‖Cαp‖e.

Pero en [25, Cor. 5.9], se prueba que la norma esencial de cualquier
operador de composición inducido por un automorfismo de D es igual a
1 y aśı se obtiene el resultado. �





CAṔıTULO 8

Operadores de composición en espacios de

funciones enteras

1. Introducción y preliminares

En éste caṕıtulo estudiaremos operadores de composición actuan-
do en algunos espacios de Hilbert constituidos por funciones enteras.
Recordemos que una función es entera si f ∈ Hol(C). Referimos al lec-
tor a [12] o [71] para los conceptos básicos de la teoŕıa de funciones
enteras que utilizaremos. Nuestra presentación sigue cercanamente la de
[26].

Dada una función entera f , estimamos su crecimiento radial por
medio de la función

Mf (r) := máx
|z|=r

|f(z)|.

Definición 8.1. Diremos que una función entera f es de orden fini-
to si se cumple la desigualdad Mf (r) < exp(rk) para valores suficien-
temente grandes de r y para alguna constante k > 0. El orden de una
función entera f de orden finito es definido como el ı́nfimo de los valores
de k para los cuales se satisface esta desigualdad asintótica.

Si una función entera f es de orden ρ, decimos que es de tipo finito si
para algún A > 0 se satisface la desigualdad Mf (r) < eAr

ρ
para valores

de r suficientemente grandes. El supremo de los valores A para los cuales
se satisface dicha desigualdad, será llamado el tipo de la función f .

Diremos que una función entera f , es de tipo exponencial σ si es de
orden ρ ≤ 1 y tipo σ ∈ (0,∞).

En la siguiente sección, estudiaremos operadores de composición en
el espacio de Paley-Wiener L2

π. Caracterizaremos los operadores de com-
posición acotados y compactos en L2

π. También investigaremos el com-
portamiento ćıclico de estos operadores. En la Sección 3, estudiaremos
operadores de composición en el espacio de Hilbert de funciones enteras
E2(γ) haciendo uso de algunas ideas presentadas en [28].

129
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2. Operadores de Composición en el espacio de
Paley-Wiener

2.1. El espacio de Paley-Wiener. El espacio de Paley-Wiener
L2
π es el espacio de aquellas funciones enteras de tipo exponencial menor

o igual que π cuyas restricciones a la recta real pertenecen al espacio
L2(−∞,∞) (cf. [12, 71]). L2

π con la norma dada por

‖f‖2
L2(−∞,∞) =

∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx,

es un subespacio cerrado de L2(−∞,∞) y, por lo tanto, un espacio de
Hilbert. Más aun, la desigualdad

|f(x+ iy)| ≤
√

2

π
eπ(|y|+1)‖f‖L2(−∞,∞),

nos permite concluir que L2
π es un espacio de Hilbert funcional. Se puede

ver (cf. [71]) que los núcleos reproductivos vienen dados por la siguiente
fórmula:

kw(z) =
sinπ(z − w)

π(z − w)
, (w ∈ C),

y que el conjunto {kn}n∈Z
es una base ortonormal en L2

π. Luego, como
consecuencia de la identidad de Parseval, tenemos la siguiente expresión
para la norma:

‖f‖2
L2(−∞,∞) =

∑

n∈Z

|f(n)|2.

Como es usual en este contexto, utilizaremos la notación:

sinc z :=
sinπz

πz
.

Como una consecuencia del bien conocido Teorema de Paley-Wiener,
la transformada de Fourier unitaria (la transformada de Fourier usual

normalizada) f̂ := F(f) de una función f ∈ L2
π tiene su soporte en

[−π, π]. Cada función f ∈ L2
π admite la representación

f(z) =
1√
2π

∫ π

−π
f̂(t)eitz dt, f̂ ∈ L2(−π, π),

donde L2(−π, π) denota al subespacio cerrado de L2(−∞,∞) constitu-
ido por aquellas funciones que son iguales a cero case siempre fuera del
intervalo (−π.π). Luego,

L2
π = F−1(L2(−π, π)).
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De hecho, la identidad de Parseval:

‖f‖L2(−∞,∞) = ‖f̂‖L2(−π,π),

muestra que la transformada de Fourier unitaria F : L2
π → L2(−π, π)

es un isomorfismo isométrico.

2.2. Acotación y Compacidad en L2
π. Como se reseña en [5],

los operadores de composición en el espacio de Paley-Wiener apare-
cen también el el área de procesamiento de señales. Una función f
en L2(−∞,∞) es considerada como una señal (con “enerǵıa finita”)
y pertenece al espacio de Paley-Wiener si su dominio de frecuencia (el
dominio de su transformada de Fourier unitaria) se encuentra limitada
a la banda [−π, π].

En este contexto, el śımbolo ϕ es llamado función de distorsión y el
operador f 7→ f ◦ ϕ es un operador de distorsión. En [5] (ver también
[6]) los autores consideran el caso ϕ : R → R. Estudiaremos el caso en
el que ϕ es una función entera. Primero, consideraremos el problema de
caracterizar los śımbolos ϕ tales que Cϕ es un operador de composición
acotado en L2

π.
Para caracterizar loas operadores de composición acotados en el es-

pacio de Paley-Wiener, usaremos los siguientes resultados demostrados
en [84] (ver también [5, 62]).

Teorema 8.2. Sea f y ϕ funciones enteras, con ϕ(0) = 0. Sea
F = f ◦ ϕ. Entonces existe una constante c ∈ (0, 1) tal que

MF (r) ≥Mf (cMϕ(r/2)).

Teorema 8.3 (Teorema de Pólya). Sean f y ϕ funciones enteras
tales que F = f ◦ ϕ es de orden finito. Entonces

1. ϕ es un polinomio y f es de orden finito, o
2. ϕ no es un polinomio, es una función de orden finito y f es de

orden 0.

El Teorema de Pólya implica que si una función de distorsión ϕ :
R→ R env́ıa funciones de banda limitada a funciones de banda limitada,
entonces ϕ es af́ın (cf. [5, 6]). En la prueba del siguiente lema usamos
las ideas dadas en [5] y [6].

Lema 8.4. Sea ϕ ∈ Hol(C) no nula, si el operador Cϕ env́ıa L2
π en

śı mismo, entonces ϕ es una aplicación af́ın.
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Demostración. Suponga que Cϕ(L2
π) ⊂ L2

π, entonces la función
sinc ◦ϕ pertenece a L2

π y como sinc tiene orden exactamente igual a
uno, el Teorema 8.3 implica que ϕ es un polinomio. Sea n el grado de ϕ.
Mostraremos que n = 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ϕ(0) = 0. Entonces
existe una constante positiva a tal que Mϕ(r) ≥ arn para r suficiente-
mente grande, y por el Teorema 8.2 existe una constante c, 0 < c < 1
tal que

Mf◦ϕ(r) ≥Mf (car
n/2n),

para cada función de orden uno en L2
π. Sea 0 < b < 1. Si el orden de f

es uno, entonces podemos hallar valores arbitrariamente grandes de R
para los cuales se tiene la desigualdad Mf (R) ≥ expRb. Luego, existen
valores arbitrariamente grandes de r tales que

Mf (car
n/2) ≥ exp(cabrnb/2nb).

Si f ◦ ϕ es de orden ρ ≤ 1, entonces existen constantes A y B tales que

Mf◦ϕ(r) ≤ A exp(Br),

para todo r. Aśı, existen valores arbitrariamente grandes de r tales que

exp(cabrnb/2nb) ≤ A exp(Br).

En consecuencia nb ≤ 1 y como 0 < b < 1, debe ocurrir que n = 1
(n > 0 pues si ϕ es constante, entonces Cϕ(L2

π) * L2
π). �

Teorema 8.5. Sea ϕ una función entera no constante. Entonces Cϕ
es acotado en L2

π si y sólo si ϕ(z) = az + b, (z ∈ C) con 0 < |a| ≤ 1, y
a ∈ R.

Demostración. Es fácil ver que el orden y el tipo de las funciones
enteras es preservado por traslaciones. El Teorema de Plancherel-Pólya
(cf. [71, Section 7.4]) muestra que

∫
|f(x+ s+ it)|2 dx =

∫
|f(x+ it)|2 dx ≤ ‖f‖L2(−∞,∞)e

2π|t|.

Por lo tanto, el espacio de funciones enteras de tipo exponencial ≤ π
que pertenecen a L2(−∞,∞) es invariante bajo traslaciones.

Ahora,
∫

|f(ax)|2 dx = (1/|a|)
∫

|f(x)|2 dx, (a ∈ R);
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por otro lado, si el orden de f(z) es ρ, entonces el orden de f(az) también
es ρ mientras que si el tipo de f(z) es σ, entonces el tipo de f(az) es
|a|ρσ.

Esto muestra además que si Cϕ(L2
π) ⊂ L2

π entonces ϕ(z) = az + b
con 0 < |a| ≤ 1. Para ver que a ∈ R basta mostrar que si ψ(z) = iz,
entonces la función f(z) = sinc z pertenece a L2

π pero f ◦ ψ 6∈ L2
π. En

efecto,

| sinc ix| =
|eπx − e−πx|

2πx
≥ eπx

2πx
− e−πx

2πx
≥ eπx

2πx
− 1

2π
, (x ≥ 1),

y si A > 0 es tal que eπx

2πx − 1
2π ≥ 1 cuando x ≥ A tenemos:

∫ ∞

−∞
| sinc ix|2 dx ≥

∫ ∞

A
| sinc ix|2 dx ≥

∫ ∞

A
1 dx = ∞.

�

Corolario 8.6. Ningún operador de composición en L2
π es com-

pacto.

Demostración. Claramente, Cϕ es compacto en L2
π si y sólo si

Cϕ−ϕ(0) es compacto.

Como f(n) → 0 cuando n → ±∞ para todo f ∈ L2
π, entonces la

sucesión de vectores ortonormales {kn}∞n=0 converge débilmente a cero.
Sin embargo, un cálculo sencillo muestra que

‖Cϕ−ϕ(0)(kn)‖ = 1/
√

|a|
para todo n. En consecuencia, Cϕ no puede ser compacto. �

2.3. El Adjunto de un operador de composición en L2
π.

Recordemos que, como consecuencia del Teorema de Paley-Wiener, la
función F es un isomorfismo isométrico entre los espacios L2

π y L2(−π, π).
Si f ∈ L2

π tenemos que:

f(z) =
1√
2π

∫ π

−π
f̂(t)eitz dt,

con f̂ ∈ L2(−π, π). Luego, si ϕ(z) = az+b, b = λ+iη, a ∈ R, 0 < a ≤ 1
(para simplificar el razonamiento asumiremos a > 0), entonces tenemos:

Cϕ(f)(z) = f(az + λ+ iη) =
1√
2π

∫ π

−π
f̂(t)eitazeiλte−ηt dt

=
1

a
√

2π

∫ aπ

−aπ
f̂
(x
a

)
eiλ(

x
a)e−η(

x
a)eixz dx.



134 8. ESPACIOS DE FUNCIONES ENTERAS

Por lo tanto, el operador Cϕ corresponde, v́ıa F, al operador Ĉϕ :
L2(−π, π) → L2(−π, π) definido como

(8.1) (Ĉϕ g)(x) :=
1

a
g
(x
a

)
χ(−aπ,aπ)(x)e

iλ(xa)e−η(
x
a),

Ahora sean f, g ∈ L2(−π, π), entonces

〈Ĉϕ g, f〉 =
1

2aπ

∫ aπ

−aπ
g
(x
a

)
eiλ

x
a e−η

x
a f(x) dx

=
1

2π

∫ π

−π
g(t)eiλte−ηtf(ta) dt

= 〈g, Ĉ∗
ϕ f〉.

En consecuencia, el operador C∗
ϕ corresponde, v́ıa F, al operador

(8.2) (Ĉ∗
ϕ f)(x) = e−iλxe−ηxf(ax), f ∈ L2(−π, π).

Como F es una isometŕıa, podemos calcular C∗
ϕ actuando en el es-

pacio de Paley-Wiener como sigue: Sea f ∈ L2
π y f̂ ∈ L2(−π, π) su

respectiva transformada de Fourier unitaria, entonces como 0 < a ≤ 1,
tenemos Ĉ∗

ϕf̂ ∈ L2(−π, π) y F−1(Ĉ∗
ϕf̂) ∈ L2

π. Ahora,

(F−1(Ĉ∗
ϕf̂))(z) =

1√
2π

∫ π

−π
e−iλxe−ηxf̂(ax)eizx dx

=
1

a
√

2π

∫ π

−π
f̂(t)e−iλ

t
a e−η

t
a eiz

t
a dt

=
1

a
√

2π

∫ π

−π
f̂(t)eit(

z−λ+iη
a ) dt

=
1

a
f

(
z − λ+ iη

a

)
.

Luego,

(8.3) (C∗
ϕf)(z) =

1

a
f

(
z − λ+ iη

a

)
, f ∈ L2

π.

Como consecuencia de la ecuación (8.3) obtenemos el siguiente re-
sultado.

Proposición 8.7. Un operador de composición Cϕ actuando L2
π es

normal si y sólo si ϕ(0) = 0.
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2.4. Comportamiento Ćıclico de Operadores de Composi-
ción en L2

π. Una noción “intermedia” entre ciclicidad e hiperciclicidad
es la llamada superciclicidad. Usando la notación del Caṕıtulo 4, dire-
mos que un operador lineal T : H → H actuando en sobre el espacio
de Hilbert de funciones anaĺıticas H es superćıclico si existe una función
f ∈ H tal que el conjunto de todos los múltiplos escalares de Orb(f, T )
es denso en H. Claramente, todo operador hiperćıclico es superćılcico y
todo operador superćıclico es ćıclico. Utilizaremos la ecuación (8.1) para
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 8.8. Ningún operador de composición en L2
π es superćıcli-

co.

Demostración. Sea ϕ(z) = az+ (λ+ iη) y supongamos que Cϕ es
superćıclico. Por simplicidad, asumamos que a > 0 y η > 0 (en el caso
general, las modificaciones necesarias son triviales). Entonces existe una
función g ∈ L2(−π, π), una sucesión {αk} en C, y una sucesión {nk}
en N tal que

{
αkĈ

nk
ϕ (g)

}
converge en L2(−π, π) a la función función

f ≡ 1. Tomando una subsucesión si es necesario, podemos asumir que
αkĈ

nk
ϕ (g)(x) → 1, para casi todo x, pero es fácil ver, usando la ecuación

(8.1) que ĺım
k→∞

αkĈ
nk
ϕ (g)(x) = 0 si a < 1.

Si a = 1, entonces Cϕ(g)(x) = g(x)eiλxe−ηx. Esto es, Cϕ es el oper-

ador de multiplicación Mh : g 7→ hg en L2(−π, π) con h(x) = eiλxe−ηx.
Utilizaremos ahora el criterio del ángulo para vectores superćıclicos [51].
Sea g ∈ L2(−π, π) \ {0}. Entonces la desigualdad de Bessel implica que
para todo k ∈ Z+

|〈
χ(−π,0)√

π
, e−kη(·)|g|〉|2 + |〈

χ(0,π)√
π
, e−kη(·)|g|〉|2 ≤ ‖e−kη(·)g‖2

y por lo tanto existe una constante ǫ > 0, que depende de g, tal que
para todo k ∈ Z+,

√
π

(∫ π

−π
e−2kηx|g(x)|2 dx

) 1
2

>

∫ π

0
e−kηx|g(x)| dx+ ǫ.

Luego

sup
k

∫ π
0 e−kηx|g(x)| dx

√
π
(∫ π

−π e
−2kηx|g(x)|2 dx

) 1
2

< sup
k

∫ π
0 e−kηx|g(x)| dx+ ǫ

√
π
(∫ π

−π e
−2kηx|g(x)|2 dx

) 1
2

≤ 1.
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Por lo tanto,

sup
k

|〈Mk
hg, χ(0,π)〉|

‖Mk
hg‖‖χ(0,π)‖

< 1.

En consecuencia, g no puede ser un vector superćıclico para el operador
Mh. �

2.5. Operadores de Composición en Lpπ. Consideremos ahora
los espacios de Paley-Wiener Lpπ, 1 ≤ p < ∞. Estos espacios están
constituidos por las funciones enteras de tipo exponencial ≤ π cuyas
restricciones a la recta real pertenecen al espacio Lp(−∞,∞).

Como se observó en el Caṕıtulo 2, la acotación y la compacidad de un
operador de composición Cϕ se encuentran cercanamente relacionadas
con las propiedades de medidas tipo Carleson asociadas con ϕ. En esta
sección, mostraremos resultados similares a los Teoremas 2.18, 2.19, 2.37
y 2.38; estos nos permitirán caracterizar la acotación y la compacidad
de los operadores de composición actuando entre espacios Lpπ. Hacemos
notar que la prueba del Teorema 8.5 puede ser modificada para obtener
el resultado correspondiente en espacios Lpπ . Sin embargo, pensamos que
los resultados de esta sección poseen un interés propio.

En lo que sigue, asumiremos que 1 ≤ p ≤ q <∞.
Diremos que una medida µ en R es una (p, q)-medida de Carleson

(para el espacio de Paley-Wiener) si el espacio Lpπ está acotadamente
contenido Lq(µ), es decir: si el operador inclusión i : Lpπ → Lq(µ) es
acotada. Si i es compacto, diremos que µ es una medida (p, q)-medida
compacta de Carleson (para el espacio de Paley-Wiener).

Para una función entera ϕ dada, definimos µϕ en R como:

µϕ(E) := l(ϕ−1(E)),

para todo subconjunto de Borel E de R, donde l denotes la medida
de longitud de arco. Se puede ver fácilmente que ‖Cϕ(f)‖Lq(−∞,∞) =

‖f‖Lq(µϕ) para toda función f ∈ Lpπ, por lo tanto si Cϕ : Lpπ → Lqπ es
acotado, entonces µϕ es una (p, q)-medida de Carleson. Más aun, si 1 < p
entonces Cϕ es compacto si y sólo si µϕ es una (p, q)-medida compacta
de Carleson.

A continuación presentamos algunas propiedades bien conocidas de
los espacios de Paley-Wiener Lpπ (1 ≤ p < ∞) que requeriremos mas
adelante (cf. [71, 20.1]).

Observación 8.9. 1. Ya que la función |f |p es subarmónica,
y como consecuencia del Teorema de Plancherel y Pólya, para
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cualquier x, y ∈ R tenemos:

|f(x+ iy)|p ≤ 2

π
eπ(|y|+1)‖f‖pLp(−∞,∞).

En particular, existe una constante K (que depende de p, pero
no de x ni de f) tal que

|f(x)|p ≤ K‖f‖pLp(−∞,∞).

2. Sea {λn} ⊂ C una sucesión y sean H, δ números positivos tales
que

|Imλn| ≤ H <∞, |λn − λm| ≥ δ para n 6= m.

Entonces, para cada f ∈ Lpπ,
∑

n

|f(λn)|p ≤ C‖f‖pLp(−∞,∞),

donde C depende de δ, y H pero no de f .
3. Si 1 < p < ∞, entonces para cualquier sucesión {ck} en lp(Z)

existe una única solución en Lpπ al problema de interpolación
f(k) = ck, k ∈ Z. Además, las normas de f y de la sucesión
{ck} son comparables, es decir, existen constantes m,M tales
que

m

(
∞∑

k=−∞

|f(k)|p
)1/p

≤ ‖f‖Lp(−∞,∞) ≤M

(
∞∑

k=−∞

|f(k)|p
)1/p

,

para toda función f ∈ Lpπ. En particular, esta última desigual-
dad implica que si 1 ≤ p < q <∞, entonces Lpπ ⊂ Lqπ.

En realidad, sólo necesitaremos el resultado para un prob-
lema mas sencillo: dado x0 ∈ R queremos hallar una función
f ∈ Lpπ tal que f(x0) = 1. Esto se obtiene al considerar la
sucesión ck = 0 si k 6= 0 y c0 = 1.

4. Desigualdad de Bernstein: (cf. [12, 11.1.2]) Si f es una función
entera de tipo exponencial τ y |f(x)| ≤ M para todo x ∈ R,
entonces |f ′(x)| ≤Mτ .

Teorema 8.10. Sea 1 ≤ p ≤ q <∞. Las siguiente afirmaciones son
equivalentes:

1. µ es una (p, q)-medida de Carleson.
2. Para cada r > 0 existe una constante C tal que µ(D(x, r)) ≤ C

para todo x ∈ R.
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3. Existe r > 0 y una constante C tal que µ(D(x, r)) ≤ C para
todo x ∈ R.

Demostración. Las afirmaciones (2) y (3) son claramente equiva-
lentes.

(3)⇒(1): Sea C > 0 tal que µ(D(x, 1)) < C para cada x ∈ R y
sea xn ∈ [n, n + 1] tal que |f(xn)| = máx[n,n+1] |f(x)|. Entonces, de-
scomponemos la sucesión {xn} en dos subsucesiones: {λn} y {λ′n}, con
|λn − λm| ≥ 1/2 y |λ′n − λ′m| ≥ 1/2 si n 6= m. Ahora,

(∫
|f |q dµ

) 1
q

=

(
∞∑

n=−∞

∫ n+1

n
|f |q dµ

) 1
q

≤
(

∞∑

n=−∞

|f(xk)|qµ([n, n+ 1])

) 1
q

≤ C
1
q

(
∞∑

n=−∞

|f(xk)|q
) 1

q

≤ C
1
q

(
∞∑

n=−∞

|f(xk)|p
) 1

p

= C
1
q

(
∞∑

n=−∞

|f(λk)|p +

∞∑

n=−∞

|f(λ′k)|p
) 1

p

≤ C
1
q (2K)

1
p ‖f‖Lp(−∞,∞),

donde la constante K es como en 8.9(2).
(1)⇒(3): SeanK yM constantes tales que |f(x)| ≤ K‖f‖Lp(−∞,∞) ≤

KM
(∑∞

k=−∞ |f(k)|p
)1/p

, para todo x ∈ R, f ∈ Lpπ (cf. 8.9(1 y 3)). Sea
r > 0 tal que πKMr < 1. Si (c) es falsa, entonces para cada n ∈ N
existe xn en R tal que µ(D(xn, r) > n. Pero para cada n ∈ N, existe
fn ∈ Lpπ tal que fn(xn) = 1 y ‖fn‖Lp(−∞,∞) ≤ M , (cf. 8.9(3)). Luego,
la desigualdad de Bernstein (8.9 (4)) implica que |f ′n(x)| ≤ πKM para
todo x ∈ R, n ∈ N, y aplicando el Teorema del valor medio tenemos que:

1− |fn(x)| ≤ |1− fn(x)| = |fn(xn)− fn(x)| = |f ′n(ξ)| |x− xn| ≤ πKMr,

para todo x ∈ D(xn, r) y algún número real ξ en esta bola.
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Finalmente, tenemos∫
|fn|q dµ ≥

∫

D(xn,r)
|fn|q dµ ≥ (1 − πKMr)qn,

lo que contradice el hecho que µ es una medida de Carleson y por lo
tanto existe una constante C > 0 tal que ‖fn‖Lq(µ) ≤ C‖fn‖Lp(−∞,∞) ≤
CM �

Para medidas compactas de Carleson tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.11. Sea 1 < p ≤ q < ∞. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. µ es una (p, q)-medida compacta de Carleson.
2. Para cada r > 0 µ(D(x, r)) → 0 cuando x→ ∞.
3. Existe r > 0 tal que µ(D(x, r)) → 0 cuando x→ ∞.

Demostración. Nuevamente, las afirmaciones (2) y (3) son clara-
mente equivalentes.

(3)⇒(1): Sea {fn} una sucesión en Lpπ que converge débilomente
a cero; es decir, la sucesión

{
‖fn‖Lp(−∞,∞)

}
es acotada (sin pérdida

de generalidad podemos asumir que es acotada por 1), y fn converge
uniformemente en conjuntos compactos a cero. Veremos que

∫
|fn|q dµ→

0.
Como en la prueba del Teorema anterior, para cada n escogemos la

sucesión {xn,k}k como sigue: xn,k será el número en el intervalo [k, k +
1] en el cual |fn| alcanza su máximo. Entonces, descomponemos esta

sucesión en dos subsucesiones {λn,k} y
{
λ′n,k

}
de manera que |λn,k −

λn,j | ≥ 1/2 y |λ′n,k − λ′n,j | ≥ 1/2 cuando k 6= j. Por la observación

8.9(2), existe una constante C tal que
∑

k |fn(λn,k)|p ≤ C‖fn‖pLp(−∞,∞)

(y
∑

k |fn(λ′n,k)|p ≤ C‖fn‖pLp(−∞,∞)) para todo n. Luego para todo n ∈
N:
(
∑

k∈Z

|fn(xn,k)|q
) 1

q

≤
(
∑

k∈Z

|fn(xn,k)|p
) 1

p

≤ (2C)
1

p ‖fn‖Lp(−∞,∞) ≤ (2C)
1

p .

Dado ǫ > 0, tomamos N ∈ N tal que µ(D(x, 1)) < ǫq

(4C)
q
p

si |x| ≥ N ,

y si n es lo suficientemente grande tal que |fn(x)|q ≤ ǫ
2µ([−N,N ]) para

todo x en el conjunto compacto [−N,N ], entonces
∫ N

N
|fn|q dµ ≤ ǫ

2
.
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Aśı

(∫

|x|>N
|fn|q dµ

) 1
q

≤

(
∞∑

k=N

|fn(xn,k)|qµ([k, k + 1]) +
∞∑

k=N

|fn(xn,−k−1)|qµ([−k − 1,−k])
) 1

q

≤
(

ǫ

8C

∞∑

k=N

|f(xn,k)|q +
ǫ

8C

∞∑

k=N

|f(xn,−k−1)|q
) 1

q

≤ ǫ/2,

luego,
∫
|fn|q dµ < ǫ para tal n.

(1)⇒(3): Al igual que en la prueba de (1)⇒(3) en el Teorema 8.10 (y
con esa notación) tomamos r > 0 tal que πKMr < 1. Si la afirmación (3)
es falsa, entonces existe ǫ > 0 y una sucesión {xn} ⊂ R tal que xn → ∞
y µ(D(xn, r) ≥ ǫ. Podemos asumir que estos discos son disjuntos. Ahora
tomamos fn ∈ Lpπ con fn(xn) = 1 y ‖fn‖pLp(−∞,∞) ≤M .

Como el operador inclusión i : Lpπ → Lq(µ) es compacto, podemos
asumir (tomando una subsucesión si es necesario) que fn → f ∈ Lq(µ).

Nuevamente, al igual que en la prueba del Teorema 8.10, usamos la
desigualdad de Bernstein y el Teorema del valor medio, para ver que
|fn(x)| ≥ 1 − πKMr en la bola D(xn, r) para cad n, y entonces

∫
|fn|q dµ ≥

∫

D(xn,r)
|fn|q dµ ≥ (1 − πKMr)qǫ.

Ahora, observando que

‖fn − f‖Lq(µ) ≥
(∫

D(xn,r)
|fn − f |q dµ

)1/q

≥
(∫

D(xn,r)
|fn|q dµ

)1/q

−
(∫

D(xn,r)
|f |q dµ

)1/q

≥ (1 − πKMr)ǫ1/p −
(∫

D(xn,r)
|f |q dµ

)1/q

,



3. OPERADORES DE COMPOSICIÓN EN LOS ESPACIOS E2(γ) 141

obtenemos
(∫

D(xn,r)
|f |q dµ

)1/q
≥ (1 − πKMr)ǫ1/p − ‖fn − f‖Lq(µ), y

como ‖fn − f‖Lq(µ) → 0, entonces existe n ≥ N tal que

∫

D(xn,r)
|f |q dµ ≥

(
(1 − πKMr)ǫ1/p

2

)q
.

Pero ∫
|f |q ≥

∑

n≥N

∫

D(xn,r)
|f |q dµ,

lo que es una contradicción pues f ∈ Lq(µ). �

Una consecuencia importante de esta caracterización es el hecho que
la condición para las medidas de Carleson (respectivamente, medidas
compactas de Carleson) es independiente de p y q, 1 ≤ p ≤ q < ∞. De
este hecho y de la sección 2.2 podemos concluir lo siguiente:

Teorema 8.12. Sea 1 < p ≤ q <∞ y suponga que Cϕ actúa de Lpπ
a Lqπ. Entonces

1. Cϕ es acotado si y sólo si ϕ(z) = az+b, con 0 < |a| ≤ 1, a ∈ R.
2. Cϕ no es compacto.

3. Operadores de Composición en los Espacios E2(γ)

3.1. Espacios E2(γ). De acuerdo a Chan y Shapiro [28], una
función entera γ(z) =

∑
γnz

n es llamada una función de comparación
si γn > 0 para todo n y si la sucesión γn+1/γn decrece a cero cuando
n → ∞. En caso que la sucesión (n + 1)γn+1/γn decrezca de manera
monótona a τ ≥ 0, entonces decimos que γ es una función admisible de
comparación.

Para cada función de comparación γ, definimos E2(γ) como el espa-
cio de Hilbert de funciones enteras

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n,

tales que

‖f‖2
2,γ :=

∞∑

n=0

γ−2
n |an|2 <∞.
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En este caso, el producto interior de E2(γ) es dado por

〈
∞∑

n=0

anz
n,

∞∑

n=0

bnz
n〉 :=

∞∑

n=0

γ−2
n anbn,

y las funciones en(z) := γnz
n, n = 0, 1, 2 . . . , forman una base ortonor-

mal para E2(γ). Más aun, si f(z) =
∑
anz

n ∈ E2(γ), entonces la sigu-
iente desigualdad [28, Prop. 1.4] muestra que los espacios E2(γ) son
espacios de Hilbert funcionales.

|f(z)| ≤
∞∑

n=0

|an||z|n =
∞∑

n=0

|an|
γn

γn|z|n

≤ ‖f‖2,γ

(
∞∑

n=0

γ2
n|z|2n

)1/2

≤ ‖f‖2,γγ(|z|).

De hecho, los núcleos reproductivos de E2(γ) están dados por

Kw(z) = γ̂(wz),

donde γ̂(z) :=
∑
γ2
nz

n.
De [28, Prop. 1.3], se sigue que el orden y tipo de las funciones de

comparación γ afecta el comportamiento de las funciones correspondi-
entes en el espacio E2(γ). En realidad, toda función de E2(γ) tiene orden
y tipo no mayores que el de γ.

Por otro lado, en [28, Prop. 1.3] se prueba que si (n+1)γn+1/γn ↓ τ ,
τ > 0, entonces γ es de orden uno y tipo τ . El caso en el que τ = 0 es más

delicado. Por ejemplo, si tomamos γ1(z) := 1+
∑∞

n=1

(
e
2n

)2n
zn, entonces

γ1 es claramente una función admisible de comparación con τ = 0, orden

1/2 y tipo 1. Sin embargo, la función γ2(z) :=
∑∞

n=0 e
−n2

zn también es
una función admisible de comparación con τ = 0 pero de orden cero,
(ver [71, Caṕıtulo 1]). Esto muestra que el orden y tipo de una función
admisible de comparación γ no son determinados por τ en este caso.

3.2. Operadores de Composición Acotados en E2(γ). En
[28], Chan y Shapiro mostraron que si la sucesión {(n+ 1)γn+1/γn} es
acotada, entonces cada operador de traslación es acotado en E2(γ). En
esta sección, consideraremos el problema de caracterizar los śımbolos
que inducen operadores de composición acotados y operadores de com-
posición compactos en E2(γ) cuando τ > 0.
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Primero, observemos que para cada σ < τ , la función fσ(z) := eσz

pertenece a E2(γ). Esto resulta del hecho que, para cada n, la desigual-
dad (n+ 1)γn+1/γn ≥ τ implica que γn ≥ τnγ0/n! y luego

‖fσ‖2
2,γ =

∞∑

n=0

1

γ2
n

σ2n

(n!)2
≤ 1

γ2
0

∞∑

n=0

(n!)2

τ2n

σ2n

(n!)2
=

1

γ2
0

∞∑

n=0

(σ
τ

)2n
<∞.

Teorema 8.13. Sea ϕ función entera. Entonces Cϕ es acotado en
E2(γ) si y sólo si ϕ(z) = az + b con |a| ≤ 1.

Demostración. Supongamos que f ∈ E2(γ) es de orden finito y
distinto de cero. Si f ◦ϕ pertenece a E2(γ), entonces es de orden finito,
y por el Teorema de Pólya (8.2), ϕ debe ser un polinomio. Sea ϕ(z) =
anz

n+· · ·+a0, an 6= 0, n ≥ 1. Si σ < τ , entonces fσ◦ϕ(z) = exp(σ(anz
n+

· · · + a0)) pertenece a E2(γ), y es una función de orden n y tipo σ|an|.
Luego n = 1 y σ|an| ≤ τ . Como σ es arbitrario, tiene que ocurrir que
|an| ≤ 1.

Para demostrar que la condición es suficiente, basta probar que el
śımbolo ϕ(z) = az, |a| ≤ 1 induce un operador de composición acotado
en E2(γ), pues toda traslación es acotada en E2(γ) (cf. [28]).

Ahora, si f(z) =
∑
cnz

n pertenece a E2(γ) entonces,

‖Cϕf‖2
2,γ =

∞∑

n=0

γ−2
n |a|2n|cn|2 ≤

∞∑

n=0

γ−2
n |cn|2 = ‖f‖2

2,γ .

�

3.3. Operadores de Composición Compactos en E2(γ). A
fin de caracterizar los śımbolos que inducen operadores de composición
compactos en E2(γ), mostraremos primero que este espacio esta cer-

canamente relacionado al espacio Hol(C) ∩ L2(C, e−2τ |·| dA). Las ideas
y cálculos realizados a continuación, son tomados de [85, 6.8] donde se
estudia el espacio E(ez).

En general, HW se define como el espacio de Hilbert de funciones
enteras tales que

‖f‖2
W :=

∫

C

|f(z)|2W (|z|) dA(z) <∞,

donde W una cierta función de ponderación.

Lema 8.14. Sea γ(z) =
∑
γnz

n una función admisible de compara-
ción tal que 0 < τ = ĺımn→∞(n + 1)γn+1/γn. El espacio HWτ , donde
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Wτ (|z|) := e−2τ |z| esta contenido en E2(γ), y y existe una constante K
tal que ‖f‖2,γ ≤ K‖f‖Wτ para toda f ∈ HWτ .

Por otro lado, el espacio E2(γ) está contenido en el espacio HWt,

donde Wt(|z|) := e−2t|z|, t > τ . En este caso existe una constante C tal
que ‖f‖Wt ≤ C‖f‖2,γ para toda f ∈ E2(γ).

Demostración. Como se notó anteriormente, ĺımn→∞(n+1)γn+1/γn =
τ > 0, implica que

(8.4) γn ≥ τnγ0/n! n = 0, 1, 2, . . . .

Más aun, si t > τ podemos encontrar una constante C (que dependo
sólo de t) tal que

(8.5) γn < C
tn

n!
n = 0, 1, 2, . . . .

Ahora, si Wt(|z|) = e−2t|z|, t ≥ τ , y f(z) =
∑
anz

n, entonces

‖f‖2
Wt

= 2π
∞∑

n=0

pn|an|2

donde pn :=

∫ ∞

0
r2n+1Wt(r) dr = (2n+ 1)!(2t)−2(n+1) y por lo tanto

pn
(n!)2

= (2n+ 1)

[
(2n)!

(n!)2

]
(2t)−2(n+1), n = 0, 1, 2 . . .

El término entre corchetes es (por la fórmula de Stirling) asintóticamente
una constante multiplicada por 4n/

√
n, y por lo tanto pn es asintótica-

mente una constante multiplicada por
√
n(n!)2t−2n.

Si t = τ usando la ecuación (8.4) vemos que existe una constante C
tal que

‖f‖2
Wτ

= C
∞∑

n=0

√
n

(n!)2

τ2n
|an|2

≥ C
∞∑

n=0

√
n

1

γ2
n

|an|2

≥ C
∞∑

n=0

1

γ2
n

|an|2 = C‖f‖2
2,γ .
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Por otro lado, si t > τ , tomamos τ < s < t, y la ecuación (8.5)
implica:

‖f‖Wt = C
∞∑

n=0

√
n

(n!)2

t2n
|an|2

= C

∞∑

n=0

(n!)2

s2n
√
n
(s
t

)2n
|an|2

≤ C
∞∑

n=0

1

γ2
n

√
n
(s
t

)2n
|an|2

≤ C
∞∑

n=0

1

γ2
n

|an|2 = C‖f‖2
2,γ .

�

El siguiente Lema se cumple en cualquier espacio de Hilbert funcional
anaĺıtico. Incluimos aqúı la prueba para el caso de E2(γ).

Lema 8.15. Sea {fn} una sucesión en E2(γ). {fn} converge a cero
débilmente si y sólo si {fn} converges a cero uniformemente en subcon-
juntos compactos de C.

Demostración. Si {fn} converge débilmente a cero, entonces con-
verge puntualmente a cero (cf. [39]) y existe M > 0 tal que ‖fn‖2,γ ≤M
para todo n. Sea K ⊂ C compacto, entonces para cada w ∈ K tenemos,

|fn(w)| = |〈fn,Kw〉| ≤ ‖fn‖2,γ‖Kw‖
= ‖fn‖2,γ γ̂(|w|2) ≤M sup

w∈K
γ̂(|w|2).

Luego, la sucesión {fn} es localmente acotada y por lo tanto es una
familia normal. Si {fn} no converge a cero uniformemente en subcon-
juntos compactos de C, entonces existe ǫ > 0 y una subsucesión {fnk}
tal que supw∈K |fnk(w)| > ǫ. Pero {fnk} es una familia normal por lo
tanto posee una subsucesión convergente a cero uniformemente en sub-
conjuntos compactos de C. Esto es una contradicción. El rećıproco es
inmediato. �

Teorema 8.16. Sea ϕ una función entera y γ =
∑
γnz

n una función
admisible de comparación tal que ĺım(n+ 1)γn+1/γn = τ > 0. Entonces,
Cϕ es compacto en E2(γ) si y sólo si ϕ(z) = az + b donde |a| < 1.
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Demostración. Recordemos que la sucesión {en}, en(z) = γ(n)zn

es una base ortonormal de E2(γ), en particular, {en} es débilmente con-
vergente a cero. Si ϕ(z) = az con |a| = 1, entonces

‖Cϕen‖2
2,γ = ‖anen‖2

2,γ = 1,

y Cϕ no puede ser compacto. Se sigue entonces que si ϕ(z) = az + b
(|a| = 1), entonces Cϕ tampoco puede ser compacto.

Ahora, mostraremos que si ϕ(z) = az, |a| < 1, entonces Cϕ tiene que
ser compacto. Sea {fn} una sucesión en E2(γ) débilmente convergente a
cero. Entonces por el Lema 8.15, tenemos que la sucesión {fn} es acotada
por M > 0 y converge a cero uniformemente en subconjuntos compactos
de C. Debemos probar que la sucesión ‖fn ◦ ϕ‖2,γ converge a cero.

Por el lema 8.14, existe una constante c > 0 tal que

‖f‖2
2γ ≤ c

∫
|f(z)|2e−τ |z| dA(z).

Luego, basta mostrar que
∫
|fn(az)|2e−2τ |z| dA(z) converge a cero, o

cambiando variables, que
∫

|fn(w)|2e−2τ |w|/|a| dA(w) → 0.

Dado ǫ > 0, tomamos τ < t < τ/|a|. Nuevamente por el Lema 8.14,
existe una constante C > 0 tal que

∫
|f(w)|2e−t|w| dA(w) ≤ C‖f‖2

2,γ .

Ahora podemos tomar un conjunto compacto K ⊂ C tal que para
cada w de K, se cumpla que e−2τ |w|/|a|et|w| < ǫ/2CM ; luego,

∫

C\K

|fn(w)|2e−2τ |w|/|a| dA(z) =

∫

C\K

|fn(w)|2e−2τ |w|/|a|e2t|w|e−2t|w| dA(w)

≤ ǫ

2CM

∫

C\K

|fn(w)|2e−2t|w|/|a| dA(z)

≤ ǫ

2CM
C‖f‖2

2,γ

≤ ǫ

2CM
CM =

ǫ

2
.
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Finalmente, podemos tomar n lo suficientemente grande de manera
que, para cada w ∈ K,

|fn(w)| ≤ ǫ/2

∫
e−2τ |z| dA(z).

Luego, ∫

K
|fn(w)|2e−2τ |w|/|a| dA(w) ≤ ǫ/2,

y esto completa la demostración. �





CAṔıTULO 9

Transformaciones Fraccionales Lineales en CN

A lo largo de este texto, hemos presentado diversos resultados que
describen el comportamiento de operadores de composición inducidos
por transformaciones fraccionales lineales del disco unitario en śı mismo.
Adicionalmente al hecho que estos ejemplos tienen interés en śı mismos,
existe el denominado Teorema del Modelo Fraccional Lineal que permite
clasificar a todos los elementos de Hol(D) en términos análogos a la cono-
cida clasificación de las transformaciones fraccionales lineales. De hecho,
el Teorema afirma que bajo condiciones muy generales (cf. [39, Th. 2.53]
cada ϕ ∈ Hol(D) puede ser “representada” por una transformación frac-
cional lineal. Una versión de dicho teorema es la siguiente:

Teorema 9.1. [20] Sea ϕ ∈ Hol(D) univalente, entonces existe una
aplicación univalente σ : D → C y una transformación fraccional lineal
ψ ∈ Hol(D) tal que ψ(σ(D)) ⊂ σ(D) y (ver Figura 9)

σ ◦ ϕ = ψ ◦ σ.

El modelo indicado permite, de alguna manera, “reducir” el estudio
de ciertas propiedades (por ejemplo, fenómenos ćıclicos) de los oper-
adores de composición al estudio de estas para aquellos operadores de
composición inducidos por śımbolos fracciones lineales.

En la búsqueda de un análogo en dimensiones superiores a las trans-
formaciones fraccionales lineales, Cowen y McCluer en [40] han estudia-
do recientemente las que ellos han llamado transformaciones fraccionales
lineales de CN . En este caṕıtulo, a modo de motivación para ulteriores
investigaciones en el tema, describimos algunos resultados en relación
a dichas transformaciones. En la sección 1 presentamos las definiciones
básicas e indicamos algunos de los resultados obtenidos en [40] y [21].
Animamos al lector interesado a revisar esta bibliograf́ıa. En la sección
2 ilustraremos un resultado sobre la ciclicidad de operadores de com-
posición obtenido por el cálculo directo de los iterados del śımbolo en
[89].
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D

σ(D)

σ σ

ϕ

ψ

Figura 1. Modelo fraccional lineal

1. Definiciones y Resultados Básicos

Definición 9.2. Una aplicación ϕ de CN en CN es llamada una
transformación fraccional lineal si es de la forma

ϕ(z) :=
Az +B

〈z, C〉 +D
, z ∈ CN ;

Donde A es una matriz N×N , B y C son elementos en CN (que veremos
como vectores columna), y D es un número complejo.

Por ejemplo, obsérvese que una transformación lineal es una trans-
formación fraccional lineal:

Tz =
Tz + 0

〈z, 0〉 + 1

y una traslación también lo es:

z + p =
Iz + p

〈z, 0〉 + 1
.

Asimismo, una aplicación af́ın, esto es, una transformación lineal seguida
por una traslación, es una transformación fraccional lineal:

Tz + p =
Tz + p

〈z, 0〉 + 1
.
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Es fácil verificar también que los automorfismos de BN son transfor-
maciones fraccionales lineales (cf. [94]).

Claramente, el dominio de una transformación fraccional lineal es el
conjunto de z en CN para los cuales

< z,C > +D 6= 0.

Es decir, el dominio de una transformación fraccional lineal es el com-
plemento de un subespacio af́ın. Para nuestro propósito, queremos que
el dominio de ϕ incluya la bola cerrada; como z = −DC

|C|2
es un cero de

< z,C > +D, entonces requerimos que
∣∣∣−DC|C|2

∣∣∣ > 1, o equivalentemente

|D| > |C|. Rećıprocamente, si |D| > |C|, entonces por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos que 〈z, C〉 +D 6= 0 para z en la bola cerrada.
En particular, D 6= 0 para esta transformación fraccional lineal.

Identificando una matriz 1 × 1 con su entrada, ocasionalmente es-
cribiremos

〈z, C〉 = C∗z.

Por ejemplo, usando esta identificación podemos ver que una transfor-
mación fraccional lineal es constante si, y sólo si,

A =
BC∗

D

Usualmente no consideraremos el caso de aplicaciones constantes.
Identificaremos a CN con clases de equivalencias en CN+1. Dos pun-

tos v y w en CN+1 son equivalentes si v = cw para c 6= 0, c ∈ C. Para
un elemento v tenemos que su clase de equivalencia es:

[v] = {cv : c 6= 0}.
Aśı tenemos que CN puede ser sumergido en

(
CN+1/ ∼

)
de la siguiente

manera:
CN

ε−→
(
CN+1/ ∼

)

ε(z) = [(z, 1)] z = (z1, . . . , zn).

Es claro que:

Rgo(ε) = {[v1, v2] : v1 ∈ CN , v2 ∈ C \ {0}}
y

ε−1 : Rgo(ε) −→ CN

ε−1([v1, v2]) = v1
v2
.
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En el mencionado art́ıculo de Cowen y McCluer [40], se introduce
un formalismo basado en la noción de espacios de Krĕın para el estudio
de las transformaciones fraccionales lineales. Recordemos que un espacio
de Krĕın es un espacio K con un semiproducto interior [·, ·] que puede
ser expresado como una suma directa ortogonal

K = K+ ⊕K−

donde K+ es un espacio de Hilbert y K− es el antiespacio de un espacio
de Hilbert, es decir, (K−,−[·, ·]K−) es un espacio de Hilbert.

El espacio de Krĕın que acá consideraremos es el siguiente: En CN+1

definimos

[v, w] = (v1w1 + · · · + vnwn) − vn+1wn+1.

Este espacio es conocido como el Espacio de Minkowski
Obsérvese que:

[v, w] = 〈Jv,w〉
donde 〈·, ·〉 es el usual producto interno Eucĺıdeo en CN+1 y

J =

(
IN 0
0 −1

)

donde IN es la matriz identidad en CN .
Habiendo introducido esta estructura, vemos que un elemento v =

(v1, v2) en el rango de ε representa un punto de la esfera unitaria de CN

si, y sólo si, |v1| = |v2| lo cual ocurre si, y sólo si, [v, v] = |v1|2−|v2|2 = 0.
Por otro lado, el punto v ∈ Rgo(ε) representa un punto en la bola

unitaria de CN si, y sólo si, [v, v] < 0.

Definición 9.3. Si ϕ(z) = Az+B
〈z,C〉+D es una transformación fraccional

lineal de CN en CN , la matriz

mϕ :=

(
A B
C∗ D

)

(N+1)×(N+1)

es llamada la matriz asociada a ϕ, la cual es única salvo múltiplos por
constantes.

La ventaja de esta notación está en que podemos ver que para

z ∈ CN ,mϕ

(
z
1

)
está en la misma clase de equivalencia que

(
ϕ(z)

1

)
.
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Por otro lado, si ϕ1(z) = A1z+B1
C∗

1 z+D1
y ϕ2(z) = A2z+B2

C∗
2 z+D2

son transforma-

ciones fraccionales lineales, entonces ϕ1 ◦ϕ2 también es una transforma-
ción fraccional lineal.

Mas aún, la matriz asociada a ϕ1 ◦ ϕ2 es mϕ1◦ϕ2 = mϕ1mϕ2 . En
particular, si ϕ tiene una transformación fraccional lineal inversa, en-
tonces mϕ−1 = (mϕ)−1 y si mϕ es inversible, ϕ tiene una transformación
fraccional lineal inversa.

La primera pregunta critica en el estudio de operadores de composi-
ción en varias variables es el problema de determinar cuándo el śımbolo
aplica BN en śı mismo.

Una respuesta a esta cuestión, para transformaciones fraccionales
lineales, fue dada por Cowen y McCluer usando el formalismo de espacios
de Krĕın .

Definición 9.4. Una transformación T en un espacio de Krĕın es
una contracción (o Krĕın contracción) si

[Tv, Tv] ≤ [v, v] ∀ v ∈ CN+1

y T es una isometŕıa si [Tv, Tv] = [v, v] para todo v.

Teorema 9.5. [40] Sea ϕ(z) = Az+B
〈z,C〉+D una transformación frac-

cional lineal no constante. Si un múltiplo no cero de la matriz

mϕ =

(
A B
C∗ D

)

es una contracción de Krĕın en CN+1 (con la estructura de espacio de
Krĕın definida anteriormente) entonces ϕ aplica la bola unitaria BN

en śı misma. Rećıprocamente, si ϕ aplica la bola unitaria en śı misma,
entonces mϕ es un múltiplo no cero de una contracción en este espacio
de Krĕın. Esto es, t2[mϕv,mϕv] ≤ [v, v] para algún t > 0.

Ahora, si T es una transformación lineal en CN+1 entonces [Tv, Tv] ≤
[v, v] si, y sólo si, 〈JTv, Tv〉 ≤ 〈Jv, v〉 si, y sólo si, 0 ≤ 〈Jv, v〉 −
〈JTv, Tv〉 = 〈Jv, v〉 − 〈T ∗JTv, v〉 = 〈(J − T ∗JT )v, v〉 para todo v ∈
CN+1 si, y sólo si, el operador J − T ∗JT es definido positivo. Esto nos
da una condición bastante concreta para verificar cuándo una transfor-
mación lineal es una contracción de Krĕın .

Teorema 9.6. [40] Si la matriz

mϕ =

(
A B
C∗ D

)
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es un múltiplo de una isometŕıa en un espacio de Krĕın con

J =

(
I 0
0 −1

)

entonces ϕ(z) = Az+B
〈z,C〉+D aplica BN sobre śı misma. Rećıprocamente si

ϕ(z) = Az+B
〈z,C〉+D es una transformación fraccional lineal de la bola uni-

taria BN sobre śı misma, entonces mϕ es un múltiplo de una isometŕıa.

Para una isometŕıa inversible U en un espacio de Krĕın, tenemos
que U−1 = U×, es el adjunto de Krĕın. En general, el adjunto de Krĕın
es el operador que satisface [Tv,w] = [v, T×w] y no es dif́ıcil ver que
T× = JT ∗J donde T ∗ es el adjunto usual del espacio de Hilbert. Para
nuestro caso

(9.1)

(
A B
C∗ D

)×

=

(
A∗ −C
−B∗ D∗

)
,

escribiendo UU× = I y U×U = I, tenemos ecuaciones que caracteri-
zan a las isometŕıas en nuestro espacio de Krĕın y por lo tanto, a los
automorfismos de BN .

El formalismo de espacios de Krĕın pareciera ser una herramienta
prometedora en el estudio de las trasformaciones fraccionales lineales de
BN ; hasta donde sabemos, el aprovechamiento de esta estructura no ha
sido llevado mas allá.

Mencionamos los siguientes ejemplos adicionales

Notemos primero que el automorfismo dado por un operador
unitario U en CN , ϕ(z) = Uz puede ser representado por

mϕ =

(
U 0
0 1

)
.

Los automorfismos ϕ que fijan e1 = (1, 0, . . . , 0) y −e1 pueden
ser escritos como

ϕ(z) =
Az +B

〈z, C〉 +D
donde B = C = ce1 D > 1

con c = ±
√
D2 − 1 y A tiene la forma de bloque

(
D 0
0 V

)

donde V es una matriz (n− 1) × (n− 1) unitaria (euclidiana).
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En efecto,

ϕ(e1) =
Ae1 + ce1

〈e1, ce1〉 +D
=

(
D 0
0 V

)
e1 + ce1

c+D
=
De1 + ce1
c+D

= e1

y ϕ(−e1) = −e1.
Cuando V = I, el automorfismo correspondiente es llamado
dilatación no isotrópica de la bola.
Finalmente, si p es un punto de BN , un automorfismo ϕ tal que
ϕ(ϕ(z)) = z y ϕ(0) = p es llamado involución.

Adicionalmente, indicamos el siguiente resultado que permite dar
una nueva caracterización de los automorfismos de BN .

Teorema 9.7 (Modelo de Automorfismo de BN ). [40] Las aplica-
ciones unitarias y las dilataciones no isotrópicas generan el grupo de
automorfismos de la bola. Espećıficamente, si ϕ es un automorfismo de
la bola (no unitario), entonces existen W1 y W2 unitarios y una dilat-
ación no isotrópica δ tal que ϕ = W1δW2.

Mencionamos a continuación algunos hechos geométricos sobre las
transformaciones fraccionales lineales. En el plano complejo, es bien
conocido que las transformaciones fraccionales lineales aplican ćırculos
sobre ćırculos. En dimensiones mayores existe mucha mas flexibilidad,
pero la analoǵıa apropiada no es obvia. Un elipsoide es una traslación de
la imagen de la bola unitaria bajo una transformación lineal inversible
(compleja). Como traslaciones y transformaciones lineales son Transfor-
maciones Fraccionales Lineales, todo elipsoide es la imagen de la bola
unitaria bajo una Transformación Fraccional Lineal. El próximo resul-
tado da el rećıproco.

Teorema 9.8. [40] Si ϕ es una transformación fraccional lineal
inyectiva definida en una bola B en CN , entonces ϕ(B) es un elipsoide.

Si ϕ es una transformación fraccional lineal definida en una bola
cerrada B que no es inyectiva, la imagen ϕ(B) será la intersección de
un elipsoide con una traslación de un subespacio k-dimensional de CN ,
para algún k < n. Para ver esto, de nuevo asumamos sin pérdida de
generalidad que ϕ(0) = 0 y notemos que

mϕ =

(
A 0
C∗ D

)
=

(
A 0
0 D

)(
I 0

D−1C∗ 1

)
.
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El primer término del lado derecho corresponde a la transformación
lineal D−1Az y el segundo corresponde a una transformación fraccional
lineal inyectiva también definida en B. Si ϕ no es inyectiva, entonces
Rgo(A) = k < n y por el Teorema anterior ϕ(B) es un trasladado de la
imagen de una bola bajo alguna transformación lineal de rango k.

Recordemos que si z1, z2, . . . , zn son puntos de CN , el conjunto af́ın
(cápsula af́ın) determinado por estos puntos es el conjunto

[z1, z2, . . . , zn] =
{ n∑

j=1

αjzj :
n∑

j=1

αj = 1 αi ∈ C
}
.

Los subconjuntos afines son como traslaciones de subespacios complejos
y la dimensión de un conjunto af́ın es la dimensión de este subespacio.
El siguiente Teorema dice que las transformaciones fraccionales lineales
aplican conjuntos afines en conjuntos afines.

Teorema 9.9. Sea ϕ una transformación fraccional lineal y sean
z1, z2, . . . , zn puntos en el dominio △ de ϕ, entonces la clausura de
ϕ([z1, . . . , zn]∩ △) es [ϕ(z1), . . . , ϕ(zn)].

Notemos que la afirmación de clausura en el Teorema es necesaria pues,
si tomamos ϕ(z) = 1

z en el plano y z1 = −1, z2 = 1, entonces el conjunto
af́ın [z1, z2] es el plano complejo; sin embargo ϕ([z1, z2]∩ △) no contiene
al 0.

Con respecto a los operadores de composición inducidos por śımbo-
los fraccionales lineales, Cowen y McCluer prueban los siguientes dos
resultados fundamentales.

Teorema 9.10. [40] Si ϕ es una transformación fraccional lineal de
BN en BN , entonces Cϕ es acotado en Hp(BN ) para todo p ≥ 1.

Teorema 9.11. [40] Si ϕ es una transformación fraccional lineal de
BN es śı mismo, entonces Cϕ es acotado en Ap(BN ) para todo p ≥ 1.

De manera análoga a lo que ocurre en D, una transformación frac-
cional lineal ϕ ∈ Hol(BN ) induce un operador de composición compacto
en Hp(BN ) o en Ap(BN ), p ≥ 1 si y sólo si ‖ϕ‖∞ < 1 (cf. [40]).

Prosiguiendo el estudio de los operadores de composición inducidos
por śımbolos fraccionales lineales, C. Bisi y F. Bracci en [21] abordan
el problema de estudiar los fenómenos ćıclicos exhibidos por estos oper-
adores. Ellos obtienen los siguientes resultados parciales.
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Teorema 9.12. [21] Sea ϕ una transformación fraccional lineal de
la bola unitaria BN . Si ϕ tiene mas de dos puntos fijos en BN , entonces
Cϕ no es ćıclico.

Teorema 9.13. [21] Sea ϕ una transformación fraccional lineal de
BN con exactamente dos puntos fijos en la frontera. Entonces Cϕ es
hiperćıclico si, y sólo si, dϕ es inversible en un, y aśı en todo, punto de
BN .

2. Iterados de las dilataciones no isotrópicas de BN y
ciclicidad

Ilustramos a continuación la técnica de prueba del Teorema anterior
de C. Bisi y F. Bracci en el caso del operador de composición inducido
por la dilatación no isotrópica δD(z) = Az+B

〈z,C〉+D con B = C = ce1,

c = ±
√
D2 − 1 y D > 1. La matriz asociada a esta dilatación es

mδD :=




D 0 c
0 IN−1 0
c 0 D




Para efectos del cálculo de los iterados, trabajando con matrices en
bloque, con un bloque igual a la matriz identidad (N − 1) × (N − 1),
vemos que es posible simplificar la escritura de la matriz anterior como

una matriz 2 × 2, es decir, escribiremos mδD =

(
D c
c D

)

Un cálculo directo, usando por ejemplo MAPLEr, permite obtener
la siguiente expresion para (mδD)n:




Pn(D) − 1
2

(
D − c

)n
+ 1

2

(
D − c

)n

− 1
2

(
D − c

)n
+ 1

2

(
D − c

)n
Pn(D)




donde

Pn(D) =
1

2

(
D +

√
D2 − 1

)n
+

1

2

(
D −

√
D2 − 1

)n

es el polinomio de Chebyshev de grado n evaluado en D. Este hecho fue
notado por E. Rojas en su tesis [89], donde se hace un cálculo detallado.
De hecho, E. Rojas observó además que como es posible calcular los
polinomios de Chebychev Pλ de grado λ, para λ ∈ R, podemos sumergir
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el grupo discreto de los iterados de las dilataciones no isotrópicas en el
grupo continuo, definido por:

(mδD
)λ :=




Pλ(D) − 1
2

(
D − c

)λ
+ 1

2

(
D − c

)λ

− 1
2

(
D − c

)λ
+ 1

2

(
D − c

)λ
Pλ(D)




El siguiente resultado, esta contenido en 9.13. Sin embargo, nos parece
interesante mostrar la prueba a manera de ilustración de la técnica de prueba
del resultado general.

Teorema 9.14. Sea δD una dilatación no isotrópica de la bola unitaria
BN . Entonces CδD

es hiperćıclico en H2(BN ).

Demostración. Sean δD y ψD las siguientes dilataciones no isotrópicas
de la bola:

δD(z) :=




D
1

. . .

1







z1
z2
...
zN


+




c
0
...
0




〈(c, 0, . . . , 0), (z1, . . . , zN )〉 +D
=

(Dz1 + c, z2, . . . , zN )

cz1 +D

ψD(z) :=




D
1

. . .

1







z1
z2
...
zN


+




−c
0
...
0




〈(−c, 0, . . . , 0) + (z1, . . . , zN )〉 +D
=

(Dz1 − c, z2, . . . , zN )

−cz1 +D

donde c =
√
D2 − 1 y D > 1.

Sea

Dp := {h anaĺıtica en CN : h(p) = 0}
y tomemos X := De1 y S = CψD

. De1 es denso en H2(BN )
El operador CψD

aplica De1 en śı mismo pues ψD(e1) = e1. Más aún,
CδD

◦ CψD
= CδD◦ψD

= id, pues (δD ◦ ψD)(z) = z para z ∈ BN . Además,
utilizando la fórmula encontrada anteriormente para (mδD

)k, se comprueba
fácilmente que:

δkD → e1 y ψkD → e1.

Luego, CkδD
= Cδk

D
→ 0 en De1 y CkψD

= Cψk
D

→ 0 en De1 . Por lo tanto,

aplicando el criterio de hiperciclicidad de Kitai (Teorema 6.9) tenemos que
CδD

es hiperćıclico. �
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Observamos finalmente que la conjetura adelantada por Cowen y McCluer
sobre la posibilidad de utilizar las transformaciones fraccionales lineales de BN

como se han definido acá, de modo análogo a su conocida contrapartida unidi-
mensional, estáún lejos de ser verificada. Los resultados que acá se presentaron
simplemente ilustran algunas posibilidades. Para desarrollos adicionales, ver
[75], [37], [31] y [32].
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composition operators on the Dirichlet space. Math. Ann. 327, (2003) 117-234.
[51] E. Gallardo-Gutiérrez, and A. Montes-Rodŕıguez: The role of the spectrum of the
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[78] M. Mart́ın and D. Vukotić: Isometries of the Dirichlet space among the Compo-

sition. To appear in Proc. Amer. Math. Soc.
[79] V. Matache: Composition operators on Hardy spaces of half plane. Proc. Amer.

Math. Soc. 127 (1999), 1483-1491.
[80] V. Matache: Numerical ranges of composition operators. Linear Algebra Appl.

251 (2000), 837-854.
[81] R. Nevanlinna: Analytic Functions, Springer-Verlag, New York, 1970.
[82] E. A. Nordgren: Composition operators, Canad. J. Math. 20 (1968), 442-449.
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