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1. PREFACIO 111

1. Prefacio

En las ultimas décadas se ha venido realizando un intenso trabajo de
investigacién en el campo de la teoria de operadores de composicién en
Espacios de Banach; en particular, en espacios de funciones analiticas.
Sea 2 un dominio del plano complejo y sea Hol(€2, C) el espacio de las
funciones analiticas en €2 dotado con la topologia de la convergencia
uniforme sobre subconjuntos compactos de €2. Si ‘H es un subespacio de
Banach de Hol(2, C) y ¢ es una aplicacién analitica de €2 en si mismo tal
que f o € H para todo f € H, entonces podemos definir un operador
lineal Cy : ' H — 'H mediante:

Cof == fowp,

conocido como operador de composicion con simbolo . El objeto basico
de la teorfa es estudiar las propiedades del operador C, tales como
acotacién, compacidad, norma, adjunto, espectro, etc. haciendo uso de
las propiedades funcionales del simbolo .

Esta fusién de Teoria de Operadores y Teoria de Funciones ha pro-
ducido gran cantidad de resultados como puede verse, por ejemplo, al
consultar las dos recientes monografias [39] y [96] y la coleccién de
articulos [66]. Subsisten, adicionalmente a los grandes progresos que se
han hecho en el area, un buen nimero de problemas abiertos que sug-
ieren lineas de investigacién por desarrollar.

Los autores han venido realizando parte de su trabajo de investi-
gacion en los tltimos anos en esta area produciendo un buen ntmero de
tesis de pregrado y postgrado asi como articulos de investigacion.

Con el curso que se propone, se pretende introducir a los partici-
pantes en los conceptos, técnicas y problemas béasicos del area con la
intencién de servir como elemento motivador para iniciar eventuales in-
vestigaciones en este campo.

Los objetivos del curso son:

1. Introducir los conceptos bésicos de la teoria de operadores de
composicién en espacios de funciones analiticas.

2. Discutir diversos aspectos de la teoria de operadores de com-
posicién, desde el punto de vista de la clasica teoria elemental
de operadores lineales; a saber, caracterizacién de nociones tales
como: acotacién, compacidad, normalidad, fenémenos ciclicos,
etc.

3. Estudiar las técnicas fundamentales utilizadas en investigacio-
nes recientes relacionadas con el area.



Con el objeto de alcanzar estos objetivos, el texto presenta dos
partes claramente diferenciadas, los dos primeros Capitulos presentan
los preliminares que se requeriran en el curso revisados de un modo muy
somero, los conceptos basicos sobre operadores de composicién en espa-
cios de funciones analiticas y se abordan los dos temas cldsicos béasicos en
el area: caracterizar los operadores de composiciéon acotados y caracteri-
zar los operadores de composicién compactos en espacios de funciones
analiticas. La presentacién esta basada en las monografias fundamen-
tales mencionadas [39] y [96], con algunas referencias a presentaciones
recientes que nos han parecido particularmente ilustrativas. Es claro que
a excepcion de los matices de la exposicién que damos, los resultados
son bien conocidos y no hay ninguna pretension de originalidad. Se dan
en cada caso las referencias adecuadas. A fin de agilizar el texto y per-
mitir una interaccién del lector con el material, se plantean numerosos
ejercicios.

La segunda parte del texto es diferente en naturaleza y estilo: se
presentan resultados recientes de investigaciones en el drea, fundamen-
talmente aquellas en las que han estado involucrados los autores, con el
objeto de exponer algunas de las nociones fundamentales que se estudi-
an en el area, las técnicas de investigacion utilizadas; asi como, sugerir
al lector posibles lineas de investigacién.

El curso va dirigido a estudiantes de postgrado y estudiantes avanza-
dos de pregrado, asi como a investigadores en el area de Analisis y temas
relacionados que deseen familiarizarse con la tematica planteada. Pre-
supone que el lector ha tomado los cursos basicos de Andlisis Funcional
y Teoria de Funciones de Variable Compleja.
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CAP{TULO 1

Espacios de Funciones Analiticas.

En este Capitulo incluiremos una breve descripcién de las propie-
dades basicas de los espacios que consideraremos a lo largo del texto
y algunos resultados que requeriremos en el desarrollo de los Capitulos
que siguen.

Sea 2 es un dominio, es decir un subconjunto abierto y conexo de CV
(N > 1). Consideraremos espacios de funciones analiticas a valores com-
plejos definidas en 2. Escribiremos Hol({2, C) para designar este espacio.
Recordemos que Hol(£2, C) con la topologia metrizable de convergencia
uniforme sobre subconjuntos compactos de €2 es un espacio de Fréchet.
La teoria basica de funciones analiticas puede consultarse, por ejemplo,
en el libro cldsico [2], o en los més recientes [34] y [54].

De hecho, estaremos fundamentalmente interesados en espacios de
Banach de funciones analiticas; esto es, subespacios X de Hol(2, C) con
normas que los hacen espacios de Banach y en los cuales supondremos
ademads que los funcionales evaluacién son acotados. Precisando: para
cada w € Q definimos el funcional evaluacion 6,, : Hol(2,C) — C por

0w (f) = f(w),

y requeriremos que estos funcionales sean continuos en los espacios X
que consideraremos.

Fundamentalmente se tratard con espacios de Banach de funciones
analiticas en la bola unitaria de CV y en particular en D, el disco unitario
del plano complejo.

Si H es un espacio de Hilbert de funciones analiticas en un dominio
Q, por el Teorema de Representacién de Riesz, para cada w € {2 existe
un dnico elemento K,, en H tal que

f(w) = <f7 K’w>7’(7 (f € H)

Las funciones K,, (w € H) se denominan nicleos reproductivos de H.
Si‘H es un espacio de Hilbert separable con base ortonormal {e, },~,
es facil verificar que se tiene la siguiente representacién de los nicleos

1



2 1. ESPACIOS DE FUNCIONES ANALITICAS.

reproductivos:
> S —
K, = Zen(w)en, (w e Q).
n=0

Incluimos a continuacion las definiciones y propiedades bésicas de
los espacios de funciones analiticas que consideraremos en el texto.

1. Espacios de Hardy

Los espacios de Hardy son espacios vectoriales de funciones analiticas
que satisfacen una cierta condicién de crecimiento. Dicha condicién viene
dada en términos de las siguientes medias integrales: Si f es una funcién
analitica en D y 0 < p < oo definimos las medias integrales:

My(r, f) == {2177 /o% f (Tew) ’p der

Muo(r, f) := méax |f <7"ei9))

0<0<2n
DEFINICION 1.1. Sea 0 < p < oo, el espacio de Hardy H? = H?(D)
es el espacio vectorial de todas las funciones analiticas en D para los
cuales se tiene que

[ fller == sup Mp(r, f) < oo.
0<r<1

Denotamos por H al espacio de las funciones analiticas y acotadas

en D con la norma:
[flloo := sup Moo(r, f) = sup{[f(2)| : =z € D}
o<r<1

La cantidad ||f||g» es llamada la norma de la funcién f y es real-
mente una norma si p > 1.

Mencionamos a continuaciéon algunos hechos bien conocidos sobre
los espacios de Hardy. El material es clasico y puede ser encontrado, por
ejemplo, en [45] 6 [93].

EJERCICIO 1.2. Demuestre que H*® C HP para todo 1 < p < oo.

Los siguientes dos ejercicios, muestran que si 1 < p; < py < 00,
entonces HP? ¢ HP!,

EJjercicio 1.3. Demuestre que si 1 < p; < pa < 00, entonces HP?2 C
ar,
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EJERCICIO 1.4. Muestre que la funcién f : D — C definida como
1
z) =
pertenece a HP para todo 0 < p < 1. Como consecuencia, muestre que
sil<p <p<ps < oo, entonces la funcién f1/? pertenece a HP> \ HPL.

EJERCICIO 1.5. Demuestre que para todo w € D, se tiene que

@) < 11l [ (1 = w7

q
1,1 _
donde5+5—1.

Observe que el ejercicio anterior muestra que en los espacios de
Hardy H? (0 < p < 00) los funcionales evaluacién son continuos.

Para cada p > 1, M,(r, f) es creciente como funcién de r y por lo
tanto, podemos escribir

| fllme == Tll’I{l_ My(r, f) < oc.
Cada funcién f € HP posee limite radial

() = lim f(re?)
r—1-
para casi todo € en D = T, la frontera del disco unitario.

Las funciones limite en la frontera f* pertenecen al espacio LP =
LP(T) y

27
/0 log | £(¢)] > —oc

a menos que f sea idénticamente igual a cero. En particular, el limite
radial de una funcién en H? no se puede anular en un conjunto de medida
de arco positiva.

La norma de una funcién f € HP puede también ser definida equiva-
lentemente como la norma en LP de f*. Luego HP puede ser identificado
con un subespacio cerrado de LP y por lo tanto es un espacio de Banach.

Si para cada 0 < r < 1 definimos f, : T — C como

Fo(e?) = f(re?),
entonces se tiene que lim | f* — fr[[z» = 0. Escribiremos de hecho
r—1-
F(e) = ().
El conjunto de ceros {z;} de una funcién no nula f € HP, repetidos
segtin sus multiplicidades, satisfacen la condicion de Blaschke (1 —
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|zk|) < oo; esta condicién permite la convergencia del denominado pro-

ducto de Blaschke
2 |2k| 2k — 2
2 1— 72 Zhe

Esta funcién es analitica y posee exactamente los mismos ceros que f
tomando en cuenta las multiplicidades, ademés |B(z)| < 1 para todo
z € Dy |B(e?) = 1 para todo . Como consecuencia, se tiene que
1Bl = 1.

EJERCICIO 1.6. Muestre que la funcion % no se anula, pertenece a

H y | § e = 1 fllae-

Como consecuencia del ejercicio anterior, se tiene que toda funcién
f € HP, 1 < p < oo posee una factorizacién de la forma F' - B donde la
funcién F no se anula y |F||ge = || f]|a»-

EJERCICIO 1.7. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco tal que
©(0) # 0 demuestre que
0) < [T leyl,

donde los «; son los ceros de ¢. Indicacién: Factorice ¢ = By donde B
es el producto de Blaschke con ceros {a;}.

El espacio H? es un espacio de Hilbert con el producto interno
definido como

(f9)m2 = ; f( “)g(e)do.
EJERCICIO 1.8. Demuestre que si f € H? y f(2) = Y anz", en-

tonces {an} €lay
A1 = laal.

EJERCICIO 1.9. Muestre que la familia de monomios {1,z,2%, ...}
es una base ortonormal de HZ2.

EJERCICIO 1.10. Pruebe que en el espacio de Hardy H?(DD), el fun-

cional evaluacién en el punto w del disco viene dado por f(w) = (f, Ku)

donde
1

1
Kyl|| = —.
e ¥ Ml = s

El nicleo K(z,w) = Ky(z) = 1/(1 — wz) se denomina nicleo de Szegé.

Ky(z) =
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EJERCICIO 1.11. Pruebe que en el espacio de Hardy H?(DD), el fun-

cional derivacién en el punto w del disco viene dado por f'(w) = (f, Dy)
donde

EJERCICIO 1.12.
1. Identidad de Littlewood-Paley: Si f € H?(D), entonces

, 1
113 = [FO)F + /D () 1og 5 dA).

Indicacion: Sea f(z) = o2 a,z". Calcule la integral
1
[ 1F@Pog 5 dAG), 0<p<1,
pD |Z|

usando coordenadas polares, en términos de los coeficientes a,,.
2. Demuestre que la expresion

£ = 1£(0)]* + /D [F'()P (1~ |2 dA(2), f e H?,
define una norma equivalente a la usual en H?2.

2. Espacios de Bergman

Sea dA(z) = Ldxdy = Lrdrdf la medida drea de Lebesgue, nor-
malizada, en el disco unitario. El espacio de Bergman AP (1 < p < o0)
se define como el conjunto de todas las funciones analiticas en LP(ID, dA)

con la norma usual dada por

1 2T
I = [ irpaac =2 [ ([T iretp ao) var

Claramente, cada funcién analitica y acotada en DD pertenece a todos
los espacios AP. Una familia de ejemplos no triviales viene dada por
fa(z) = (1 —2)7%, donde f, € AP siy sblo si ap < 2. Se ve también,
inmediatamente, que H? C AP y A9 C AP cuando 1 < p < ¢ < o0
(Aqui A := H*>).

EJERCICIO 1.13. Verifique las afirmaciones anteriores.

A diferencia de las funciones en el espacio de Hardy, las funciones
en el espacio de Bergman no necesariamente poseen limites radiales casi
en todas partes en el circulo unitario. Un ejemplo de tales funciones es
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f(z)=>7" 22", Esta funcién no estd en ninguno de los espacios H?,
pero si pertenece a todos los AP (1 < p < 0).

El espacio de Bergman AP es un espacio de Banach para 1 < p < oo
y A2 es un espacio de Hilbert con el producto interior dado por

[e.e]

()= [ FEREAG) = 3
n=0

donde f(z) = > 07 qanz", 9(z) = Y o2 bp2". Esto permite calcular la
norma en términos de los coeficientes: || f]|3 = >°0° ; |an|*(n + 1)~ 1.

EJERCICIO 1.14. Pruebe que en el espacio de Bergman A2%(D), el
funcional evaluacién en el punto w del disco es continuo y viene dado
por f(w) = (f, Ky) donde

1 1
K = Kyl = —.
w(Z) (1 —EZ)Q y || wH 1— ’w|2
El nicleo K(z,w) = K,(2) = 1/(1 — wz)? se denomina nicleo de
Bergman.

De hecho se tiene que para 1 < p < oo y para cada a € D la funcién
K, = (1 — @z)~? tiene la propiedad reproductiva: para cada f € AP
tenemos

flo) = [ £, aa.

Esto puede verse, por ejemplo, usando el hecho que los polinomios son
densos en cada AP (1 < p < 00).

EJERCICIO 1.15. Demuestre que la expresion
LA = 1£(O0)]* + /D IF(2)P(1 = [21%)?dA(z),  fe A%

define una norma equivalente a la usual en A2

Mientras la teoria de espacios de Hardy es ya clésica, incluyendo
la caracterizacién de los conjuntos de ceros de funciones en este espa-
cio, resultados precisos de factorizaciéon de funciones, descripcion de las
sucesiones interpolantes y muestrales, caracterizacién de subespacios in-
variantes (para el operador multiplicacién por la variable independiente),
etc; la correspondiente teoria en espacios de Bergman es maés reciente
y todavia subsisten problemas fundamentales. Importantes desarrollos
se han obtenido durante el ultimo cuarto del siglo XX y fechas mas re-
cientes. Para la teoria basica y esto desarrollos referimos al lector a las
monografias [46] y [59].
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3. El espacio de Dirichlet. Una férmula de cambio de
variable.

El espacio de Dirichlet D se define como
D= {f analitica en]D):/D|f’\2dA < oo},
con la norma dada por
17115 = [£(0)* + A |f]? dA.
)

EJERCICIO 1.16. Pruebe que si f(z
espacio de Dirichlet, entonces

=Y 2" (2 € D) estd en el

115 = 1£(0)* + Zn!anl

Se sigue inmediatamente que D C H?2.

EJERCICIO 1.17. Pruebe que en el espacio de Dirichlet D, el funcional

evaluacién en el punto w del disco es continuo y viene dado por f(w) =
(f, K) donde

Ky(2) =1+log

z € D).
14wz’ ( )

La norma del espacio de Dirichlet tiene la interpretaciéon geométrica
que describimos a continuacién:

EJErcicio 1.18. Pruebe que si f : G — G es una funcién analitica
y consideramos f como una aplicacién de la regién G de R? en R?,
entonces el Jacobiano de f es |f/|2.

Usando el resultado del ejercicio anterior y la formula del cambio
de variable para integrales dobles se sigue que si f es una aplicaciéon
univalente definida en D entonces Area(f(D)) = [p | f/|* dA.

Si f no es univalente, una versién de este resultado contintia siendo
vélida: [;]f/|*dA es el drea de f(D) “contando multiplicidades”. Esta
afirmacién se clarifica en el siguiente Teorema.

TEOREMA 1.19. Si f D — € es una aplicacion analitica sobreyec-
tiva y para cada ¢ € Q, n(¢) es el mimero de puntos en f~1(¢), entonces

/|f|2dA IR
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EJERCICIO 1.20. Sea f definida en D por f(z) = exp[(z+1)/(z —1)]
pruebe que f aplica D en si mismo, pero [ If'|? dA = .

OBSERVACION 1.21. La prueba del Teorema anterior usa el Teorema
de recubrimiento de Vitali. Una generalizacion del argumento en la prue-
ba de ese Teorema conduce a la siguiente generalizacién de la formula
de cambio de variable.

TEOREMA 1.22. Si g y W son funciones no negativas medibles defi-
nidas en D y ¢ es una funcion analitica en el disco, entonces

[ateenie@Pwane = [
D

(D

ﬁw > W(zi(w)) | dA(w),

i>1
donde {zj(w)} denota la sucesion de ceros de ¢(z) —w contando multi-

plicidades.

Requeriremos este resultado en varias ocasiones.

4. Espacios de funciones analiticas de varias variables

Mencionamos a continuacién las notaciones y definiciones correspon-
dientes a los espacios de Hardy y Bergman en la bola unitaria de C.
Referimos al lector a la clasica monografia [94] o a la muy reciente [111].

4.1. Notacion. Para un entero positivo N fijo, escribimos
CN=Cx---xC
para denotar el espacio vectorial euclideo complejo de dimensién N: La
adicién, la multiplicacién por escalares y la conjugacién en CV se definen
componente a componente. Para
z=(z1...,2n), w=(wy...,wN),
en CV definimos
(z,w) = 21W1 + - - - + ZNUN,

donde wy, es el conjugado complejo de wy. Escribiremos también

ol = VTe2) = VIR + Tl
El espacio CV con el producto interior definido anteriormente es un

espacio de Hilbert de dimensién N. La base estandar para CV consiste
de los vectores

61:(1,0,0,...,0), 62:(0,1,0,...,0), ,€N:(0,0,...,0,1).
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La bola abierta unitaria en CV es el conjunto
IB%N:{ZE(CN:]z|<1}.

La frontera de BY serd denotada por SV y nos referiremos a ella como
la esfera unitaria en CV. Asf

SN:{zGCN:|z|:1}.

Consideraremos funciones analiticas definidas en un dominio € de
CN. Diversas definiciones de funciones analiticas de varias variables
aparecen en la literatura y resultan ser equivalentes. Posiblemente la
mas elemental es la que hace referencia a las derivadas parciales com-
plejas. Asi, una funcién f : 2 — C es analitica si para cada punto z € 2
ycada k=1,..., N el limite

i J 2+ Aew) = f(2)
A—0 A
existe y es finito, con A € C. Si f es analitica en 2 denotaremos el limite
anterior por
of

o1 (2).

Se puede ver ficilmente que si Q es la bola unitaria en CV, una
funcién analitica f tiene un desarrollo en serie, denominado serie de
Taylor de f en el origen, de la forma

f(z) = Zamzm, (z € BY),

donde la suma recorre todos los multi-indices
m = (ml,.. . ,’ITLN),
para cada my entero no negativo y
m

— M my
z =2 ...ZN .

La serie anterior converge absoluta y uniformemente en cada uno de
los conjuntos

TBW:{ZECN:‘Z|§1}, 0<r<l.

Si escribimos

para cada k > 0, donde
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entonces la serie de Taylor de f puede reescribirse como
o)
F(2) =) fr(2).
k=0

Esta es llamada la expansién homogénea de f pues cada fi es un poli-
nomio homogéneo de grado k.
Otra notacion que adoptamos para un multi-indice m es la siguiente:

m!=mq---mp.

Como se indicé, el espacio de las funciones analiticas en el dominio €2
se denotara por Hol(2, C) y usaremos el simbolo H*°(Q2) para designar
el espacio de las funciones analiticas y acotadas en €.

Escribiremos do para denotar la medida de Lebesgue normalizada
en SV. Los monomios 2™ son ortogonales en L?(BY, do). Un célculo
muestra que

2 (N —1)lm!
1 ke o) = G =14 1

Finalmente denotemos por dv la medida de volumen en B normal-

izada de modo que v(B") = 1. Un célculo muestra esta vez que
mi2 m!N!
|2 HL?(BN,dv) = (N + [m|)!"

4.2. Espacios de Hardy y de Bergman en B". Para cada
p > 1, el espacio de Hardy HP(IB%N ) esta formado por las funciones
f € Hol(BY, C) tales que

sup [ 1P dr() < o

0<r<1
Si f € HP(BY), el limite radial

£(¢) = tim £(r¢)
existe para casi toda ¢ € SV y

s [ 1560P (0 = [ 17 dotc)

0<r<1

Para cada p > 1, Hp(]BN ) es un espacio de Banach y en particular
H?(BY) es un espacio de Hilbert con el producto interior

()= [ 1QaC) do(c).
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Se verifica facilmente que si f = )", fi es la expansion homogénea
de una funcién analitica f en BY entonces f estd en H%(B") si y sélo si

S el vy
k=0

es finita y esta suma es justamente ||f||%{2(EN .

Finalmente indiquemos que los espacios de Hardy definidos anterior-
mente son espacios funcionales de Banach. De hecho para f € HP(BY),
p>1y |w| <1 se tiene

f(w) :/SN(l—JEEUC,)C))NdU(O'

Para p > 1 el espacio de Bergman se define como
AP(BY) = HolB",C) (| LP(BY, dv).

Nuevamente se verifica que los espacios AP(BY) (p > 1) son espacios
funcionales de Banach y el funcional evaluacién en w € BY viene dado

por
100 = [ = gy e

En particular A2 (IBN ) es un espacio de Hilbert con el producto inte-
rior dado por

()= [ 1@aE ()

y si f = Y, fr es la expansién homogénea analitica f € Hol(B") en-
tonces f estd en A%2(BY) siy sélo si

i kaH,%;Q(]BN)
— k+1

es finita. Esta suma es justamente HinQ(BN).

5. Algunos elementos de teoria de funciones en el disco

Si 2 es un dominio en CV denotaremos por Hol(Q) el conjunto de las
aplicaciones analiticas de € en si mismo. Este conjunto es un semigrupo
con respecto a la operacion de composiciéon de funciones. El subgrupo
de Hol(€2) de todos los automorfismos holomorfos de 2 se denotard por
Aut(Q).
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Incluimos a continuacién, para efectos de posterior referencia, al-
gunos resultados bésicos de teoria de funciones en el disco (ver, por
ejemplo, [102] o [96]). Comenzamos recordando el bien conocido Lema
de Schwarz.

TEOREMA 1.23. Sea F' € Hol(D) con F(0) = 0. Entonces
1. |F(2)| < |z| para todo z € D.
2. |F'(0)] < 1.
Adicionalmente, si la igualdad en (1) se cumple para un z € D, z # 0, o
|F'(0)] = 1 entonces F(z) = ¢z para algin 6 € [0,27] y asi la igualdad
en (1) es cierta para todo z € D.

Si a € D consideraremos la transformacién fraccional lineal del disco

definida por
a—z

#alz) = 1—az

Nétese que ¢, “intercambia” al punto a y el 0. Las propiedades bésicas
de estas transformaciones, que requeriremos posteriormente, se dan en
los siguientes ejercicios.

EJERCICIO 1.24. 1. Verifique la identidad
1- 2 _ D
|va(2)] T , 2€D,

y usela para ver que ¢, € Hol(D). Muestre que ¢, envia T, la
frontera del disco, en si misma.

2. Compruebe que ¢ € Aut(D) con ¢, ! = @,.

3. Demuestre que cada h € Aut(D) es de la forma h = \p, para
algunos a € Dy A € T. Indicacion: Seaa = h=1(0) y g := hogp,.
Observe que g(0) = 0 y aplique el Lema de Schwarz a g y a
g

La forma invariante del Lema de Schwarz es la siguiente afirmacién.

TEOREMA 1.25. Lema de Schwarz-Pick. Si F' € Hol(D) entonces
para cada par z y w en D se cumple la desigualdad:
F(w) - F(z)
1—F(w)F(z)

w—z
S‘

1 —wz

Si la igualdad se cumple en esta relacion para al menos un para z # w
en D entonces F' € Aut(D).
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DEMOSTRACION. Fijemos w € D y considérese la aplicacién G
©r(w) © F opy. Se tiene que G(0) = 0y por el Lema de Schwarz [G(2)|
|z|, z € D. Reemplazando z por ¢,(z) se obtiene la desigualdad. Si 1
igualdad se cumple para un par z # w entonces |G(py(2))| = |pw(2)
y asi G(z) = Az paraun A\ € T y todo z € D. Luego G € Aut(D)
también F = (pF(w) oGo O+

s INA

O <

EJERCICIO 1.26. Sea F' € Hol(DD). Pruebe que

‘F/(Z)| < 1— |F(Z)|2

ST R z € D.

El Lema de Schwarz-Pick hace natural la siguiente definicién

w—z

plz,w) = |pa(2)| = , z,weD.

1 —wz
Puede verificarse facilmente que p define una métrica en I la cual es de-
nominada métrica pseudo-hiperbolica. También es facil ver que p induce
en D la topologia usual.

Usando este lenguaje, las afirmaciones del Lema de Schwarz-Pick
dicen que cada F' € Hol(D) es una contraccién para la métrica pseudo-
hiperbdlica:

p(F(w), F(2)) < p(w,z), =z,weD.
M4s aun, F' es una isometria con respecto a p (es decir, p(F(w), F'(2)) =
p(w, z) para todo z,w € D) si y sélo si F' € Aut(D).
Paraa e Dy 0 <r <1, el conjunto

Ala,r) ={ze€D:p(z,a) <r}

se conoce como del disco pseudo-hiperbdlico de centro a y radio r. Se tra-
ta de un disco euclidiano, pues las transformaciones de Mobius preservan
circulos, pero o no es su centro euclidiano y r no es su radio euclidiano a
menos que « = 0. Puede verse (cf. [102] o [46]) que el centro y el radio

euclidianos de A(«, r) vienen dados por
(1—1?)a _r(l—laP)
1 —r2lal? o 1—rla2”

8=

respectivamente.
El Lema de Schwarz-Pick describe el comportamiento de las aplica-

ciones analiticas de DD en s{ mismo, en los discos A(«, ). De hecho para
F € Hol(D)

F(A(a,7)) C A(F(a,r)), 7€(0,1),a €D,
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FiguraA 1. Un horodisco en el punto ( € T

sin embargo, los niimeros 5 y R dependen de la localizacién del punto a.
En particular si a se aproxima a la frontera de D entonces para r € (0, 1)
fijo, el punto § también se acerca a la frontera mientras el radio R tiende
a Cero.

Para estudiar el comportamiento en la frontera de las aplicaciones
analiticas del disco en si mismo se requieren ideas adicionales. Para un
punto ¢ € Dy K > 1 — [¢|? definamos el conjunto

H(C,K):{zeﬂ):'l_zdz<K}.

1127

Se puede comprobar que para un punto interior ( € D el conjunto
H(¢,K), K > 1—(|? es exactamente el disco pseudo-hiperbélico A(¢, )

conr =14/1— # Si ¢ es un punto en la frontera del disco y K > 0 el

conjunto H((, K) es un disco en D centrado en ﬁ( con radio KL_H <1
(Verifiquelo).

Como puede verse se trata de un disco internamente tangente a la
frontera de ID en el punto (. Este conjunto es denominado un horodisco
en D.

El siguiente resultado muestra que los horodiscos resultan tener un
comportamiento en la frontera analogo a los discos pseudo-hiperbdlicos.
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TEOREMA 1.27 (Lema de Julia). Sea F' € Hol(D) y ¢ € T. Suponga
que existe una sucesion {z,} en D que converge a (, tal que los limites

1—|F
a = lim L= [Pl yn= lim F(z,)

n—oo ] — ’Zn| n—00
existen y son finitos. Entonces para cada K > 0 se tiene que
F(H(¢,K)) C H(y,aK).
Para F' € Hol(D) y ¢ € T, definimos el valor a((, F') por la férmula

1—|F(z)]

o(¢, F) = liminf —————
(C7 ) z—( 1-— ‘Z|

donde z tiende a ¢ (sin restricciones) en D. Si (¢, F') es finito, se sigue

del Lema de Julia, que si {2, } es una sucesién a través de la cual el limite

inferior es alcanzado entonces lim,, .o F'(z,) = 7 existe. De hecho, este

limite existe (y es igual a 7)) para cada sucesién convergente a ¢ a lo

largo de “direcciones no tangenciales”. Mas precisamente:

DEFINICION 1.28. Para un punto ¢ € T y x > 1 una regién de
aproximacion no tangencial en ( es el conjunto

I k) ={zeD:|z =] <r(l—]2])}.

El término “no tangencial” se refiere al hecho que I'((, k) estd con-
tenido en un sector S en D el cual es la regién acotada entre dos lineas
rectas en D que se cortan en ( y son simétricas respecto al radio de ( y
por tanto, las curvas frontera de I'((, k) tienen un vértice en ¢, con un
angulo de interseccién menor que 7 .

DEFINICION 1.29. Decimos que una funcién f € Hol(DD,C) tiene
limite no tangencial (o angular) L en un punto ¢ € T si f(z) — L
cuando z — ( , z € I'((, k) para cada k > 1. Escribimos en este caso

L= /lim f(2).
z—(

Como consecuencia del Lema de Julia se tiene:

COROLARIO 1.30. Sea F' € Hol(D) no constante, y sea ¢ € T. Supon-
ga que existe una sucesion {zn} que converge a C, tal que

1—|F
h’minfM = a < 00,
z—( 1— ‘Zn|
entonces

1. a>0;
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FicurA 2. Una regién de aproximacién no tangencial en
un punto frontera.

2. el limite no tangencial

n:=Zlim F(z),

z—(

el cual es un punto de T, existe;
3. para cada K > 0 se cumple la inclusion

F(H((,K)) C H(n,aK).

Finalmente, se tiene la siguiente afirmacién mas fuerte establecida
por Carathéodory.

TEOREMA 1.31 (Teorema de Julia-Carathéodory). . Sea F' € Hol(D)
y ¢ € T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1—|F
1. timinf LG
z—( 1— |Z‘
z se aproxima a C, sin restricciones, en D;

F(z) —
2. £ h’né M = /F'(¢) existe para un punton € T;
z—

3. £ h’n} F'(2) existe y £ h’né F(z)=neT.
z— z—

= a < 00, donde el limite es tomado cuando

Mds aun,

1.a>0en (1);
2. los puntos frontera n en (2) y (3) son los mismos;
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3. Zlim F'(z) = ZF'(¢) = aln.

z—(

El valor ZF'(¢) es llamado la derivada angular de F en (.






CAP{TULO 2

Operadores de Composicion. Resultados
basicos.

La composicién de funciones es una operacion bésica en todas las
areas de la Matematica. Definir un operador de composiciéon en un es-
pacio de funciones surge naturalmente. El contexto general en el que
surgen estas ideas es el siguiente.

Sea Xun conjunto arbitrario no vacio. Supdngase que, para todo
x € X, F, es un espacio vectorial sobre el cuerpo K (K = R 6 C).
Entonces, el producto cartesiano

1"
zeX

es un espacio vectorial, cuando definimos las operaciones lineales pun-
tualmente.

Cada elemento de [] F, se conoce como una seccion (en Inglés
rzeX
cross-section = corte transversal) y a la familia [][ F,, se le llama un
zeX
fibrado vectorial sobre X.

Esempro 2.1. Si F, = C para todo x € X, entonces
[[F={:Xx~cC}
zeX
Sea L(X) un subespacio vectorial topolégico de [[ Fy. Sip: X — X

zeX
es una aplicacion tal que

(foyp)e H F, paratoda f e L(X),
rzeX
entonces la correspondencia
f="Ffop

19
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define una transformacion lineal de L(X) a [[ F; llamada Operador de
reX
Composicion con simbolo ¢, y denotada como C,.

Al parecer, la primera aparicién de Operadores de Composicién data
de 1871, cuando, Schroeder [103] estudié el problema espectral de, dada
una funcién ¢, hallar funciones f y escalares « tales que

(fop)(z) =af(z)
para todo z en un dominio apropiado.

En las ultimas décadas, su estudio tomdé nuevo impulso a raiz de
la publicacién del articulo Composition Operators de E. A. Nordgren
[82] en 1968, asi como la publicacién de la tesis doctoral Composition
operators on HP (University of Toledo, 1969), de H. J. Schwartz [95].

Nos interesa, en particular, la instancia en que C, : L(X) — L(X);
en especial, el caso en que

= X es un dominio de C o C¥,

= ¢ : X — X es una funcién holomorfa y

» L(X) es un espacio vectorial topolégico cuyos elementos son
funciones holomorfas definidas en X.

En este orden de ideas, cabe mencionar que, cuando X es el disco
unitario en C, G. Koenigs [70] dio una solucién (1884) al problema
planteado por Schroeder.

Por otro lado, si L(X) es un espacio normado, entonces la funcién
 determina también al operador adjunto

Cy: L(X)" — L(X)"

dado por CZ(F)(f) := F(Cyf) = F(f o).

En particular, si L(X) = H es un espacio de Hilbert, el Teorema de
Representacién de Riesz, permite identificar H* con H y el adjunto del
operador C, se caracteriza por

CoHe—H,  (Cof.9)=(f.g0¢).
Es de hacer notar el hecho que, frecuentemente, es mucho mas facil
tratar a este operador adjunto que al operador de composicién C,.
Supongamos que H es un espacio Hilbert Funcional analitico. Si ‘H
es un espacio de Hilbert de funciones analiticas en un dominio €2, por
el Teorema de representacion de Riesz para cada w € () existe un tnico
elemento K,, en H tal que

f(w) = <f7 K’w>7’(7 (f € H)
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El estudio explicito de los operadores de composicion como oper-
adores lineales en espacios de Banach de funciones es relativamente re-
ciente. El tema tiene dos vertientes: el estudio de estos operadores en
el contexto de teoria de la medida, actuando sobre espacios LP y la
vertiente analitica que consideraremos aca.

El trabajo de E. Nordgren de 1968 [82] parece marcar el inicio de
estudios sistemadticos en el drea, seguidos por la tesis de R. Sing [104]
en espacios de medida y la de H. Schwarz en el caso analitico.

La “fertilidad” del area es testimoniada por la gran cantidad de pub-
licaciones que se recogen de alguna manera en la excelente monografia
de J. Shapiro [96] y la monumental “enciclopedia” del tema: el libro de
C. Cowen y B. MacCluer [39].

El objetivo del drea: considerar espacios de funciones analiticas y
derivar propiedades de los operadores de composicién C, en ellos defi-
nidos, a partir las propiedades de los “simbolos” ¢ que los inducen, es
claramente una oportunidad de desarrollar las interacciones entre teoria
de funciones y teoria de operadores.

Consideraremos pues, operadores de composicién en el espacio de
funciones holomorfas Hol(2, C) definidas en un dominio de CV. Recorde-
mos que en este es un espacio de Fréchet al dotarlo de la topologia de
convergencia uniforme sobre compactos, esto es, se trata de un espacio
vectorial topoldgico, localmente convexo, metrizable, con una métrica in-
variante por traslaciones con la cual es un espacio completo. Claramente
si ¢ : 2 — ) es analitica, el operador de composicién C, es continuo
con la topologia indicada.

El siguiente resultado, aparentemente bien conocido, destaca la im-
portancia de los operadores de composicion.

TEOREMA 2.2. Sea Q0 un dominio en el plano complejo. Los ho-
momorfismos del dlgebra Hol(Q2,C) son justamente los operadores de
composicion inducidos por simbolos ¢ € Hol(Q).

DEMOSTRACION. Claramente cada operador de composicién es un
homomorfismo del dlgebra Hol(§2, C). Para ver el reciproco, sea h uno
de tales homomorfismos. Si z es un punto de €2, sea §, el funcional
evaluacién en z definido para cada f € Hol(Q2,C) por 6.(f) = f(2). Es
inmediato que ¢, o h es un funcional lineal multiplicativo en Hol(€2, C).

Es bien conocido (ver por ejemplo [72, Th. 5.3]) que cada funcional
lineal multiplicativo en esta dlgebra es una evaluacién puntual. Sea p(2)
el punto de € tal que §, o h = d,(2).
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Para cada f € Hol(f2,C) se tiene h(f)(z) = f(¢(z)), asi que h es
precisamente el operador de composicién C, y como la igualdad an-

terior es cierta, en particular, para la funcién identidad se sigue que
¢ € Hol(92). O

En el caso general de Q € CV, N > 1, el resultado es cierto, usando
el correspondiente Teorema de caracterizacion de los funcionales lineales
multiplicativos, si se asume que €2 es un dominio de holomorfia (ver [63]).

Si en lugar de considerar operadores de composicién en Hol(2, C), lo
hacemos en un espacio de Banach X de funciones analiticas surgen las
cuestiones de acotacién y compacidad. En el resto de este capitulo con-
sideraremos estas cuestiones en espacios clasicos. En general obsérvese
que la cuestién de la continuidad resulta de algin modo automaética: si
Cyf € X para cada f en X, el Teorema del grafico cerrado permite
concluir de inmediato que Cy, actia como un operador acotado en X.

Asi pues la cuestion de acotacién se reduce a verificar que C, efec-
tivamente envia X en si{ mismo.

Nota 2.3. Los datos histéricos fueron extraidos de [92] y la Intro-
duccién de [39].

1. El problema de la acotacién.

1.1. Funciones subarménicas. En esta secciéon incluimos algu-
nos hechos sobre funciones subarménicas en el disco que se requeriran
posteriormente. Haremos uso de los siguientes tres hechos sobre fun-
ciones armonicas:

1. Las funciones arménicas tienen la propiedad del valor medio.

2. Se cumple el principio del médximo para funciones arménicas.

3. Si B es una bola en C con frontera S y u es continua en S
entonces u puede ser extendida a una funcién armonica en B.

Una funcién f : D — [—o00,00) es semicontinua superiormente si el
conjunto {z € D : f(x) < a} es abierto.

EJERCICIO 2.4. Verifique que f es semicontinua superiormente si y
solo si

linsup £(2) < f(0) (20 € D).
z—20
EJERCICIO 2.5. Sea f semicontinua superiormente en D y sea K un
subconjunto compacto de D, pruebe que f es acotada superiormente en
K y f alcanza esta cota.
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DEFINICION 2.6. Una funcién semicontinua superiormente f : D —
[—00,00) se dice subarmdnica si

f(a) < /T fla+1¢) do ()

paratodoa € Dy 0 <r <1—]al.

El siguiente criterio que caracteriza las funciones subarmodnicas es
la herramienta que requeriremos en la prueba del Teorema de Subordi-
nacién de Littlewood.

TEOREMA 2.7. Sea f : D — [—00,00) semicontinua superiormente.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es subarmonica en D.
2. Para cada punto a € D existe un nimero positivo € < 1 — |al
tal que

fla) < /T fla+7rQ)da(C)

para todo 0 < r < e.

3. Si B es una bola cuya frontera S estd contenida en D, y si g es
armonica en B y continua en S, entonces f < g en S implica
f<genB.

DEMOSTRACION. Es claro que (1) implica (2).

Suponga que f satisface la condicién (3). Paracadaa € Dy 0 <r <
1 —|a| sea B la bola euclidiana centrada en a con radio r. La frontera S
de B esta contenida en . Si f es continua en D entonces f es continua
en S y existe una funcion g continua en la clausura de B y armonica en
B tal que g = f en S. Se sigue que

F(a) < gla) = /T g(a+1C)do(C) = /T fa+rQ)do(C).

Si f no es continua en D, podemos aproximar f por una sucesion { fr} de
funciones continuas con f < fr11 < fr para todo k > 1 (Verifique que
esto es posible), y las desigualdades anteriores contintian cumpliéndose
para f por el Teorema de Convergencia Moné6tona. Esto prueba que (3)
implica (1).

Para probar que (2) implica (3) supéngase que B es una bola cuya
frontera S estd contenida en D y que existe una funcién continua en
B = BUS tal que g es arménica en B, f < g en S pero g(z) < f(z)
para algin z € B. Sea E el conjunto de los puntos en B en el cual
la funcién semicontinua superiormente h = f — g alcanza su maximo
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valor M > 0 en B. Como h < 0 en S se tiene que E C B. Por la
semicontinuidad de h se tiene que E es cerrado, luego existe un punto
zo € E tal que ninguna vecindad de zy este completamente conteni-
da en E. Podemos pues, encontrar una sucesién {7y} con la propiedad
que cada circunferencia {z : |z — zg| = 71} estd contenida en D pero no
estd completamente en E. La funcién h satisface h < M en cada circun-
ferencia {z : |z — 20| = r} con la desigualdad estricta cumpliéndose en
algtin arco de esa circunferencia. Se sigue que

/T h(zo + rQ)do(C) < M = f(z0) — g(z0)

para cada k. Combinando esto con la propiedad del valor medio para g
obtenemos

/T f(z0 + 160)do(C) — g(z0) < f(z0) — g(z0)

[N

/T F(zo0 +140)do(€) < f(z0)

para todo k. En particular la condicién (2) no se cumple. Esto prueba
que (2) implica (3). O

COROLARIO 2.8. Si f es subarmdénica en D entonces
fla) < [ Flatr2)dv(z)
D

para todo a €D y 0 <r <1—|a.

COROLARIO 2.9. Si f analitica en D y 0 < p < 00, entonces log|f|
y fP son funciones subarmdnicas en D.

EJERcicIO 2.10. Pruebe los Corolarios anteriores.

1.2. El principio de subordinacién. Sean f y g analiticas en D
con f(0) = g(0). Suponga por el momento que f es univalente y que el
rango de g est4 contenido en el rango de f. Entonces p(z) = f~1(g(2))
es analitica en D, ¢(0) = 0 y ¢(z) < 1. Asi, por el Lema de Schwarz
|p(2)] < |z| para 0 < |z] < 1 a menos que ¢ sea una rotacién del disco.

En general diremos que una funcién analitica g es subordinada a una
funcién analitica f (g < f) si

9(2) = f(e(2)), (2] <1),
para alguna funcién analitica ¢ con |¢(z)| < |z|. La funcién subordinada
f no necesita ser univalente.
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Si g < f, es claro que |¢'(0)| < |f(0)] y que la imagen bajo f de
cada disco {z : |z| <7} (0 <r < 1) contiene la imagen bajo g del mismo
disco. En particular el médulo méaximo de f domina el médulo maximo
de g:

My (r,g) < Moo(r, f), (0<r<1).

Littlewood generalizé este resultado a medias integrales de orden p.

Recordemos la notacion

M0 = ([ |f<ro|pda<<>>1/p, (0<p<oo)

TEOREMA 2.11. Sean f y g analiticas en D con g < f. Para 0 <
p < oo,
My(r,g) < My(r, f), (0<r<1).

DEMOSTRACION. El Teorema es realmente un caso especial de un
resultado mas general sobre funciones subarmonicas. Sea u subarmonica
en Dy sea v(z) = u(p(z)) con p analitica y |¢(2)| < |z|. Afirmamos que

[ etr0)0(@) < [ utreyio(o)

Como |f|P es subarménica (0 < p < o0) si f es analitica se cumple el
Teorema. Para probar la desigualdad fijemos r (0 < r < 1) y sea U
la funcién armoénica en {z : |z| < r} igual a u en {z : |z| = r}. Entonces
u(z) <U(2)si|z| <ryo(z) <V(z) =U(p(2)) si |z| =r. Asi

/ o(rQ)do(() < / V(r¢)do(¢) = V/(0)
T T

— U@ = /T U(rQ)do(C) = /T u(rC)do (C).
O

EJERcICIO 2.12. ;Cuando se cumple la igualdad para un r, 0 < r <
17

1.3. El problema de la acotacion y el principio de subor-
dinacion. Se sigue del Principio de Subordinaciéon que cada simbolo
analitico ¢ : D — D con ¢(0) = 0 induce un operador de composicién
acotado en HP con norma 1. En general se tiene:

TEOREMA 2.13. Seap>1y ¢ : D — D una aplicacion analitica. El
operador
C, : H’(D) — H?(D)



26 2. OPERADORES DE COMPOSICION. RESULTADOS BASICOS.

es acotado.

DEMOSTRACION. Sea ¢(0) =a 'y

a—z

#alz) = 1—-az

el automorfismo del disco que intercambia 0 y a. Sea ¥(z) = ¢4 © ¢.

Entonces ¢ es una aplicacion analitica del disco en si mismo que fija el
origen y por el Principio de Subordinacién

[1rwtenras) < [ 1160ra)

para cada f € Hol(D) y 0 < r < 1. Reemplazando f por fo ¢, obtenemos

/ F(r0) Pdo(C) < / 1f 0 palrC)Pdo(C)
T T

para toda f € Hol(D) y 0 < r < 1.

Asi pues, el problema se reduce a probar la acotacion de los op-
eradores C, (a € D). Verificar esto se reduce a una aplicacién de la
férmula de cambio de variable:

1 2T ;
If owallzr = o~ |f((e"))[Pdo
1 °n W\ |P|, A (it
= %), | f(e™)[Plpq(e™)|dt
1 2 o 1_|a|2
S iy~ 14 gy
27r/0 N T —ger
1_|a’2 1 21 "
< (2 i) P
< e (e ) e
1+|a|

= 1 N f

O

EJERCICIO 2.14. Establezca y pruebe los resultados correspondientes
para los espacios de Bergman AP (1 < p < c0).

En general no es cierto que cada aplicacién analitica del disco en
si mismo induzca un operador de composicién acotado en cada espacio
de Banach de funciones analiticas. De hecho tal afirmacion no se cumple
en el espacio de Dirichlet. Recordemos que el espacio de Dirichlet D es
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el espacio de las funciones f analiticas en el disco cuya derivada f’ esta
en el espacio de Bergman A2

Nétese que una condicién necesaria, obvia, para que el simbolo ¢
induzca un operador acotado es que ¢ € D. Asi pues, los ejemplos de
aplicaciones analiticas ¢ del disco en el disco que no estan en el espacio
de Dirichlet prueban que en general C, no es un operador acotado en
D.

EJERCICIO 2.15. Muestre que los simbolos ¢ univalentes (y de hecho,
los finitamente valuados) inducen operadores de composicién acotados
en D.

EJErcicio 2.16. Una funcién f analitica en D pertenece al espacio
de Bloch B si
()]

es finito. Con la norma definida por ||f|| = |f(0)| + || f|l5, €l espacio de
Bloch es un espacio de Banach. La desigualdad

1 1+ |z
52) - £0) < S lstog 12,

prueba que los funcionales evaluaciéon son acotados en B. Para mayor
informacién sobre el espacio de Bloch ver [110] 6 [46].

Demuestre que todos los simbolos ¢ € Hol(DD) inducen operadores
de composicién acotados en el espacio de Bloch. Sugerencia: Del Lema
de Schwarz-Pick se sigue que

' (2)] <

1.4. Acotaciéon de operadores de composiciéon y medidas
de Carleson. La situacién en espacios de Hardy y Bergman en B la
bola unitaria de CV (N > 1) es completamente diferente. No existe un
analogo multidimensional del principio de subordinacién. La razén es es-
encialmente que mientras en una variable las funciones reales armonicas
son justamente las partes reales de funciones analiticas, no es cierto un
resultado andlogo en varias variables. De hecho ejemplos de simbolos
muy sencillos muestran la existencia de operadores de composiciéon no
acotados en espacios de Hardy y Bergman cuando N > 1.

[l :=sup(1 — |2
zeD

1 —lo(2)|
1—lz

EJERCICIO 2.17. Pruebe que la aplicacién ¢(z1, 22) = (22122,0) de

la bola unitaria B? en sf misma, no induce un operador de composicién
acotado en H?(B?) ni en A?(B?).
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Indicacion: Basta exhibir una funcién g en H?(B?) (respectivamente
A%(B?)) tal que go o ¢ H%(B?) (¢ A%(B?)). Para ello tome g(21, z2) =
> apz para una sucesién {a,} a determinar. Usando los valores de
las normas de los monomios z* en L%(S?,do) (y en A%(B?,dv)) calcule
explicitamente las normas de g y g o ¢ en los espacios considerados.
Elija a,, de modo conveniente. Seguramente Ud. requerira la férmula de
Stirling:

n\n
n!l=Tn+1)~V2mn <g> .
El ejemplo anterior es atribuido en [39] a J. H. Shapiro sin ninguna
referencia. La prueba directa que sugerimos es nuestra.

Criterios de acotacién en espacios de funciones analiticas en varias
variables son formulados usando medidas de Carleson. Este concepto fue
introducido en los anos 60 por Lennart Carleson en el contexto de los
espacios de Hardy del disco. En este contexto una medida p en I es una
medida de Carleson para el espacio de Hardy HP si

/D FEPdp < CIf B, (f € HY),

para alguna constante C dependiendo solamente de p. Carleson de-
mostré que una condicién necesaria y suficiente para que p sea una
medida de Carleson es que p(S) < Ch para alguna constante C'y todos
los cuadrados de Carleson:

S:{reieeﬂ):l—hgl—r,\ﬂ—edgh}.

Carleson aplicé sus resultados a problemas de interpolaciéon y a su
solucién del problema de la corona.

Versiones de medidas de Carleson para los espacios de Bergman del
disco (y espacios de funciones analiticas en varias variables) son definidas
de manera andloga.

Presentamos (sin pruebas) los resultados para espacios de Bergman
y de Hardy en la bola unitaria de CV. Para ello consideremos la llamada
(por un abuso de lenguaje) “métrica no isotrépica” en BV:

d(z,w) = |1 — (z,w)|, (z,weBY).

La funcién d es no es una métrica, pero la restriccién de Vd aSY silo
es. Para ¢ € SV y r > 0 escribimos

Qr(Q)={2eB" :d(z,{) <r}.
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Obsérvese que en caso N = 1 el conjunto Q¢(r) es justamente la in-
terseccién de la bola euclidiana de centro ¢ y radio r con D. Se puede
verificar que v(Q,(¢)) =~ r*1 y 0(Q,(0)) N SN ~ rV( cf. [111, Cor.
5.24] o [94, Ch. 5)).

El término “no isotrépico” proviene del hecho que las “dimensiones”
del conjunto @,(¢) dependen de la “direccién”. Veamos: sea ( = e; =
(1,0) € B2, la interseccién de

Qr(e1) = {z =(21,2) €B?: 1 -2z < r}
con [e1], el subespacio generado por eg, es un disco de radio r. Sin em-
bargo la interseccién de la clausura de Q,(¢) con [e;]* contiene la bola
de centro 0 y radio v2r — r2. Observe que v2r — 2 es muy grande en

comparacién con r cuando r es pequeno.

TEOREMA 2.18. (cf. [39, Th. 3.28]) Sea 1 < p < c0. Si u es una
medida positiva de Borel en BN . Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Eziste una constante C' > 0 tal que

[ r@rae <c [ ferace)

para toda f € AP(BY).
2. Se cumple que

1(@Qr(6))

sup e < 00.
N+1
r>0,¢esN T +

Si una medida p en BY satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que u es una medida de Carleson para AP(BY). La condicién (1)
del Teorema anterior dice justamente que p es una medida de Carleson
para AP(BY) si y sélo si el espacio de Bergman AP(BY) est4 “incluido
continuamente” en LP(u).

TEOREMA 2.19. (cf. [39, Th. 3.27]) Sea 1 < p < co. Si pu es una

medida positiva de Borel en BN . Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Eziste una constante C > 0 tal que

L r@rae <c [ 1rora

para toda f € HP(BY).
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2. Se cumple que

Si una medida p en BY satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que p es una medida de Carleson para HP(BY). Nétese que la
condicién (1) del Teorema anterior dice que i es una medida de Carleson
para HP(BY) si y sélo si el espacio de Hardy HP(B") estd “incluido
continuamente” en LP(u).

EJeErcicioO 2.20. Recordemos la férmula de cambio de variable de
teorfa de la medida (cf. por ejemplo [57, p. 163].) Sea (€2, F, ) un espacio
de medida y sea (£, F’) un espacio medible. Si T : @ — Q' es una
aplicacion medible, definimos

pI~Y(B) = w(T~(B)), EeF.

Verifique que g7 ~! es una medida en (€', F’). Sea f : ' — C medible,
pruebe que f es uT~!-integrable si y sélo si f o T es p-integrable y

/Q, fduT=1 = /Q(foT)d,u.

Indicacion: Pruebe primero que el resultado es cierto para f = xg con
EecF.

Con la notacién del ejercicio anterior, si ¢ : BY — B es una apli-
cacion analitica, escribiremos p, para designar la medida positiva de
Borel dvp~! en BY, donde dv es la medida volumen normalizada en
BY.

La relacion entre medidas de Carleson y operadores de composicién
se obtiene inmediatamente:

COROLARIO 2.21. Seap>1y ¢ :BYN — BN analitica.

1. El operador C, actia como un operador acotado en AP(BN) si
y s6lo si la medida i, es una medida de Carleson para AP(BY).
2. El operador Cy, actia como un operador acotado en HP(BY) si
y sdlo si la medida ., es una medida de Carleson para HP(BY).

Para N =1 el resultado sobre la acotacién de todos los operadores
de composicion, en espacios de Bergman o Hardy, inducidos simbolos ¢
analiticos que aplican D en si mismo, es justamente la afirmacién que
para cada uno de tales simbolos la medida p, es de Carleson en D.
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Obsérvese que la caracterizacion de medidas de Carleson en AP(B™)
(en HP(BY)) es independiente de p. Se tiene pues:

COROLARIO 2.22. Si Cy, es acotado en AP(BYN) (respectivamente en

HP(BN)) para algin valor de p > 1 entonces es acotado en AP(BN) (en
HP(BN)) para cada p > 1.

Concluimos esta seccién usando la nocién de medidas de Carleson
para caracterizar los operadores de composicién acotados en el espacio
de Dirichlet D. El resultado es de J. Arazy, S. Fisher y J. Peetre (cf. [4])
y la prueba que damos sigue la exposicién de [60] donde el resultado se
generaliza a espacios tipo Dirichlet DP con p # 2.

TEOREMA 2.23. Sea ¢ € Hol(D). Una condicion necesaria y sufi-
ciente para que el operador de composicion C, sea acotado en D es que
la medida dp(w) = ny(w)dA(w) sea de Carleson en A2, donde ny,(w) es
el numero de ceros de la funcion ¢ —w (w € D).

DEMOSTRACION. Supéngase que Cy, es acotado en D. Sea f € D
con f(0) = 0. La hipétesis implica que

/ 1 ooPlgPdA < C / FdA,
D D

para una constante C' > 0. Por la férmula del cambio de variable 1.22 y
la definicién de p se tiene

/ 1 o o2 PdA = / 1 2d.
D D

Sea g € A? y definase f(z) = foz g(w)dw. El argumento anterior prueba

que
/Igl2du§ C/ g]*dA,
D D

y se tiene que p es una medida de Carleson para A2

Para ver el reciproco, supéngase que p es una medida de Carleson,
es decir que la desigualdad anterior se cumple para una cierta constante
C >0y cada g € A?. Se tiene entonces que

/12 _ / /12 2
/Dl(fw)l dA—/lelduSC/lf\ dA < C|f 1.

para cada f € D y como ademds el funcional evaluacién en ¢(0) es
acotado en D, se cumple que C,, es un operador acotado en D. O



32 2. OPERADORES DE COMPOSICION. RESULTADOS BASICOS.

EJERCICIO 2.24. [67] Se observé anteriormente que si Cy, es acotado
en D entonces ¢ € D. El siguiente ejemplo, presentado en [67], prueba
que ésta no es una condicion suficiente para garantizar la acotacion de
Clp.

Sea 2 la regién simplemente conexa en el semiplano izquierdo sobre
el eje real formada por el interior de la unién de los rectangulos R,
(n=1,2,...) con base [z, x, + 1] en el eje real y altura 27n, donde los
1z, se eligen de modo que €™ =1/2y e =1— (n+1)72, (n > 1). Sea
7 una aplicaciéon conforme de D sobre €.

1. Si p(2) = exp(7(z)), verifique que ¢ € Hol(D).
2. Usando el hecho que los rectangulos R,, (n > 2) son enviados
por la funcién exponencial a los anillos

An:{ZGID):l—n_2§ || §1—(n—|—1)_2}
pruebe que
=1
|SD/|2dA ~ 9
y por tanto ¢ € D.
3. Dada M > 0, sea N un ntimero entero con N > M. Muestre que

si r es suficientemente pequeno el conjunto @, (1) esta contenido
en UX A, y por lo tanto

w(@Qr(1)) > cMr?

para una cierta constante ¢ independiente de r. Concluya que
Cy no estd acotado en D.

EJERCICIO 2.25. El pequenio espacio de Bloch By es el subespacio del
espacio de Bloch formado por las funciones con la propiedad que
lim (1 —[2[})|f'(2)| = 0.
|z]—1—
Como By es un subespacio de B es él mismo un espacio de Banach.
Pruebe que ¢ € Hol(D) induce un operador acotado en el espacio de
Bloch si y sélo si ¢ € By. Sugerencia: Use el hecho que el pequeno

espacio de Bloch es la clausura de los polinomios en la norma del espacio
de Bloch.

2. Operadores de Composicion Compactos

Una vez establecida la acotacién de un operador de composicion en
un espacio de funciones analiticas, surge el problema de determinar si ese
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operador es compacto. Consideraremos en esta seccién la compacidad de
los operadores de composicién C, inducidos por aplicaciones analiticas
¢ : D — D, en los espacios clasicos HP y AP (1 < p < oo) del disco.

Para la comodidad del lector incluimos una breve discusién de la
definicién y propiedades béasicas de los operadores compactos.

Sea H un espacio de Hilbert. Denotemos por Bj la bola unitaria
cerrada en H. Recordemos que una transformacién lineal T' : H — H
se dice compacta si T'(By) es relativamente compacta en H. Se verifica
facilmente que K(H), el espacio de los operadores compactos definidos
en H, es un subespacio cerrado de B(H), el espacio de los operadores
acotados en H. De hecho K(H) es un ideal y resulta ser justamente la
clausura de KCo(H), el espacio de los operadores de rango finito definidos
en H.

EJERCICIO 2.26. Pruebe que:

1. Si H es un espacio de Hilbert y 7' € B(H), entonces T' es una
funcién continua de H con la topologia débil, a H con la misma
topologia débil.

2. Si H es un espacio de Hilbert y T' € B(H), entonces T'(By) es
un subconjunto cerrado de H.

La generalizacién de la nocién de operador compacto a espacios de
Banach procede a través de los siguientes conceptos:

DEFINICION 2.27. Si X y Y son espacios de Banachy A: X — Y es
una transformacién lineal, entonces A es compacto si A(Bj), la imagen
de la bola unitaria cerrada en X, es relativamente compacta en Y.

DEFINICION 2.28. Si X y Y son espacios de Banach y A € B(X,Y),
entonces A es completamente continuo si para cada sucesién {x,} en X
tal que x,, — = débilmente se tiene que ||Ax,, — Azx| — 0.

Estas nociones se relacionan a través del siguiente Teorema:

TEOREMA 2.29. Sean X y Y espacios de Banach y sea A € B(X,Y).

1. §i A es un operador compacto entonces A es completamente
continuo.

2. 51 X es reflexivo y A es completamente continuo entonces A es
compacto.

Claramente los conceptos de operador compacto y completamente
continuo coinciden en espacios reflexivos y en particular en espacios de
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Hilbert. En espacios de Banach en general, tal cosa no ocurre. Existen
operadores completamente continuos que no son compactos.

EJERCICIO 2.30. Recuerde que una sucesién en [ es convergente si
y solo si es débilmente convergente. Utilice este hecho para exhibir un
operador en [' que sea completamente continuo pero no compacto.

Con la notacién andloga a la establecida para el caso de espacios de
Hilbert, indicamos que del mismo modo que en ese contexto, si X es
un espacio de Banach, entonces (X)) es un ideal cerrado en el dlgebra
B(X).

Mencionamos adicionalmente que en general o(X) no es denso en
K(X). Un ejemplo de un espacio de Banach reflexivo (que no posee una
base de Schauder) para el cual esto ocurre fue dado en 1973 por P.
Enflo. Sin embargo, para los espacios de Banach clasicos, cada operador
compacto es el limite de una sucesiéon de operadores de rango finito.

La cuestién de si un operador de composicién es compacto, en espa-
cios de Banach de funciones analiticas, y en particular en los espacios
clasicos de Hardy y Bergman, ha generado considerable interés y pro-
ducido numerosos resultados importantes. Los resultados iniciales fueron
obtenidos por Schwartz en su tesis [95]. El problema general probé ser
dificil. Para el caso de los espacios de Bergman AP(D) (1 < p < o0)
resulta que C,, el operador de composicién inducido por el simbolo
¢ € Hol(D), es compacto si y sélo si ¢ no tiene derivada angular en
ningin punto de la circunferencia unitaria. El resultado fue establecido
por MacCluer y Shapiro [73] y es vélido para espacios de Hardy con la
condicién adicional que ¢ sea univalente.

El problema de caracterizar la compacidad de C,, en H?(D) (1 <p <
o0) cuando ¢ no es necesariamente univalente requirié otro importante
concepto del andlisis complejo: la funcién conteo de Nevanlinna N,,. Esta
funcién fue introducida (cf. [81]) para estudiar distribucién de valores de
funciones analiticas. De hecho, Shapiro probé en [98] que C, es compacto
en HP siy sélo si

No(w)
|w|—1 lOg W1|

=0.

A continuacién presentamos las herramientas requeridas para obten-
er las caracterizaciones indicadas de operadores de composicién com-
pactos. En primer lugar requeriremos el siguiente resultado valido en
los espacios de funciones analiticas que aca se considerardan. Siguiendo a
[107] (ver también [111, 3.3]) diremos que una sucesién { f,} en HP (o
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en AP) converge a 0 ultra-débilmente si es acotada en norma y converge
a 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de . Un operador
lineal acotado T' de HP (o AP) en algin espacio LP es ultra-débilmente
compacto si {T f,} converge a 0 en norma cuando {f,} converge ultra-
débilmente a 0.

TEOREMA 2.31. El operador de composicion Cy, : H? — HP (1 <
p < 00) es compacto si y solo si es ultra-débilmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea C, compacto y {f,} una sucesién acotada en
H? que converge uniformemente sobre compactos a 0. En particular
fn(p(2)) — 0 para cada z € D. Si {f,, o ¢} no converge a 0 en Hp, existe
un € > 0 y una sucesién creciente de enteros positivos {n} tal que || fp, o
¢|| > 0 para todo k. Como el operador C,, es compacto, esta sucesién
posee una subsucesion, que denotaremos igualmente f,,, og, convergente
en H), digamos a g. La convergencia en H? implica convergencia puntual,
asi que g es justamente la funcién idénticamente nula lo cual contradice
la afirmacién anterior.

Reciprocamente, sea C, ultra-débilmente compacto y {g, } una suce-
sién en la bola unitaria de HP. La sucesién {g,} es una familia normal
y por tanto posse una subsucesién {gn, } que converge en la topologia
de convergencia uniforme sobre compactos a una funcién g € Hol(ID).
Como

1 27 . 1 27 .
alre®)Pds = Jim o= [ g, (e P

< lmsup [|gn, [[” <1,

k—oo

2 Jo

se tiene que g € HP y asi la sucesion {g,, — g} es una sucesién acotada en
HP? que converge uniformemente sobre compactos a 0. Se sigue entonces
que g, — g en H,. U

EJERCICIO 2.32. Verifique que el resultado del Teorema anterior se
cumple en AP (1 <p < o0),en H*® y en D.

EJERCICIO 2.33. 1. Pruebe que la sucesién de funciones {f,}
definida por f,(z) = 2" (z € D) converge ultra-débilmente a 0
en H2.

2. Use el resultado anterior para demostrar que si ¢ € Hol(D)
induce un operador compacto en H? entonces ¢ no puede ten-
er limite radial de moédulo uno en un conjunto de medida de
Lebesgue positiva.
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Finalmente introduciremos la definicién precisa de la funcion conteo
de Nevanlinna. Recordemos que si {a,} es la sucesién de los ceros de
una funcién f € HP entonces ), (1 —|a,|) < oo (con los |a,| ordenados
en forma creciente y contando multiplicidades). Luego si ¢ : D — D es
analitica, considerando ¢~!(w) como la sucesién de ceros de o(-) — w,
se tiene que } - -1, (1 — |2|) < oc. Si notamos ademds que para cada
0<r<1, 1—]z] ~log(l/|z|) para z € D\ rD vemos que la siguiente
funcién, denominada funcién conteo de Nevanlinna, estd bien definida:
(2.1)

0, siw ¢ p(D)
Ny :C—[0,00);w = ¢ X oep1(w) 108 |—i‘, siw € (D), w # ¢(0)
00, si w = (0).

Obsérvese que N,(w) “cuenta” las veces que w es alcanzado por ¢
ponderando cada vez que esto ocurre por un factor que describe esen-
cialmente la distancia del punto donde w es alcanzado a la frontera del
disco. Requeriremos la siguiente desigualdad:

TEOREMA 2.34. Desigualdad de Littlewood. Sea ¢ : D — D
analitica. Para cada w € D\ {p(0)} se tiene:

1—¢(0)w
©(0) —w
DEMOSTRACION. Siw ¢ ¢(ID) no hay nada que probar. Supongamos

que w € (D). Si ¢(0) # 0y {z;} es el conjunto de los ceros de ¢, el
Ejercicio 1.7 prueba que |¢(0)| < []|2;|. Tomando logaritmos se tiene

tog|(0)] < log (T] 121) = > tog 21,

y multiplicando por —1 obtenemos

1 1
N,(0) = log — < log ——
#(0) ZOg\zj\— %8 150)]

que es la desigualdad requerida para w = 0.

Si ¢(0) # 0 sea

Ny (w) < log

_ p(z)—w
Es fécil ver que v es analitica en D, aplica D en si mismo y (0) # 0.
Luego se tiene que Ny (0) < log(1/1(0)), pero esta es justamente la
desigualdad requerida. O
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Obsérvese que la desigualdad de Littlewood es una generalizacién
del Lema de Schwarz, si ¢(0) = 0, la desigualdad se reduce a

No(w) <log -, (we D\ {(0)})

|wl

lo cual no es otra cosa que
wl < [T {l21: 2 € o7 (w)},

y el Lema de Schwarz afirma que |w| < |z| para cada z € o~ (w).

EJjercicio 2.35. La caracterizacion de operadores de composicién
compactos en H* es facil: pruebe que ¢ € Hol(D) induce un operador
de composicién compacto en H* si y sélo so ||l < 1.

EJERCICIO 2.36. 1. Recordemos que si ‘H es un espacio de
Hilbert, un operador lineal acotado T : H — H es de Hilbert-
Schmidt si para una (para toda) base ortonormal {e,},~, en
‘H se cumple que

o0

> |ITen3; < oo

n=0

Pruebe que todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
2. Pruebe que un operador de composicién C, es de Hilbert-
Schmidt en H? si y sélo si

2w 1
————df < .
/0 1—[p(e®)[?

Formule y demuestre un resultado andlogo para el espacio de
Bergman A2

3. Use los resultados anteriores para demostrar que ¢ € Hol(D)
con ||¢|lec < 1 induce un operador de composicién compacto
en H? (y en A2).

4. Pruebe que C, es de Hilbert-Schmidt en D si y sélo si

L,
o)

es finita.
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3. Operadores de composicion compactos y medidas
compactas de Carleson

Recordemos que las condiciones de acotacién del operador de com-
posicién C,, actuando en el espacio de Bergman AP, pueden ser descritas
en términos de las medidas y,, definidas por p,(E) = A(¢~!(E)) para
cada subconjunto boreliano de D, afirmando que esta medida es de Car-
leson. Recordemos también, que el hecho de que la medida p, sea de
Carleson para AP (p > 1), es descrito geométricamente afirmando que
w(Q-(¢)) = O(r?) paratodo C € Ty 0 < r < 1.

Forma parte de los hechos denominados del “folklore” del tema que
mientras las condiciones de acotacién se formulan en términos de com-
paraciéon “O grande”, las condiciones de compacidad lo hacen en térmi-
nos de “o pequena”. Asi correspondiendo a la nocién de medida de Car-
leson tenemos una nocién de medida compacta de Carleson. Precisando:

TEOREMA 2.37. (c¢f. [110]) Sea 1 < p < oco. Si p es una medida
positiva de Borel en D. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La aplicacion identidad es una inclusion ultra-débilmente com-
pacta de AP(D) en LP(D,du).

2. Se tiene que u(Qr(C)) = o(r?) cuando r — 0, uniformemente
en T.

Si una medida p en D satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que p es una medida compacta de Carleson para AP.

La correspondiente nocién de medida compacta de Carleson para HP
se obtiene como sigue:

TEOREMA 2.38. (cf. [110]) Sea 1 < p < oco. Si p es una medida

positiva de Borel en D. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. La aplicacion identidad es una inclusion ultra-débilmente com-
pacta del espacio HP(D) en L*(D, dpu).
2. Se tiene que p(Qr(¢)) = o(r) cuando r — 0, uniformemente en
T.

Si una medida p en I satisface las condiciones del Teorema anterior
se dice que p es una medida compacta de Carleson para HP.

Como consecuencia inmediata del Teorema de cambio de variable
de la teoria de la medida se obtiene la siguiente caracterizacién de los
operadores de composicién compactos en AP y HP del disco.

COROLARIO 2.39. Sea 1 <p < ooy ¢:D— D analitica.
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1. El operador Cy, es un operador compacto en AP si y sélo si la
medida 1, es una medida compacta de Carleson para AP.

2. El operador C, es un operador compacto en HP si y sélo si la
medida i, es una medida compacta de Carleson para HP.

Del mismo modo que para las medidas de Carleson, se tiene que
también la caracterizacién de las medidas de Carleson compactas en AP
o en HP es independiente de p, luego tenemos:

COROLARIO 2.40. Si C, es acotado en AP (respectivamente en HP)
para algin valor de 1 < p < 0o entonces es acotado en AP (en HP) para
cada 1 < p < oo.

EJERCICIO 2.41. 1. Sea p(z) =sz+(1—s)con0<s<1ly
z € D. ;Cémo es p(D)?. Muestre que ¢ 1(Q,(1)) = Q,/s(1).
Demuestre que Cy, no es compacto en H 2,

2. Sea ¥(2) =1—(1—2)’ con 0 < b< 1y z€D. Describa ¥(D).
Muestre que Cy, es compacto en H 2,

3. Establezca y verifique los resultados analogos para el espacio
de Bergman A2,

Concluimos esta seccién usando los resultados anteriores sobre me-
didas de Carleson compactas en el espacio de Bergman para caracterizar
los operadores de composicién compactos en el espacio de Dirichlet D.
La prueba sigue la exposicién en [60].

TEOREMA 2.42. Sea ¢ € Hol(D). Una condicion necesaria y sufi-
ciente para que el operador de composicion C, sea compacto en D es
que la medida dp(w) = ny(w)dA(w) sea una medida compacta de Car-
leson en A%, donde ny,(w) es el nimero de ceros de la funcién ¢ — w.

DEMOSTRACION. Nétese que C,, es compacto en D si y sélo si || f, o
¢||p — 0 para cada sucesién {f,} acotada en D con f, — 0 uniforme-
mente en subconjuntos compactos de D (ver Ejercicio 2.32).

Supdngase que C, es compacto en D. Probaremos que p es una me-
dida compacta de Carleson en A? verificando que el operador inclusién
i: A% — L?(u) es compacto. Para ello, sea {g, } una sucesién acotada en
A? con g, — 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos y definase
fn(2) = [§ gn(w)dw. La hipétesis implica que

gnllL2() = I(fn 0 @)l a2 — 0

cuando n — oo lo que prueba lo afirmado.
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Astimase ahora que u es una medida compacta de Carleson en A2
Sea { f } una sucesién de funciones en el espacio de Dirichlet con || f||[p <
1y fn — 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de ID. Como
el operador inclusion i : A2 — L?(p) es compacto se tiene que

1(fn 0 @) llaz = Il fallL2gu) — O,

y como ademads |f,(¢(0))] — 0 se obtiene que || f, o ¢|[p — 0y asi C,,
es compacto.

]

4. Operadores de composiciéon compactos en espacios de
Bergman

Los ejemplos considerados anteriormente posiblemente sugieran que
de alguna manera la compacidad de C, ocurre si ¢(ID) no esta demasiado
cerca de la frontera. El ejemplo que sigue aporta evidencia adicional. El
resultado es seguramente bien conocido y aparece expresamente descrito
en [109].

EJERCICIO 2.43. Si ¢ € Hol(D) es transformacién lineal fraccional

(Z)_az—l-b
L4 ez d

es bien conocido que p(ID) es necesariamente un disco euclidiano.

ad — bc # 0,

1. Verifique que ¢ es necesariamente de la forma
¢(2) = c+ Rpa(2), [Al=1la| <1,]c[+R<1,

donde ¢, denota el automorfismo del disco que intercambia a
y el origen y es involutivo (¢4 (vq(z)) = 2).

2. Concluya que hay justamente dos tipos de tales transforma-
ciones lineales fraccionales de D en D: aquellas con |c| + R < 1
y aquellas con |¢| + R = 1. Describa en cada caso ¢(D).

3. ;Cudles transformaciones lineales fraccionales de D en D in-
ducen operadores de composicién compactos en A? (o en H?)?.
Pruebe que si ¢ es una transformacion fraccional de D en D el
operador C, es compacto si y sélo es de Hilbert-Schmidt.

La formulacién precisa de la intuicidon expresada antes, para oper-
adores de composicion en espacios de Bergman, es el contenido del sigu-
iente Teorema. El resultado, como se indicé, es de [73] y expondremos
la prueba siguiendo la presentada en [107].
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TEOREMA 2.44. Seap > 1y ¢ € Hol(DD). El operador de composicion
C, : AP(D) — AP(D)
es compacto si y sélo si
1— |z
- T= eGP
DEMOSTRACION. Por los resultados de la seccién anterior es sufi-

ciente probar el Teorema cuando p = 2. En este caso consideraremos el
adjunto Cg de C,,. Es facil verificar que

1— |22 )
cop =
1GekI" =\ T2

1— |2
(1 —wz)?’

son los nicleos reproductivos normalizados de A%. Aqui y en el resto de
la prueba usamos || - || para denotar la norma en A2?. Como k,, — 0
ultra-débilmente para cada sucesién {z,} con |z,| — 17 es claro que la
compacidad de C, implica la condicién indicada en el Teorema.

Asumamos ahora que la condicién indicada se cumple y sea {f,}
una sucesion en A% que converge débilmente a 0. Probaremos que

Jim |Gy full = 0.

donde

k. (w) = (z,w € D),

Sea € > 0. Elfjase 0 € (0,1) tal que
(2.2) 1— |22 <e(l—Jp(2)?), sid<|z|<1.

Usando la norma equivalente para A? introducida en el Ejercicio 1.15
vemos que existe una constante C7 > 0, independiente de ¢ y de n tal
que

1Cofull < Ch [Ifn(sﬂ(o))l2 +/D|flz(90(2))|2ls0’(2)|2(1 — [21)?dA(2) | -

Es claro que f,,(¢(0)) — 0 sin — oo.
Escribimos la integral

/D ()P ()1 — |#[2)2dA(2)
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como la suma de

I, = / ()Pl (2) P (1 = [2[*)?dA(z)
|z]<é

T = / L)L (21 = [22)2dA(2).
o< |z|<1

Como {f]} converge a cero uniformemente sobre compactos y ¢ es
acotada en {z : |z] < d} se tiene que I,, — 0 si n — oc.

Usando (2.2) y el hecho que log |71‘ ~ 1—|z| cuando |z| — 17 se tiene
que

In < 2026/ A DRI ()L — [¢(2)?) log —dA(2)
0<z|<1 | |

para una cierta constante Cy (independiente de ¢ y mn). Ahora por la
férmula de cambio de variable del Teorema 1.22 obtenemos

Jn < 2Cse / PP — [22)N(2)dA(2),

donde N, es la funcién conteo de Nevanlinna introducida en (2.1).
La desigualdad de Littlewood (Teorema 2.34) afirma que

I—Wz

Ny(z) <log 200) — 2

y como

= OEk
©(0) — 2

(1 =[O = |2*)
1= 0(0)22
o A=leOP) - 2%
- (1= [e(0))?
(L+[e(0)D (1 — [2%)
1= [ (0)] ’

podemos encontrar una constante C'5 > 0, independiente de n y ¢ tal

" (i) [ o

1—mz

log
©(0) — 2
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Usando nuevamente el resultado del Ejercicio 1.15 tenemos que existe
una constante C3 > 0 tal que

A%@WPVWM@S%MR

para todo n y como la sucesién {f,} es acotada en la norma de A? existe
una constante C4 > 0 independiente de n y ¢ tal que

SO

%SQQ—MW

para todo n. Se sigue que

1
limsup J, < Cy (+|SD(O)|> €

y como ¢ > 0 es arbitrario tenemos que J, — 0 si n — oo, lo cual
completa la prueba del Teorema. [l

EJERCICIO 2.45. Pruebe que la condicién del Teorema anterior es
necesaria y suficiente para que el operador de composicién C, induci-
do en H? por un simbolo univalente sea compacto. Indicacion: Imite
la prueba anterior. (Realmente la condicién de univalencia puede ser
sustituida por la de valencia finita.)

Es posible reescribir el Teorema anterior de un modo mas geométrico,
en términos de la derivada angular de funciones en Hol(DD).

Recuérdese que el Teorema de Julia-Carathéodory establece que si
¢ € Hol(D) y |¢| = 1, entonces ¢ tiene derivada angular finita en ¢ si y

solo si )
1=z
lim inf M < 00
z—( 1-— |Z|2
Luego se tiene inmediatamente a partir del Teorema anterior el sigu-
iente resultado:

TEOREMA 2.46. En AP(D) (1 < p < o00) el operador C, es compacto
si y solo @ no tiene derivada angular finita en ningun punto de OD.

EJERcCICIO 2.47. Examine los ejemplos de operadores de composi-
cién compactos y no compactos, que se han dado en ejercicios anteriores,
usando el (los) Teorema(s) anterior(es).

EJERCICIO 2.48. Pruebe que si ¢ no tiene limites radiales de médulo
1 en ningin punto entonces C, es compacto en A2,
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EJERCICIO 2.49. [73, 3.12] Un simbolo que llena el disco pero tal que
Cy, es compacto:

1. Describa una regién €2 en el semiplano izquierdo que forme una
franja infinita cuyas fronteras sean asintoticas al eje imaginario
y tal que la funcién exponencial aplique dicha regién sobre D\
{0}, alcanzando cada punto a lo méas dos veces.

2. Sea F' una aplicacién univalente de D sobre Q y ¢y = expoF'.
Note que g aplica D en D\ {0} con multiplicidad a lo mas dos
y no tiene limites radiales de médulo 1. Concluya que Cy, es
un operador compacto en A2,

3. Sea a € D\ {0} y ¥(2) = zpu(z). Note que 9 aplica D en
si mismo con multiplicidad dos y ¢(D \ {0}) =

4. Sea ¢ = 1) o ¢g. Muestre que (D) =D y C, es compacto en
A2,

4.1. Norma esencial de operadores de composicién en el
espacio de Hardy. Como se indicd, el problema general de caracterizar
operadores de composicion compactos en el espacio de Hardy resulté ser
de naturaleza diferente. Los siguientes ejemplos, tomados de [73], ilus-
tran la situacion:

EJEMPLO 2.50. [73, 3.6] Recuérdese (ver Ejercicio 2.33) que si C,, es
un operador de composicién compacto en A? entonces ¢ no puede tener
limites radiales de mddulo uno en un conjunto de medida de Lebesgue
positiva. La situacién en H? es totalmente diferente. De hecho pre-
sentaremos una funcién ¢ interior, es decir con ¢(¢) = 1 para casi todo
¢ € T, tal que C, sea compacto en A2 Tal sfmbolo ¢ no posee derivada
angular en ningtin punto de T y sin embargo C, jno es compacto en H 21

Se trata de una funcién interior singular. Si p es una medida positiva
en T, singular (con respecto a la medida de Lebesgue) y

ol2) = exp (— [t du<w>) |

es facil ver que go estd bien definida y es analitica en ID. De hecho si u(z) =
— [ P(w = —Re [ “2du(w); donde P (w) = (1 — [z]*)/|z — w|?
(z € D, w € ']T) es el niicleo de Poisson; se tiene que |p(2)] = e*?), y
como 4 es una medida positiva, u(z) < 0 para todo z € D. Ademas, el
hecho que p sea singular implica, por el Teorema de Fatou (cf. [93]),
que u(rw) — 0 cuando r — 1~ c.t.p. Luego si jw| = 1y tanto ¢ como u
tienen limite no tangencial en w, entonces |p(w)| = lim,_,1- |p(rw)| =




4. COMPACIDAD EN ESPACIOS DE BERGMAN 45

lim, ;- e %) =1 c.t.p. Luego ¢ es una funcién interior. Tal funcién
se dice una funcion singular interior.

En el caso de funciones interiores, un Teorema de Ahern y Clark [1]
caracteriza los puntos en T en los cuales existe una derivada angular. En
el caso de la funcién singular interior ¢ descrita antes, esto ocurre en el
punto wg € T si y sélo si

IwOZZ/W<OO
T

lw — wo|?

Asi pues, basta construir una medida singular p que no cumpla la
condicién anterior para ningin wg € T. Para ello témese {u,} una suce-
sién de nimeros positivos tal que Y-y, < 00 pero Y/, = 00. Sean
ahora arcos consecutivos I;, en T de longitud /i, y sea ¢, el centro de
cada uno de esos arcos. La medida requerida pu se define como

M= Z ,un5n’

donde §,, es la medida de Dirac en el punto (,,. Para ver que la integral de
la condicién dada es infinita, basta observar que cada wy € T pertenece
a infinitos arcos I, y por tanto |wo — (y, | €s menor que /Fn;, Para todo
k, luego la integral de la condicién, que no es otra cosa que la suma
S~ ttn /|G — wol? diverge, pues tiene una cantidad infinita de sumandos
mayores que 1.

EjempLO 2.51. [73, 3.8] El simbolo del ejemplo anterior no posee
derivada angular en ningiin punto de T. Como ademds ¢(¢) = 1,c.t.p. y
teniendo en cuenta el resultado del Ejercicio 2.48, es tentador aventurar
la hipétesis de si la no existencia de derivada angular junto a la condicién
de que los limites radiales tengan médulo menor que uno caracterizan la
compacidad. Tal hipdtesis fue propuesta en [101]. El siguiente ejemplo
prueba que no es asi.

Requeriremos el siguiente hecho que se puede verificar facilmente:
las funciones interiores que fijan el origen inducen operadores de com-
posicién isométricos en H? (de hecho esta condicién caracteriza los op-
eradores de composicién isométricos en H?, ver [39]). Sea 1) la funcién
singular interior construida en el ejemplo anterior y ¢y(0) = a. Si ¢,
es el automorfismo del disco que intercambia a y 0y ¥ = @4 0 ¢g, en-
tonces 1) es una funcién interior (es bien conocido que la composicién
de dos funciones interiores es otra vez interior), y fija el origen. Luego el
operador de composicién Cy, es una isometria.



46 2. OPERADORES DE COMPOSICION. RESULTADOS BASICOS.

Sea ahora x(z) = (1 + 2)/2. Se puede ver facilmente que Cy no es
compacto en H?. Finalmente sea ¢ = y o1, Cy, = CyCy no es compacto
en H?, en efecto: Cy no lo es, luego la imagen de la bola unitaria B
de H? es un conjunto A cuya clausura no es compacta y como Cy es
una isometria, Cy(A) = Cy,(B1) tampoco es relativamente compacto. Es
facil ver que ¢ no tiene derivada angular en ningtiin punto de T (un modo
de verlo es observando que Cy,, y por tanto Cy y C,, son compactos en
A?%) y ademis |p(w)| < 1 para casi todo w € T.

Como se indicé anteriormente, el problema de la compacidad para
operadores de composicion en el espacio de Hardy requiere considerar
la funcién conteo de Nevanlinna y fue resuelto en [98]. De hecho en
ese articulo J. Shapiro obtiene una expresion para la norma esencial del
operador C, en H 2,

Unas palabras de motivacién para el resultado (siguiendo las ideas
en [98]). Recordemos en primer lugar la expresién para la norma en H?
dada por la identidad de Littlewood-Paley

191 = 17OP +2 [ 17()Plog aA(e)
D

2]

La formula de cambio de variable 1.22 aplicada aca permite obtener

1f o @liz = £ (0(0)]* + 2/D [f(w)[? Ny (w)dA(w).

Si consideramos el caso ¢(0) = 0 observamos que de la desigualdad de
Littlewood 2.34 en ese caso:

NSO (w) S log |’U}1|7
y de las férmulas anteriores se obtiene inmediatamente la acotacién del
operador de composicién: || fol|%s < || f]|%2 (con norma < 1) en el caso
©(0) = 0. El caso general, como vimos, se obtiene componiendo con un
automorfismo y calculando.

Asi pues, podemos afirmar que la acotacién del operador de composi-
cién C, en H? (es decir el principio de subordinacién de Littlewood) es
consecuencia de la desigualdad de Littlewood y esta puede escribirse (al
menos en el caso p(0) = 0) como

Ny(w) = O(—log|wl|) cuando |w| — 1.



4. COMPACIDAD EN ESPACIOS DE BERGMAN 47

La intuicién, ya indicada, de que a una condiciéon O “grande” para
acotacién, corresponde una condicién o “pequena” para compacidad con-
duce a conjeturar que C, serfa compacto en H 2 si

Ny (w) = o(—log |w|) cuando |w| — 1.

De hecho, éste es el resultado de J. Shapiro que marca un momento
culminante en la teoria de operadores de composicién y que presentare-
mos a continuacion.

Recordemos que dado un operador acotado T" actuando en el espacio
de Banach X, su norma esencial

IT||e = inf {||T" — K| : K es compacto en X'}

es una medida de la “no compacidad” de T en el sentido que ||T|le = 0
si y sblo si T es compacto. Obviamente ||T||e < ||T|| pues el operador
cero es compacto.

Presentamos a continuacién el calculo de la norma esencial del op-
erador C, en H 2. Para el célculo del estimado superior seguimos muy
de cerca la exposicién en un contexto mas general (espacios pesados de
Dirichlet) que aparece en [39]. Para el estimado inferior seguimos la
prueba de [86], que utiliza resultados sobre factorizacién de funciones,
en lugar de los argumentos sobre el comportamiento subarménico de
la funcién conteo de Nevanlinna que aparecen en la prueba original de
Shapiro. De hecho la prueba de [86] se desarrolla en el contexto de
espacios de Bergman usando la reciente teoria de factorizacién en esos
espacios. Escribiremos a lo largo de la prueba ||-|| para designar la norma
usual en el espacio de Hardy H?2.

TEOREMA 2.52. Si ¢ € Hol(D), entonces en H?(D)

No(w)
|C,|12 = lim sup —2~——.
’ jwj—1 10g(1/]w])

ESTIMADO SUPERIOR. Requeriremos la siguiente terminologia y los
Lemas que aparecen a continuacion. Sea R, la proyeccién ortogonal de
H? sobre 2"H? y Qn = I — Ry, es decir: para f(z) =Y oo, arz" en H?
sea (Rnf)(2) = 3202, arz® y (Quf)(2) = Y207, arz". Necesitaremos los
siguientes estimados:

LEMA 2.53. Para cadar, 0 <r <1y fe H? se tiene:

L (B f) ()] < [ FI1(Z52, 79)1/2 para |w] < 7.
2. |(Ruf) (w)] < I FINZRZ, K22 =2)12 para |w] < 7.
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DEMOSTRACION. Probemos (2). Recordemos (ver ejercicio 1.11) que
el funcional diferenciacién en el punto w € D es acotado en H? y viene
dado por f'(z) = (f, Dyw) donde D,, = z/(1 — wz), entonces

’(Rnf)/(w)|:|<RnfaDw>| = |<f7Ran>|
111l B Dol

00 1/2
T (zk) |
k=n

si lw| < r. La desigualdad (1) se obtiene de modo similar usando los
nucleos de Szegd (ver Ejercicio 1.10.) O

IN

IN

LEMA 2.54. Si ¢ € Hol(D), entonces ||Cylle = limy, .o || Co Ry ||

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que el limite indicado ex-
iste. De hecho la sucesion {||C R, ||} es decreciente: sea n un entero
no negativo, si ||f|| <1 € H? con f(z) = Y. apz¥, sea g(z) = 3 bp2*
con a = by si k #n y b, =0, se ve claramente que R,g = Rp+1f ¥
lgll < 1711 < 1, asf que

1CoRn i1 fl| = |CoRngll < [|CoRal,

y ast ||CyRpq1]| < ||CpRyl| como se indicé.
Como (R, + Qn)f = f y Qn es compacto se tiene para cada n que

1Celle = [CoRn + CoQnlle < [|CpRulle < [[CopRall;

asi que
[Colle < nlgrolo [CoRal|-

Para verificar la otra desigualdad, sea V un operador compacto ar-
bitrario actuando en H?2. Se tiene que

1Ce = VI 2 [(Cp = V) Rull = [CoRn = VR 2 [|Cp Rul| = [V Ra].

Verificaremos que |[VR,| = ||(VR,)*|| = ||[R.V*|| — 0 cuando n —
oo lo cual completard la prueba del Lema.

Sea e >0y f € By donde B; denotara de momento la bola unitaria
cerrada de H?, como V* es compacto existe fi, ... fm, un conjunto finito
de elementos de Bi, tal que las bolas de radio €/2 centradas en los V* f;
(i =1,...,m) cubren al conjunto compacto V*B;. Como R,, converge
puntualmente a 0 elegimos un ng € N tal que ||R,V*fi]| < e si n > ng
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para cada i = 1,...,m. Sea f; tal que |[V*f — V*f;|| < €/2, se tiene

asi que si n > ng
IRV £l B2V f = RV [l + | RV ]

<
< RallIVEf = VISl + IR VSl <€

Por el lema anterior

IColle = lim_sup {|CoRaf ] < || < 1}

Tomemos pues f en la bola unitaria de H?. Utilizando la identidad de
Littlewood-Paley (Ejercicio 1.12)

ICoRufI2 = [Ruf o p(0) +2 / (B o @)/ (=) log - dA(2).
D \Z\

Por el Lema 2.53, el primer término no excede a Y = |¢(0)
cual tiende a 0 cuando n va a infinito. La férmula de cambio de variable
del Teorema 1.22 permite escribir el segundo término como

2 / (R log
(D) Z

7>1

|2k’ el

dA(w)

donde {zj(w)} es el conjunto de ceros de ¢ — w. La expresion en el
paréntesis anterior es justamente la funcién conteo de Nevanlinna N,
evaluada en w. Si fijamos un r € (0, 1) esta integral estd dominada por

2 sup |(R ]2/N JdA(w

|w|<r
2 / (R f) (1) 2Ny (1) dA(u).
r<|z|<1

Usando el Lema 2.53 y otra vez la formula de cambio de variable
vemos que el primer sumando esta acotado por

o [ 2,262 YNCIE .
11 (Ek )(2/D|so<z>| g - dA(:))

= |IfI” (Z k27“2k2> (lell* =l (0)),
k=n

y cuando n — oo esta cota tiende a 0.
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El supremo de la expresién en el segundo sumando, cuando f recorre
la bola unitaria cerrada de H?, estd dominado por el correspondiente
supremo de

/ 2
2 / o T @PN ) A)

cuando f varia sobre el mismo conjunto, pues en el segundo caso el
supremo se toma sobre un conjunto més grande. Acotamos ahora la
expresién anterior por

sup _De(w) ) Lo - dA(w
S Tog(1/w]) (2/]@” () log p 1dA( )>‘

Asi pues, como esta desigualdad es cierta para cada r € (0,1) ten-

emos que
Ny (w)
[Cplle < lim | sup —Fr—s |
T r<|z|<1 10g(1/|w’)
y obtenemos asi el estimado superior de la norma esencial de C,. (I

ESTIMADO INFERIOR. Sea K, el nicleo reproductor en el punto a €
D para el espacio de Hardy H? y sea ky, = K, /|| K| la correspondiente
funcién normalizada, esto es:

/1 — 2
kw(Z) = 1_/(13, z e D.

Es inmediato que k,, — 0 ultra-débilmente si |w| — 17. Luego, si Q
es un operador compacto arbitrario en H? se tiene que ||Qky| — 0 si
|lw| — 17 y por tanto

1C, — QI = lmsup [[(Cyp — Q)kuyll

n—oo

= limsup||C k|

n—oo

Como ||Cy|le = inf {||Cy, — Q|| : @ es compacto} tenemos el estimado

(2.3) 1Ce12 > Hm‘Stipllk‘w o |
wl—

Sea ¢(0) = a. Como ky(a) — 0 si |w| — 1, se tiene que

(2.4) limsup [|ky © ¢||* = limsup [[ky 0 ¢ — ku(a)[|.

lw]—1 lw]—1



4. COMPACIDAD EN ESPACIOS DE BERGMAN 51
Noétese que las constantes son ortogonales a ky, o ¢ — ky(a). En efecto:

1
k 1) = — (K,,C*K
<wo()07 > HKwH< %) 0>
1

= m<KwaK¢(o)>

= (ky, Kq) = ky(a).
Escribimos entonces

(25)  lkw o @ = ku(@)[* = llkw 0 ¢ = ku(W)[I* = [kuw(w) — kuw(a)[?

Y ¥ = ky o —ky(w). Sea |w| > |a|, entonces ¢! (w) = {z;} no contiene
a 0y los z; son justamente los ceros de 1. Si

— _ T *
B(z) = Byw(z) = ];[ T 7€ D,
podemos factorizar 1 = Bh con h € H? libre de ceros, ||¢| = ||h] v
tenemos
[$(0) = h(O)*BOF = [ D) [] Iz
J
< RIPTT 107
J
= P T 1=
J
asi que

[LOF _ [kuw(a) = ku(w)]*

lkw 0 ¢ = kuw(w)||* = [0]* > =
I1; |2 I1; |27

Por (2.3), (2.4) y (2.5) obtenemos

1
IC I > lim sup [k (w) — kuw(a)|® ( 1) :

|1 L1 [25]?
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Como ky(w) = 1/(1 — [w]?)/2, ky(a) — 0 si |w] — 1, las desigualdades
e’ —1>xylog(l/(1 —x)) >z (z > 0) permiten escribir

1 1
—0 —1 = exp log——— | —1
AR 28 T

=z Z(l - (1 - |Zj|2)>
J
y se tiene que
(1 —|2]? N
H%H? > lim sup Z](—|;|) = lim sup ﬂ’
wj—1 1= [w] w1 log(1/[w])

pues 1 — 22 es asintética a log(1/x?) cuando z — 1.



CAPITULO 3

La Norma de Operador de Composicion

1. Norma de un operador de Composicion

Sea H un espacio de Hilbert y 7' : H — H un operador lineal acotado.
Recordemos que la norma de T esta definida por

1T = sup{ IT(NHI: feH|fll =1}
= sup{ [T*(NI : f € 1 [If]| =1}

Calcular el valor exacto de la norma de un operador de composicién
en un espacio de Hilbert funcional analitico, es un trabajo dificil; por
ejemplo, en el espacio de Hardy H?(ID), la norma de un operador de com-
poiscién ha sido calculada sélo en ciertos casos especiales; sin embargo,
es posible estimar adecuadamente la misma.

LEMA 3.1. En H%*(D) los niicleos reproductivos normalizados {k,}
tienden a cero débilmente cuando |w|— 17.

DEMOSTRACION. Sea p un polinomio complejo. Sea M = maz{|p(2)| :
z € D}. Entonces

— Kw — 1 — _ U)2 w):
<p7kw>—<p7 ”Kw H>_ ||KwH<p7Kw>_ 1 ’ | p( )a

consecuentemente,

0< lim ]<p,kw>]§‘l‘1'ml M+\/T=Jw]? =0.
w|—1—

w|—1~
Consideremos ahora f € H?(D). Entonces existe una sucesion de
polinomios {p,} tal que lim ||p, — f|| = 0. Luego, dado ¢ > 0 existe
n—oo

N tal que ||p, — f|| < € para todo n > N. En consecuencia, para todo
w € D:

[(fskw) = (P kw)| < If = pull - [kl < e para todo n > N.

53
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Fijemos ng > N. Entonces, existe § > 0 tal que 1 — |w| < § implica
[(Pnos kw)| < e.

Luego, si 1 — |w| < ¢,

’<fakw>’§ |<f*pnoykw>’+ ‘<pnoakw>| < 2e

TEOREMA 3.2. Sea ¢ : D — D un automorfismo. Entonces para toda
f e H*(D)

L= O] )" 14 [B(0)] ) /2
<1+w<0>|> 1A < llCufIl < (1_1/}(0)‘) 1£1

Mds aun, estas desigualdades son optimas y

1+ [p(0)] 2
”Cw”‘<1—rw<o>\> '

DEMOSTRACION. Como 1) es un automorfismo de D, 1) es una trans-
formacién fraccional lineal de la forma

Z24+u
=
1/}(2) 14+ uz

donde |A| =1y |u| < 1.
Sea f un polinomio complejo. Entonces f es acotada en D y por lo
tanto, f o1 € H*®(D) y su norma en H? es
L db

2
2 _ 0
1 ol = /0 TP

Como 1 es un homeomorfismo suave sobre el circulo unitario, podemos
cambiar variables en el circulo:

0
it oy €7 tu
=) =M e
© it
. - e —du
67,9 — -1 62t = € O
vLer) 1 — A\ue®t

de lo cual, al diferenciar y simplificar, se obtiene
Aett — X|u|26it

edy = —
(1 — duett)?
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Finalmente, tomando mddulo tenemos

o 1—|u? dt
2 |1 — Nuett|227

Asi

/ T e P = / ey 2Ll dt
0 0

o 11— Nueit|2 27

Observemos ahora que

1—|ul? 1—[ul? 1—|ul?
< < 5
(L4 Jul)® = 1= Auet|2 ~ (1 —ul)

luego

2m 4o 1—|ul? do 2m : 1—|ul? dt
ity |2 < it\| 2

[ e il &
0 (

—ful)? 2’

IN

y como |u| = |1(0)], se concluye que

1—[(0)] | 14 (o)) \ /2
<1+w«m> \ﬂ\éW%ﬂ!s(l_Wm)> I £l

Puesto que los polinomios son densos en H?(ID), estas desigualdades son
vélidas para todo f en H?(DD).

Para mostrar que la desigualdad de la derecha es Optima, recorde-
mos que Vw € D: CF(ky) = ky (). Pongamos u = se y sea {r,} una
sucesion de nimeros reales positivos que converge, de manera creciente,
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a 1. Para cada n € N, definamos w,, := r,, ¢?. Entonces

. 1K )12
n—o0 || Ky, |2

= lim 71_ ’wnp
n—o0 1 — [1h(wn)|?
1—|ul?

1—[u?
1—|9(0)]?
1—1[4(0)]2°

(e

v

Esto prueba que la desigualdad de la derecha es éptima y que

(14 )]\
”Cw”‘<1—rw<o>\) '

Nétese ahora que, para toda f € H?(D):
£ = 1C, Cufll < NG INIC £l -

Por lo tanto, al ser |[¢p~1(0)] = |4(0)], se tiene

! 1 1—|¢-1<0>|>”2
C = = o 1 /AN .
1001112 eI = oy = Ty ) W

Para mostrar que esta desigualdad también es éptima consideremos
una sucesion {g,} tal que lim ||Cy g,| = HC’;1|| y definamos f, :=
CJ ! g,,. Entonces

1— [1p(0)] \ M/
i |Gy £l = tim gl = (TG ) 1
(]

COROLARIO 3.3. Sea 9 : D — D una funcion analitica, entonces en
H?(D) tenemos

1 1/2 1+ [p(0)] |2
3.1) (1—|w<o>12> < 'Cw"§(1—|¢<o>|>'
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Las estimaciones 3.1, muestran que si ¢/(0) = 0 entonces || Cy || = 1,.
La desigualdad inferior es alcanzada cuando 1 es una constante, y la
desigualdad superior cuando ¢ es una funcién interior.

2. Normas de Operadores de Composicion y Nucleos
reproductivos

La norma de un operador de composicién inducido por una fun-
ci6n interior fue calculada por E. A. Nordgren en 1968, [82]. C. Cowen
en 1988, [41], dedujo una fémula para el operador de composicén Cy,
cuando ¥(z) = sz +t, donde |s|+|t] < 1. C. Cowen mostré que, en
este caso:

9 1/2
HC#’H:( 2 2 2 2) 2 2) )
L+ |s|2=]t[2+ /(1 —[s[2+]t]%)2 - 4]¢t]

El problema de calcular la norma de un operador de composicién
es que debemos considerar la accién de Cy, o de C’f; sobre todas las
funciones f € H?(D), de norma 1; por tal razén, preferimos considerar
Cy, 0 C’;Z, en un subconjunto conveniente de funciones de norma 1, que
nos permitan facilitar los cdlculos. Uno de tales conjuntos es la colec-
ciéon de nicleos reproductivos normalizados. Esto vincula el problema
del célculo de la norma de un operador de composicién con el célebre
problema de los nicleos reproductivos:

i, Qué rol desempenan los nicleos reproductivos en las propiedades de
un operador que actia en un espacio de Hilbert funcional?

Sea 9 : D — D una funcién analitica. Definimos:

Sy = sup{||Cykul|:weD, |kl =1}
Sy = sup{||Clku|l s w €D, [lku| =1}

Es claro que || Cyl = S y | Oyl = 5™

= Supongamos que ¥ : D — D es una funcién analitica.
.Cuando la norma del operador de composicién C; es
igual a S, o a S’;Z?
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El nticleo reproductivo del punto w € D en H2(D) es
1
1—wz

1) | = | 1=

Ku(2) N Vl_‘w’%

I Kol 1-wz

Ky(z) =

Por lo tanto

ky(z) ==

PROPOSICION 3.4. Sea Cy, un operador de composicion en el espacio
H?(D). Entonces
Sp < Sy
DEMOSTRACION. Sea w € . Entonces:
ICokall = IC3Ew Il Kyl
[ K| [ K|
V11— Jwl?
1= J(w)|?
V1= w1 = J(w)?
1= [yp(w)]?
= VI[P V1= )P [Kywll®

= V1w V1= [w)? (Kyw) Kyw)l
= V1w V1= [w)? (Kyw) C)Kuw)l
)|
)

V1= w1 = [(w 2|C¢K¢ » Kuw)l
V1= [wP /1= [(w) 2 |Cp Kyl | Ko |

V1= [h(w)]? [|Cy Ky |

| Cop Ky ||

IN

Tomando supremo a ambos lados tenemos
Sy < Sy
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TEOREMA 3.5. Supongamos que Cy es un operador de composicon
compacto en H*(D) y que 1(0) # 0. Entonces

1Cyll = Sy

sty solo si ¥(z) = sz 4+t para constantes complejas s y t, las cuales
satisfacen | s| +|t] < 1

DEMOSTRACION. Supongamos que Cy es compacto, 1(0) # 0 'y
1Cyll = S5

Como k,, converge a cero débilmente cuando |w| — 17 y Cy es
compacto

lim || Ckwl| =0

|w| =1~

de manera que S, es igual I Cyka || para algin § € D. Luego

1Cyll = [ICyks|
= V1I—[BP2V1—[0(B)?(CpKys), Kp)l
< V1-18R V1= !1/1 )P ICy Kyl | Kp |
= V1=(B)PCpKypll
= [|[Cy Kyl
< [1Cyll;

en consecuencia, cada desigualdad en la cadena precedente es una igual-
dad. En particular [(CyKyg), Kg)| = [|Cy Kyl [| Kgl|- Por lo tanto

CyKy(s = cKp para alguna constante c diferente de cero. Esto es
Ky (¥(2) = cKp(2)
1 1
= C —
1—1(B) ¥ (2) 1= pz
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Como [|Cy Kyl = ICyll = y  ¥(0) # 0 debe ser

1
V1= 19(0)
¥(B) # 0. En consecuencia 1(z) = sz + t para algunas constantes s y t
en C.

Como ¢ : D — D, tenemos |(z)| = |sz+t| < 1. Supongamos t # 0,
pongamos s/t = |s/t|e?’ y definamos la sucesién

Zn = (1 — %)e*w.
Entonces nILIEO zn = € y ademds |z,| =1 — 1 < 1, de manera que
|Y(2n) | = | szn +t] < 1. Tomando limite se obtiene
(™) < 1.
Pero
[9(e™®)] = [se + ¢
e )| = ‘ E}ewte—ie + t\
o) = J4]]3] + 1]
(o™ = s + [¢]

de aqui | s|+|t| < 1. La compacidad de Cy, obliga a que |s|+|t]| < 1.
En efecto: s s

supongamos que |s |+ [t]| =1, n :‘ﬂew y consideremos nuevamente
la sucesion z, :(1 — %)e_w. Entonces

1
() P = Jsz+t P = [P (]5](1- ) + 1)~

En consecuencia

(1 — 1)2
ICp, P = — )
1= (s +1t]- &)
-3y
s 2
1=(1- 5

n? —(n—1)2
n?—(n—[s|)*
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de lo cual, tomando limite, se obtiene

1
Ciks, | — —
H PVan H - |S|
lo cual es una contradiccién.
Supongamos ahora que ¥ (z) = sz + t donde |s| + |t] < 1. Debemos

probar que [|Cyl| = S
C. Cowen demostré en [41] que

9 1/2
€6l = {rirms )
L [s|2=[t]2 4+ /(1= [s]2+[t]2)2 - 4]t]

Sea

0 §s=0
B =9 10s12-1t1>~/OTs 21122 — 4 21E12 i(arg(t)—arg(s
TS TE] eilarg(t)—arg(s)) ¢ £ ()

llamemos ¢ = (1 —|s|? —|#]?)2 — 4] t|?| s|2. Observemos que
¢ =(1=(sl=1th?*) (1= (s|+]t])?*)

de modo que g es positiva (|s|—[t] <|[s+t| < |s|+][t] < 1).

Luego, dado s # 0

W,:<1—\s\2—rt\2—¢a>: 2s/)
25l (s 1)+ v

Usando el hecho que |s|2 4 [t]|2 < 1 —2|s|?|t|2, tenemos que
8 € D.
Por lo tanto,
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ICylI* > S5,
> | Ciksl?
o
1—|spB+t?

) 23] 2
! <1 Y (PR \/§>

(i)
1—
1L—|s|2+ 1t + /1

1—s|2+t|*+ g
1—|s[2—|t|> + /g
2
L+ s|2 = [t[2 + /g

= Gyl

y en consecuencia
IC] = 5
g

De la demostracién del teorema anterior se deduce el siguiente re-
sultado.

COROLARIO 3.6. Supongamos que Sy, = | Cy ||, que ¥(0) # 0, y
que ) no tiene la forma ¥(z) = sz 4+t para algunas constantes s,t.
Entonces

Sy, = limsup || CF, (ky) |-

|w]—1—

PROPOSICION 3.7. Supongamos que S;, = || Cy |, que (0) # 0,

y que 1 no tiene la forma ¥ (z) = sz +t para algunas constantes s,t,
entonces

[Cy Il = 1Cy lle;
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donde || Cy, ||e, denota la norma esencial de Cy.

DEMOSTRACION. Sea @ un operador compacto en H?(D) y sea {w;}

7 . w
una sucecién en el disco con |w;j| — 1. Entonces Q*k,, — 0 en
H?(D), asi

1G5 -7l = Mim [[(CF = Q)ku, |
= jlilgo H C;kaj - Q*kw]‘ H

=l || Gy, |

Para cualquier operador compacto @,
| Cy = Q| = limsup || C (kw) |-

lw|—1~

En consecuencia.

[Cylle = mf{||Cy — Q| : Q compacto} > limsup || Cy, (kw) ||-

lw|—=1~

Finalmente, Por el corolario 3.6 tenemos

1Cy = 1 Cy lle = 1|1’H|1811P||C{Z (kw) I = Sy = [ Cy |-

O

El hecho de que || Cy || = || Cy ||, no garantiza el que Sj; sea igual
a||Cy ||. Por ejemplo, la funcién interior (no univalente)

o(z) = (12—_2;)2

satisface || Cy || = || Cy |[[e, [98]; sin embargo Sy < || Cy |, [3].







CAP{TULO 4

Normalidad, Subnormalidad, Hiponormalidad

1. Normalidad, Invertibilidad, Subnormalidad e
Hiponormalidad de Operadores de Composicion

En esta seccion consideraremos operadores de composicién actuando
sobre el espacio H?(D), y discutiremos los siguientes problemas.

» ;Bajo qué condiciones es normal (inversible, subnormal) un op-
erador de composicién Cy, : H2 — H?.

» Caracterizacion de la Hiponormalidad y de la Subnormalidad
conjunta para m-uplas conmutativas de operadores de com-
posicién, (Cg,,Cg,,...,Cp,), en términos de los simbolos ¢;,
1t =1..n.

» Caracterizacion de Subnormalidad para n-uplas conmutativas,

(C5,,Cs,, -, Cy ), de adjuntos de operadores de composicién.

Ya hemos mencionado que dado un espacio de Hilbert H, y oper-
adores A,B € B(H) la expresion: [A,B], denotard al conmutador de
A, B; es decir, al operador: AB — BA.

Recordemos que un operador T' € B(H) se dice normal si [T,T*] = 0.

DEFINICION 4.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador S €
B(H) se dice subnormal si existe un espacio de Hilbert K que contiene
a H y un operador normal N € B(K) tal que N’H = 5. Un operador
T € B(H) se dice ser hiponormal si

(4.1) [T, 7] > 0.

65
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Esta desigualdad puede ser expresada también en forma matricial por

I T
> 0.
<T T*T) =0
Una caracterizacién similar (ver [36]) se tiene para operadores sub-

normales, como sigue:

PROPOSICION 4.2 (Bram-Halmos). S € B(H) es un operador sub-
normal si, y solo si, la matriz

I S* §%2 .. S
S S*S  S§*2¢ ... g*g
§? 5797 987 L ST S 0 (Ya>1).
Sn §*xgn Gx2Gny . grngn

Es claro que todo operador normal es subnormal; por otra
parte, sea S € B(H) un operador subnormal y sea N € B(K) una ex-
tensién normal de S. Entonces, bajo la descomposiciéon K = H @& HE-, N
admite una representacion matricial

(4.2) N = (g g) .

Debido a que N es un operador normal, [N*, N] = 0, lo que implica
que S*S — §S* = TT*. En consecuencia [S*,S] > 0; y asi, cualquier
operador subnormal es hiponormal.

DEFINICION 4.3. Una extensién normal N € B(K), de un operador
subnormal S € B(H), se dice una extensién normal minimal si K no
tiene subconjuntos propios que contienen a H y reducen a N. Equiva-
lentemente, N € B(K) es una extensién normal minimal de S € B(H)
si

K=\/{N"¢:jeN,¢ e H}.

OBSERVACION 4.4 (Ver [36]). (i) Cualquiera dos extensiones nor-
males minimales de un operador subnormal son unitariamente equiva-
lentes; en consecuencia, podemos referirnos a una tal extension normal
como: La Extensién Normal Minimal.
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(ii) Si N es la extensién normal minimal de un operador subnormal
S, entonces 0o (S) C o(N) C o(S).

TEOREMA 4.5. Si Cy, es hiponormal entonces ¢(0) = 0.

DEMOSTRACION. Denotemos por 1 : D — C la funcién definida
como 1(z) := 1 Entonces,

Co(1) =1(p) =1
. Asi 1 es un autovector para C, (para el autovalor A = 1). La hiponor-
malidad de C,, implica que 1 es también un autovector para Cg (porque
ker(T) C ker(T™) para T hiponormal), por lo tanto

Ko@) = Ch(Ko) = Cz(1) =1= K

ya que la correspondencia D > w — K, es inyectiva, concluimos que

©(0) =0 O

FEl siguiente teorema es bien conocido y puede deducirse a partir de
los resultados del Capitulo 2. Los detalles pueden ser vistos en [39].

TEOREMA 4.6. Si ¢ es una aplicacion analitica del disco en el mis-
mo, entonces sobre HP con p > 1,

<1_|1@(0)|2)’1’ < |Gyl < Gfizg;:);

COROLARIO 4.7. Si Cy, : H? — H? es hiponormal, entonces ||Cy|| =

2. Normalidad e Invertibilidad

DEFINICION 4.8. Sea H C Hol(D,C) un espacio de Hilbert. Un
operador T : ' H — H, se dice casi-multiplicativo si

T(f1- f2) =T(f1) -T(f2), siempre que fi, fo y fi-f2 € H.

El lector podra ver una prueba de la siguiente caracterizacién de un
operador de composicién en HP en [95].
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LEMA 4.9. A (#0) € B(HP(D)), p > 1, es un operador de com-
posicion si y solo si A es casi-multiplicativo.

TEOREMA 4.10 (H. J. Schwartz, Tésis Doctoral 1969 [95]). .
Sea ¢ € Hol(D, D).
1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) C7, es un operador de composicion.

b) Eziste una constante compleja a, de mddulo <1, tal que

o(z) =az, VzeD.
c) C, es normal.

DEMOSTRACION.
1. [a = b].
Supongamos que Cj = Cy, para alguna ¢ € Hol(D,D). En
consecuencia;:

Cof(w) = f(Y(w)) = {f, Kyw)), [E€H, weD.

Recordemos que los niicleos reproductivos del espacio H? son
funciones en Hol(D, D) de la forma

Ky(z) = , w(fijo), z € D.

1—-wz
Luego,

Ku(p(2) =

para todo z,w € D.
Por lo tanto wy(z) = ¥ (w)z, para todo z,w € D.
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Fijemos un valor de w. Entonces la funcién @, analitica en
D\{0}, debe ser constante alli; en consecuencia, podemos ex-
tenderla analiticamente a todo D, con lo que necesariamente:

o(z) = az.

Finalmente, por el lema de Schwarz se obtiene |a| < 1. La
igualdad 1 = az es immediata.

[b=a,c.

Pongamos ¢ (w) :=a(z). w € D.

Mostraremos, en primer lugar, que C:; = (. Para ello serd su-
ficiente verificar que la igualdad se satisface al evaluar los op-
eradores sobre los ntcleos reproductivos: en efecto,

Fijemos w € D. Entonces, V z € D:
C’;Kw(z) = K@(w)(z)

- 1
 l-awz
_ 1

- 1-waz
= Kw(i/J(Z))
= C’ﬁKw( )

Luego, CJ es un operador de composicion.

Para ver que, en este caso, C,, es un operador normal, notemos
que si O = Cy, entonces

[C5,Cpl = [Cy,Cpl = Cpop — Cpoyp =0,

ya que por (b), ¢ y 1 son lineales, y en consecuencia conmutan.

[c = b].
Si Cy, es normal entonces, por el teorema 4.5, ¢(0) = 0; en
consecuencia, la serie de Fourier de ¢ en H? es de la forma
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@ = >.o° | aney. Luego, por la identidad de Parseval:

0o
ICser | = Y 1(Crer,en)|?
n=0

00
= > e, o™
n=0

Pero ¢(0) =0, asi que (e, ¢"™) = 0 para n > 2. Por lo tanto,
ICher])? = [ a1,

Por otro lado,

o0
1C(e) I = el = lan
n=1
De manera que siendo [C};,C,] = 0, debe tenerse

o0
jai P =) Jan[*
n=1

En consecuencia, a, =0 para n > 2 y (z) =a 2.

O

TEOREMA 4.11. Cy, es inversible si y solo si 1) es un automorfismo
del disco. En este caso C’;l = Cy1

DEMOSTRACION. [=]:
Supongamos que Cy es inversible, es decir, existe un operador A €
H%*(D), tal que ACy, = CypA = I.

Mostraremos, en primer lugar, que A es casi-multiplicativo:

Sean f1, fo € H*(D) tales que fi - fo € H?(D). Como Cy es sobreyec-
tiva, existen g1, go € H?(D) tales que Cypg1 = f1 y Cypg2 = f2. Luego
Cypg1-g2 = Cyg1-Cyga2 = f1- fo.

Invocado de nuevo la sobreyectividad de C,, tenemos que existe h €
H?(D) tal que Cyh = f1 - fa. Ahora bien, las funciones g; - g2, h son
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analiticas en D, y coinciden el el abierto ¥(ID). Por el principio de uni-
cidad para funciones analiticas concluimos que g1 -gs = h en D. En
consecuencia, g; - g2 € H%(D) y ademés

Afi-fo = ACyq - ACyg0
ACyg1 - 92

= 0192

= Afi-Afs.

Luego, A es casi-conmutativa y por el lema 4.9, exite un 6 tal que A = Cy.
A es la inversa de Cy, asi que ,

CoCy = CyCy=1=1,

de este modo 8 = 6 = e;. Esto implica que que 9 es un automorfismo
del discoy 6 = 1.

[«<]. Evidente.

3. Subnormalidad e Hiponormalidad

En [41], C.C. Cowen caracterizé los operadores de composicién hi-
ponormales, con simbolo fraccional lineal. En la secciéon 4, usaremos
estos resultados y exhibiremos una caracterizacion de la hiponormali-
dad conjunta para n-uplas conmutativas de operadores de composicion.
Mostraremos, como estos resultados se conectan de manera natural con
la teorfa de semigrupos (fuertemente continuos) de operadores subnor-
males. En la seccién 4.1, usando técnicas similares y un Teorema de C.C.
Cowen y T. Kriete [38], mostraremos condiciones necesarias para que
una n-upla de adjuntos de operadores de composicién que conmutan sea
subnormal.

En lo que sigue mencionamos algunos resultados bien conocidos ac-
erca de los operadores de composicién que actian sobre H?, que estan
cercanamente relacionados con este trabajo. Las principales referencias
son [41],[39],[38],[95] y [96].

DEFINICION 4.12. Sea ¢ : D — D analitica. Un punto a € D es
llamado un punto fijo para ¢ si

lim ¢(rz)

r—1-
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Si ¢ € Hol(D, D), entonces usando el Lema de Schwarz se puede pro-
bar que, a excepcién de que ¢ sea la identidad, existe al menos un punto
fijo para ¢, en D. Por otro lado, si ||¢|l < 1 entonces una aplicacién
directa del Teorema de Rouché implica que ¢ tiene un punto fijo en .

TEOREMA 4.13. Si ¢ € Hol(D) no es la aplicacion identidad ni un
automorfismo eliptico de D entonces existe un punto a en D tal que los it-
erados py, de @ convergen uniformemente sobre subconjuntos compactos

de D.

Si ¢ es la aplicacién identidad o es un automorfismo eliptico de D
entonces el Teorema anterior es equivalente al hecho de que existe un
tinico punto fijo a € D tal que ¢’(a) < 1. Este resultado es parte del
asi llamado Teorema Grande de Iteracién. Detalles pueden ser encon-
trados en [96]. El punto fijo referido anteriormente es conocido como el
punto Denjoy-Wolff, ver [39].

El siguiente Teorema, que caracteriza la subnormalidad de oper-
adores de composicién para una clase particular de simbolos, pone de
manifiesto el rol determinante que juega el punto de Denjoy-Wolff en
relacion a las propiedades espaciales de los operadores de composicién.

TEOREMA 4.14 (Cowen-Kriete, 1988). . Sea 0 € Hol(D) no con-
stante y supongamos que Cg es subnormal y no normal. Entonces el pun-
to de Denjoy-Wolff, c de o, satisface |c| =1 ylim, ;- o'(pc) :=s < 1.
Mas ain, si o es analitica en una vecindad de ¢, entonces Cg es sub-
normal st y solo si

_ _(rts)z+(1—s)c
o= o2 = T e (% s7)
para algin 0 <r <1y 0<s<1; aqui s =o(c)

Sea ¢ una aplicacién fraccional lineal y supongamos que C, : H? —
H? es hiponormal y no es normal. Por el Teorema 4.5, ¢ debe ser de la
forma

z

(4.3) p(z) = wrrg On U # 0.

Como ¢ es analitica, debe tenerse que |v|/|u| > 1. Es fécil mostrar,
por otro lado, que, ¢ : D — D si y sblo si [v] > 1+ |u|. El préximo
Teorema, debido a C. Cowen ([41]), caracteriza la hiponormalidad para
operadores de composicién cuyos simbolos son auto aplicaciones frac-
cionales lineales de ID. La prueba se basa en una férmula encontrada
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por C. Cowen para el adjunto de cualquier operador de composicién con
simbolo fraccional lineal. En particular, si ¢ es como en 4.3, y Hg es el
subespacio

zH* = {f € H* : f(0) =0},
C. Cowen mostré que
C<P|H§ = kG,

Or,s
para algun (r,s) € [0,1] x (0,1) y una cierta constante k.

El siguiente teorema caracteriza a los operadores de composicion
hiponormales, cuyo simbolo es una transformacién fraccional lineal. Una
prueba del mismo puede hallarse en [41].

z

TEOREMA 4.15. Sea u # 0, |v] > 1+ |u|l, y ¢(z) :=

Entonces las siguientes propociones son equivalentes:

uz +v’

1. C, es subnormal;
2. C, es hiponormal;
Bv>1lylu=v—-1

4. Subnormalidad e Hiponormalidad Conjunta

En esta seccion consideraremos el problema de determinar cuando
una n-upla conmutativa de operadores de composicion con simbolo frac-
cional lineal, es (conjuntamente) hiponormal.

DEFINICION 4.16. Sea S = (51,...,S,) una n-upla conmutativa de
operadores en B(H). S se dice (conjuntamente) subnormal si existen op-
eradores normales N1, No, ..., Ny, que conmutan entre si, y que actuan

sobre algtn espacio de Hilbert K > H, tal que N;JH C H'y NJ‘H =5
para todo j =1,2,...,n.

Una n-upla conmutativa T = (17, ...,T),) de operadores en B(H) se
dice (conjuntamente) hiponormal si la matriz operador

17,0 (13,1 ... [T, T4
[Tl*v T2] [T2*7 TQ] s [T’;lk’ TQ]

(4.4)  [T*,T]:= : S : > 0.
[Tl*, Tn] [T2*7 Tn] .. [T;:, Tn]

Recordamos al lector, que si A, B,C son operadores, y A es in-
versible, entonces la matriz operador 2 x 2
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A B A>0
4.5 N >0 = -
(45) <B C) - {Cz B* A7 B.
Asi, la condicién expresada por (4.4) puede escribirse como:
Una n-upla conmutativa T = (T1,...,T,), de operadores que con-
mutan en B(H) es hiponormal si y sélo si
Ty ... T
o IYTy ... T
T, 1T;7, ... T;T,

Evidentemente, la subnormalidad conjunta de n-uplas conmutativas de
operadores implica la hiponormalidad conjunta, tal y como ocurre para
el cason = 1.

PROPOSICION 4.17 ([43], Lema 1.4). Sea T = (11,T) un par con-
mutativo de operadores en H. Entonces T es hiponormal si y solo si

1. T es hiponormal,

2. Ty es hiponormal y

3. [Ty, Ty, x) 12 < ([TF, Th)z, ) ([T5, Taly,y), para todo x,y €
H.

OBSERVACION 4.18.

1. Si una n-upla S es subnormal (respectivamente hiponormal)
entonces cualquier sub-upla de S es también subnormal (re-
spectivamente hiponormal).

2. Si N,S € B(H) con N normal y S subnormal (respectivamente
hiponormal), entonces (S,N) es (conjuntamente) subnormal
(respectivamente hiponormal) . (La subnormalidad es una con-
secuencia del Teorema 8 en [22], mientras que la hiponormali-
dad conjunta se sigue del Teorema de Flugede y de la Proposi-
ci6én 4.17 anterior).

3. La hiponormalidad conjunta y la subnormalidad conjunta son
preservadas bajo equivalencia unitaria.

4. [Inclusién Espectral] Si S = (S51,S52) € B(H x H) es sub-
normal y N = (N, Na) € B(K x K) es la extensién normal
minimal de S, con IC D H, entonces

(4'6) O'T(NJC) - UT(SaH)a
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donde o7 denota el espectro de Taylor [76]. Para propiedades
adicionales, el lector es referido a [76] y [42].

Si O, es hiponormal sobre H 2 entonces el Teorema 4.15 implica que

cada ¢; (i =1,...,n) debe ser de la forma

z
4.7 W=, 0.
(47) o e+ (Ju| +1) con fu] >

LEMA 4.19. [Cy,,Cy,] =0 si y solo si Arg(u) = Arg(v).

DEMOSTRACION. Como C,,Cy, = Cy, op,, €s suficiente mostrar
qUE Py © Py = Py © Py STy solo si Arg(u) = Arg(v).

Usando la representacion matricial para una aplicacion fraccional
lineal, la ecuacion @, o @, = @, © @, es equivalente a

10 \/1 0\ (1 0 \/1 o0
u 1+ul/\v 1+1v]) \v 14+ \u 1+ u

la cual, a su vez, es equivalente a que u + v(1 + |u|) = v + u(l + |v]).
Desarrollando esta identidad y simplificando obtenemos u|v| = v|u|. O

Sea (C,,Cy,) un par conmutativo de operadores de composicién
que actuan sobre H2. Por el Lema 4.19 debemos tener que v = A\u para
algin niimero real A > 0. Sea 7(2) := ¢z, donde 0 := Arg(u). Entonces
C'r es un operador unitario (Teoremas 4.10, y 4.11) y

C71Cp,Cr = Cy, -

Concluimos que el par (Cy,,Cy,) es unitariamente equivalente a un
par (Cy,,Cy,) con a,b > 0. Asi, para nuestro propédsito, serd suficiente
considerar pares (Cy,,C,,) con a,b > 0.
Por otra parte, es ficil constatar que para todo n € N,
(¢a)n = P(1+a)m—1s
lo cual implica que el conjunto

{Cga }nGN

es un semigrupo discreto de operadores de composicion subnormales.
Como hicimos notar en el Capitulo 4, definiendo para A > 0,

(48) (9011>)\ = 90(1—&—&))‘—1 (((ptZ)O = I)7
y colocando

(4.9) C), =C

®a)n’
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puede probarse que el conjunto

(4.10) {C). }rso,

es un semigrupo fuertemente continuo de operadores de composicion
(més sobre semigrupos de operadores de composicién puede verse en [7]
y [105]).

Como cada C,,), es subnormal, un resultado de T. Ito [65] asegura
que el semigrupo (4.10) es subnormal (es decir, puede ser extendido a un
semigrupo fuertemente continuo de operadores normales que conmutan)
y por lo tanto cualquier par conmutativo (C,,,, C,, ), es (conjuntamente)
subnormal.

TEOREMA 4.20. Sea ® = (¢1,¢2,...,¢n) una n-upla conmutati-
va de auto-aplicaciones fraccionales lineales de D, ninguna una de ellas
teniendo a oo como un punto fijo. Sea Cp := (Cyy,...,Cyp,). Las sigu-

ientes proposiciones son equivalentes
(a) Cy, es hiponormal para algin k;
(b) Cs es (conjuntamente) subnormal;
(c) Cs es (conjuntamente) hiponormal;
(d) existen nimeros reales positivos A1, Aa, ..., \n, tal que

Co = (CyM,Cy™2,...,CyM), donde i = 2.

DEMOSTRACION. En virtud de la discusién anterior es suficiente
mostrar que (a) = (b).
Supongamos C,, es hiponormal para algin k. Entonces, por el Teo-
rema 4.15,
z

P = e (1)

Sea j # k. Por hipétesis ¢; = cjjféj con ¢; # 0. Asi,

[Cois Cp,] = 0 <= pr 0@ = pj oy

(1 o0 1 b\ _ (1 b\(1 o0
u 1+ul)\¢; dj)  \¢ dj) \u 1+ |y
bj’LLZO

—
dju = u + |ulc;.

[Cir> Cp;] =0 = o =

Asi
z

cjz +dj’
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con |d;| > 1+ |¢j| (ya que ¢; : D — D), y dju = u + |u|e;. Concluimos
que

dj — 1| = |ej| < |dj] -1,

y por lo tanto |d;| = |c;| + 1.

Luego, por el Teorema 4.15, C,, es subnormal para todo i =
1,2,...,n. La implicacién es entonces consecuencia de las considera-
ciones previas al Teorema. O

4.1. n-uplas de Adjuntos de Operadores de Composicion.
En esta seccién trataremos el problema e determinar cuando una n-upla
conmutativa(Cy ,...,Cy ) de operadores de composicién es (conjun-
tamente) subnormal. Por simplicidad estudiaremos solamente pares de
tales operadores. Asi mismo, la clase de simbolos o serd restringida a la
ya mencionada en el Teorema 4.14; a saber, simbolos de la forma

B _(r+s)z+(1—s)c
(4.11) 0= 0rs(2) 1= r(1—s)ez + (14 sr)

donde 0 <7 <1,0< s <1, y ces una constante de médulo 1; i.e., ¢
es punto (de Denjoy-Wolff) fijo de o, el cual satisface o’(c) = s.

Primero necesitamos un lema similar al Lema 4.19.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacion:

Si o : D — DD es una aplicacién fraccional lineal, entonces deno-
taremos por M (o) a la matriz asociada (cf. la prueba del Lema 4.19).
Recordemos que una matriz M (o) representa, en realidad, una clase de
equivalencia, ya que M (o) y AM (o) representan la misma aplicacién
fraccional lineal (o), para cualquier nimero real \.

LEMA 4.21.

(1) Si 0py,5, Y Ory sy cCOnMutan entonces ri = ro.
(ii) oprs, Y Ors, conmutan siy solo si

r(c1éa —éica) =0y (1 —7)(c1 —c2) = 0.

DEMOSTRACION. Usando la representaciéon matricial del simbolo Or.s
tenemos:

M = M(Jrl,sl O 0ry,50 — Ory,so 00-7'1751)
T2C1C2 — T'1C2C c1(l —rg) —co(l — 1)
=1-s51)(1—=s _ - _ _ _
( 1)( 2) (,«202 +7r1((1 —r2)é — roca) T1C2C1 — T'2C1C2

= M(7),
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donde

(2) = (rociéa —ricaci)z + (1 —re) — ca(1 —ry)
(7’20_2 + 7’1((1 — T’Q)C_ 79C9 ))Z + (7’10261 — 7’2610_2) ’

Haciendo la entrada M;; = 0 obtenemos (i).
Por otro lado, si 71 = ro = r entonces

N ( (r(clcz —ea) (o —e)(1- r)) |

r(1—r)(ca —c1) r(caci —ci162)
De ac4 (ii) se sigue facilmente. O

OBSERVACIONES 4.22. Sea B un espacio de Banach y sea {T}}+>0 C
B(B) un semigrupo fuertemente continuo. El semigrupo adjunto {T} }+>0
(formado por todos los adjuntos T} sobre el espacio dual B*) no es, en
general, fuertemente continuo (ver [47] p. 43); sin embargo, es facil ver
que este es débil—x* continuo. Por otro lado, un semigrupo {T;}1>0 C
B(B) es fuertemente continuo si y sélo si este es débilmente continuo

([47]).

LEMA 4.23. Todo semigrupo {oi}i>0 C Hol(D), induce un semi-
grupo adjunto, fuertemente continuo, de operadores de composicion, so-
bre HP 0 < p < oo.

DEMOSTRACION. Esta es una consecuencia inmediata del Teorema
3.4 en [7] (Todo semigrupo de operadores de composicién sobre H? es
fuertemente continuo) y las observaciones 4.22. ]

LEMA 4.24. Sea 0 <r < 1,0< s <1, y sea 8 € R fijo. Entonces
el semigrupo discreto {C3" }nen puede ser extendido a un semigrupo
fuertemente continuo, con pardmetro en [0,00).

DEMOSTRACION. Para A > 0, definamos

(r+ Mz + (1 — s)e?
r(l—sMe 0z+ (1+rst)

oMz) ==
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Entonces
. AN r+ s (1—3A e
M) = M(07) = <r(1 —sMe ™ (1+47rsh) )7

Mo =Izm), ¥

M(@MM(o") = (1 +7) ( (r 4 sMH) (1- s/\+“)ei9>

r(1 —sMme=® (14 rstH)

=M (J/\+M ).
Asi, podemos definir

cH = C>\ (para todo A >0).

Or.s s
La continuidad fuerte de {C%} }1>¢ es consecuencia del Lema 4.23. O

LEMA 4.25. Sea S € B(H) un operador subnormal inversible. En-
tonces S~ es subnormal y (S,S™1) es conjuntamente subnormal.

DEMOSTRACION. Seat N la extensidn normal minimal (e.n.m.) de S.
Entonces por inclusién espectral, o(/N) C o(S), Luego N es inversible.

Pongamos
(S A 1. (R U

entonces N~'!N = I implica V.S =0 y RS = I. Por lo tanto, N‘l}H =
S~1y es facil verificar que (N, N~1) es la e.n.m. de (S, S~1). O

LEMA 4.26 (c.f. Teorema 2.8 en [20]). Cy, |2 = sM.C; M1, donde
0 z

04(2) :=sz+s—1 con s := H%a (M,, denota al operador (€ L(H?))
de multiplicacion por una funcion u € Hol(DD)).

DEMOSTRACION. Dada f € H2, pongamos f := M. f. Entonces,
paran =0,1,2,..., se tiene
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(4.12)

Por lo tanto

(4.13)
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(Coufs2") = ([ Cou(2")) = ([ )

1 2m -
= — F(e®)pa(ei?) do

271' 0
_ 1 ¢ 1" dg
- 2mi 3]D)f(§) |:1+(1—3)§:| §
s F(&)
"o JpEr -
A R VO

S

= (n_ )'(J?O Ua)(n_l)((])'

—_

s(fo Oa, z”*1>

s(Cy, Ma f, zn71>
S(MZCgale, Zn>

(Co. 13 2")

Como f y n son arbitrarios, el lema queda demostrado.

O

TEOREMA 4.27. Sea 01,09 como en (4.11), y supongamos que oy o

09 = 050 071.

Entonces (C

*
o> Cy,) es subnormal.

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.21, 01 = 0,5, y 02 = 0r5,. En
este caso tenemos o1 0 09 = 02 007 siy s6lo si r(ciéa — c2é1) =0y
(1 —=7)(c1 —c2) = 0, asi que s6lo necesitaremos considerar los siguientes

tres casos:

[Caso 1:
o1(z) =s1z+ (1 —s1)c v o2(2) = s2z+ (1 — s2)c.

Por tanto

r = 0]. Aqui

(Cy, Cy) = (Cy

o1’ (o)

a

Hg’C‘Pb‘Hg)

donde a,b >0 'y @4, ¢p son como en (4.7).

El Lema 4.26 implica que, en este caso, (C* ,C¥ ) es subnormal.

g1? g2
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[Caso 2: r # 0,c1 = c2]. Aqui
_ log(sa)
log(s1)’

El resultado es una consecuencia del Lema 4.24 y del Teorema de Ito,
[65].

(C5,,C5,) = (G5

g1

C’;l’\), con A

[Caso 3: 7 =1,c; = —co]. Aqui

o (Z) _ (1 + 81>Z + (1 — 81)0
! (1—s1)éz+ (14 1)

(1+s9)z— (1 —s9)c
—(1—s9)ez+ (1 + s9)

o9(z) =

Nétese que si r = 1, 0,5 es un automorfismo de D. Mds atn

(873 853) - (6 )
log(s2)

log(s1)’
Cc:H ™=

g1

Por tanto, si A =

(Co,:Co,) = (Coys (C, N = (G5, (G

o1

El resultado es consecuencia del Lema 4.25, ya que en este caso, si N es
la en.m. de C7 , entonces (N~1)* es una extensién normal de (C;, ~1)*
que conmuta con N.

O






CAPITULO 5

Propiedades espectrales y problemas
relacionados.

Una vez clarificada la acotacién de un operador y estudiada su com-
pacidad se plantean naturalmente diversas cuestiones: jcudl es su nor-
ma?, ;como es el operador adjunto?, jes el operador considerado uni-
tario, auto-adjunto, normal, etc?, ;jcudl es su espectro? y en general
cada una de las cuestiones clasicas que permitan clasificar y describir el
operador considerado.

En el caso de un operador de composicién las respuestas a estas
cuestiones deberfan de darse en términos del simbolo que lo induce.
Este programa esta lejos de haber sido completado, ain en el caso de
los espacios clasicos de funciones analiticas en el disco, y las respuestas
parciales a estas cuestiones se suceden casi continuamente en el area.

Particularmente el estudio de las propiedades espectrales de los oper-
adores de composicion es un aspecto en el que, a pesar de los numerosos
resultados obtenidos, respuestas definitivas estan lejos de ser alcanzadas.
La identificacién del espectro de Uy, y la clasificacién de sus partes, atin
en el caso del espacio de Hardy, no es atin completa. Las ideas claves en
la identificacién del espectro son que éste estd asociado a la localizacion
de los puntos fijos de ¢ y a la posibilidad de “representar” simbolos
arbitrarios ¢ usando transformaciones lineales fraccionarias. Para una
revision de los resultados conocidos el lector puede consultar [39, Ch.
7).

En lugar de repetir la inmejorable presentacién de esta monografia,
en este Capitulo presentamos resultados relacionados que forman parte
del trabajo de investigacion de los autores [25] en el contexto de oper-
adores de composicién en el espacio de Dirichlet que nos parece describen
y ejemplifican algunas técnicas en el area.

83
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1. Introduccion

En un articulo de 1988 (cf. [41]), C. Cowen encontré una férmula
que expresa el adjunto del operador de composiciéon Cy, inducido, en el
espacio de Hardy, por una transformacién lineal fraccionaria del disco
unitario en si mismo, como un producto de operadores de Toeplitz y
otro operador de composicién inducido por una transformacién lineal
fraccionaria. En [64] P. Hurst obtiene una expresién andloga para el
adjunto de C, actuando en A2 (D), un espacio ponderado tipo Bergman.

Recientemente, en [50] E. Gallardo y A. Montes obtienen una férmu-
la para el adjunto del operador de composicién inducido por una trans-
formacién lineal fraccionaria, actuando en el clasico espacio de Dirichlet,
en términos de otro operador de composicién inducido por otro simbolo
linear fraccionario mas un operador de rango dos.

En lo que sigue presentamos algunos resultados en relacién con
propiedades de los operadores de composicién inducidos en el espacio
de Dirichlet por transformaciones lineales fraccionarias del disco uni-
tario. En la Seccién 2 usamos la férmula de E. Gallardo y A. Montes
para caracterizar los operadores de composicién esencialmente normales
inducidos en el espacio de Dirichlet, por transformaciones lineales frac-
cionarias. En la Seccién 3 obtenemos condiciones sobre los simbolos ¢ y
1, dos transformaciones lineales fraccionarias del disco, para las cuales
los operadores C¢CJ; 6 el operador C;LC’Y, sean compactos. Finalmente
en la Seccién 4 investigamos la “forma” del rango numérico de los oper-
adores de composicion inducidos en el espacio de Dirichlet por transfor-
maciones lineales fraccionarias.

2. Operadores de composicién esencialmente normales

Recordemos que el objetivo general en el estudio de los operadores
de composicion es entender como las propiedades de los operadores de
composicién se relacionan con el comportamiento de la aplicacién que
los induce. En esta direccién, en [18] se caracterizan los operadores de
composicién esencialmente normales inducidos en el espacio de Hardy
H? por transformaciones lineales fraccionarias ¢ en Hol(DD).

Recordemos que un operador T' en un espacio de Hilbert se dice nor-
mal si TT* =T*T, vy esencialmente normal si T*T — TT* es compacto.
Los operadores compactos y los operadores normales son trivialmente
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esencialmente normales, asi que diremos que un operador es no triv-
talmente esencialmente normal si es esencialmente normal, pero no es
normal ni compacto.

Para dos operadores acotados A y B en un espacio de Hilbert, us-
aremos la notacién

[A,B] :== AB — BA,

para designar el commutador de A y B; en particular A es esencialmente
normal si y sélo si [A*, A] es compacto.

El resultado principal en [18] es: Un operador de composicion in-
ducido en H? por una transformacion fraccional lineal que aplique el
disco unitario en st mismo es no trivialmente esencialmente normal si y
solo si esta transformacion es parabdlica y no es un automorfismo. Las
pruebas en [18] estdn basadas en la férmula del adjunto de Cowen.

En [74] R. Wier y B. MacCluer estudian la cuestién andloga en el
contexto del espacio de Bergman. Ellas obtienen que los operadores de
composicién esencialmente normales inducidos por transformaciones lin-
eales fraccionales en el espacio de Bergman son exactamente los mismos
que en el espacio de Hardy: los no triviales son precisamente aquellos
cuyo simbolo es una transformacion lineal fraccionaria parabdlica que no
sea un automorfismo del disco. La expresién generalizada de [64] para el
adjunto de C,, actuando en A2 (D) es el elemento crucial en su trabajo.

En lo que sigue, estudiamos la siguiente cuestion: ; Cudles operadores
de composiciéon C, inducidos en D por una transformacién fraccional
lineal ¢ del disco unitario, son no trivialmente esencialmente normales?
Seguimos la misma idea de las pruebas en [18] y usamos resultados del
reciente articulo de E. Gallardo-Gutiérrez y A. Montes-Rodriguez [50],
y las ideas en [61] a fin de obtener el siguiente resultado:

Teorema Principal. Un operador de composicién C, inducido en
D por una transformacion fraccional lineal ¢ en Hol(D) es no trivial-
mente esencialmente normal si y solo si ¢ no es una transformacion
hiperbdlica, que no sea automorfismo con un punto fijo en OD.

A fin de probar nuestro resultado recordemos algunos hechos bien
conocidos sobre transformaciones lineales fraccionarias. Si a, b, ¢ y d son
nimeros complejos con ad — be # 0, entonces la transformacion lineal
fraccionaria

az+b

p(z) = m7
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es una aplicacién uno a uno del plano complejo extendido C sobre sf mis-
mo. De hecho, definimos p(c0) = a/c, y ¢(—d/c) = oo si ¢ # 0, con
p(00) =00 sic=0.

Una transformacion fraccional lineal, distinta a la identidad, tiene
uno o dos puntos fijos en el plano complejo extendido. Dos transfor-
maciones lineales fraccionales ¢ y 1 se dicen conjugadas si existe otra
transformacién fraccional lineal T tal que ¢ =T 1o oT.

Si ¢ tiene sélo un punto fijo «, es llamado parabdlico y es conjugado
bajo Tz =1/(z —a) a(z) = z+ 7 con T # 0. Observe que la derivada
en el punto fijo es 1.

Si ¢ tiene dos puntos distintos fijos a y 3, entonces ¢ es conjugado
bajo Tz = (z — «)/(z — ) a ¥ (z) = pz. En este caso, la transformacién
fraccional lineal es llamada eliptica si |pu| = 1; hiperbélica si p > 0y
lozodrémica en otro caso (ver [96] para més detalles). No es dificil probar
que la derivada en los puntos fijos satisface ¢'(a) = 1/¢'(3).

Es fécil ver que si ¢ es parabdlica, entonces la sucesion {¢,,(z)} con-
verge para cada z € D, uniformemente sobre subconjuntos compactos,
al punto fijo a. En este caso, decimos que « es un punto fijo atractor; si
© es hiperbdlica or loxodrémica, sus puntos fijos son, uno atractor y el
otro repulsor. Cuando ¢ es eliptica, sus puntos fijos no son atractores,
ni repulsores. Para ¢ loxodromica o hiperbdlica el punto fijo atractor de
p es aquel para el cual el médulo de la derivada es estrictamente menor
que uno.

Adicionalmente, cuando exigimos la condicién que p(D) C D, obten-
emos restricciones sobre la localizacion de los puntos fijos de ¢ como
sigue:

PROPOSICION 5.1. (Ver [96, p. 5]) Si ¢ es una transformacion frac-
cional lineal con ¢(D) C D entonces:

1. Si ¢ es parabdlica, sus puntos fijos estan en 9.

2. Si ¢ es hiperbélica, el punto atractor estd en D vy el otro punto
figo fuera de D. Ambos puntos fijos estan en D si y sélo si ¢
es un automorfismo de ID.

3. St ¢ es lozodréomica o eliptica, un punto fijo esta en D y el otro
punto fijo fuera de D. Las elipticas siempre son automorfismos
de D. El punto fijo en D para las loxodromicas es atractor.

Como nosotros estamos interesados aca solamente en operadores no
compactos, consideraremos tinicamente  transformaciones lineales frac-

cionales con ||¢|loc = 1; esto es con sup |p(z)| = 1. De hecho, si ||¢||cc < 1
zeD
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es facil ver que Cy, es un operador de Hilbert-Schmidt (cf. Ejercicio 2.36)
y por tanto compacto.

Hagamos otra reduccién. Siguiendo [61] (cf. también [50] y [51]
donde la idea de [61] es usada) consideremos Dy, el espacio de las fun-
ciones en el espacio de Dirichlet D que se anulan en el origen. Como las
funciones constantes son invariantes para cualquier operador de com-
posicién, el operador Cy, actuando en D es de la forma

(1 X\ (DoeD D oDy
“=(o &) ("n") = ("n")

donde (7@ es la compresion de Cy, a Dy, es decir C~'¥, = Pp,Cy|p,, con
Pp, la proyeccién ortogonal sobre Djy. N

Es facil ver que C, es esencialmente normal si y sélo si C, es es-
encialmente normal. Asi, para probar nuestros resultados podemos, y
asi lo haremos, considerar C~’¢ y Dp. Como no hay riesgo de confusién,

continuaremos denotando C,, por Cl,.

El siguiente resultado en [50] caracteriza los operadores de composi-
ci6n normales inducidos por transformaciones lineales fraccionales en
Dol

PROPOSICION 5.2. [50, Th. 4.1] Un operador de composicion Cy,
inducido por una transformacion fraccional lineal, es normal en Dy si y
solo si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. El simbolo ¢ es un automorfismo.

2. El simbolo ¢ is parabdlico.

3. El simbolo ¢ tiene un punto interior y un punto exterior fijos
y ¢ es conjugado a z — pz con 0 < |u| < 1.

Es claro a partir de esta Proposicién y las observaciones precedentes
el siguiente Corolario:

COROLARIO 5.3. Un operador de composicion C,,, inducido por una
transformacion fraccional lineal, es esencialmente normal en D si se
cumple una de las siguientes condiciones:

1. El simbolo ¢ es un automorfismo.

2. El simbolo ¢ es parabdlico.

3. El simbolo ¢ tiene un punto interior y un punto exterior fijos
y ¢ es conjugado a z +— pz con 0 < |u| < 1.

Consideremos ahora el caso el caso restante: una transformacion frac-
cional lineal ¢ en Hol(ID) que sea hiperbdlica y no sea un automorfismo
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con un punto fijo dD. Probaremos que en este caso C, no es esencial-
mente normal y asi habremos completado la caracterizacién indicada.

Usaremos la representacién del adjunto de un operador de composi-
cién inducido en Dy por una transformacién fraccional lineal, obtenida
en [50], andloga a la férmula del adjunto de Cowen:

PROPOSICION 5.4. [50, Th. 3.2] Sea p(z) = (az +b)/(cz +d) Una
transformacion fraccional lineal en Hol(D) y considérese Cy, actuando
en Dy. Entonces, C}y = Cy, donde ¢(z) = (az —¢)/(—bz + d).

Observamos que

p=poyp lop, donde p(z)=1/z
(es decir p es la aplicacién de inversién en el circulo unitario) y el inverso
se refiere a ¢ visto como una aplicaciéon univalente de C sobre sf mismo.
Se sigue de esta férmula que los puntos fijos de v son las imégenes por
p de los puntos fijos de . En particular ¢ y v tienen los mismos puntos
fijos en la frontera del disco unitario.
También requeriremos el siguiente resultado de teoria de funciones.

LEMA 5.5. [18, Lemma 5.1] Supdngase que ¢ es una transformacion
lineal fraccional que aplica D en si mismo, con un punto fijo w € OD.
Entonces:

1. Si ¢ no es un automorfismo entonces Yo po1h son parabdlicos
(con punto fijo en w).
2. Yo conmuta con o,

donde ¥ es la aplicacion a la que se refiere la Proposicion 5.4.
Finalmente, tenemos:

PROPOSICION 5.6. Si ¢ es una transformacion fraccional lineal que
aplica D en st mismo es hiperbélica y no es un automorfismo con un
punto fijo en 0D entonces Cy, no es esencialmente normal.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.4 necesitamos tinicamente de-
mostrar que [Cy, C,] (actuando en el espacio D) no es compacto.Tanto
1) como ¢ tienen un punto fijo en 9ID. Como ¢ es hiperbdlica, tiene otro
punto fijo p en la esfera de Riemann, que no estd en 9D (pues ¢ no es un
automorfismo de D). Ademés v es también hiperbdlica, y su punto fijo
que no estd en la frontera del disco es p(p) # p. Asi ¢ no conmuta con
¢ (pues de otro modo 9 (p) seria un punto fijo de ¢ que no perteneceria
a 0D distinto de p, y asi j¢ tendria demasiados puntos fijos!). Se sigue
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que v := oY y x := 1 o son transformaciones lineales fraccionales
distintas de D en si mismo, con los mismos puntos fijos en la frontera que
. Por el Lema 5.5 v y x son ambas parabdlicas y como tienen el mismo
punto fijo conmutan y por lo tanto, también lo hacen los operadores de
composicién Cy y C,.

Las aplicaciones 7 y x son conjugadas a las traslaciones 7,(z) =
z+ay m(z) = z+ b respectivamente (a # b, Ima > 0y Imb > 0).
Luego, siguiendo las ideas de la prueba de [50, Th. 4.3] puede verse
facilmente que [Cy, Cy] = C, — Cy es unitariamente similar al operador
multiplicacién My : L2(R*, tdt) — L?(RT,tdt) donde ¢(t) = e’ — et
Asi, 0(C, — Cy); el espectro de C, — C, el conjunto no numerable
{efat — et ¢ >0} U {0} y ast [Cy, Cy] no puede ser compacto. 0

3. Los operadores C,Cj y C,C,

El estudio de la compacidad de los operadores de composiciéon y de
propiedades relacionadas es, como se ha visto, uno de los temas funda-
mentales en esta teoria. Si ¢ es una transformacion fraccional lineal del
disco D en sf mismo y (D) C D, el operador C, (actuando en el espa-
cio de Dirichlet, y de hecho en otros espacios funcionales de Hilbert) es
claramente compacto; en los restantes casos p(ID) es tangente al circulo
unitario y el operador de composicién no es compacto (cf. [109]). A fin

de hacer completa la exposicion incluimos el siguiente resultado.

TEOREMA 5.7. Sea ¢ una transformacion fraccional lineal de D en
st mismo. las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. : D — D es compacto.

: Dy — Dy es compacto.

: D — D es de Hilbert-Schmidt.

- H?> — H? es compacto.

: H?> — H? es de Hilbert-Schmidt.

(D) C D.

‘GQ ﬁQ ‘GQ ‘GQ ‘GQ

SERAE ol

©

DEMOSTRACION. La prueba es inmediata de consideraciones ele-
mentales y de la observaciéon precedente. (Il

Sean ¢ y 1 transformaciones lineales fraccionales del disco unitario
en si mismo. El problema de determinar la compacidad de CSQC';Z y C;ZCw
fue estudiado en el espacio de Hardy en [29] y en el espacio de Bergman
en [30].
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Nosotros presentamos en el contexto del espacio de Dirichlet una
caracterizacién de la compacidad de estos operadores andloga a la de
[29]. En este contexto la prueba es mas simple, pues la formula para
el adjunto de un operador de composiciéon es més simple en el espacio
de Dirichlet. Como fue observado en [30] y es facil ver a partir de los
siguientes resultados, existen operadores de composicién no compactos
Cy, y Cy inducidos por transformaciones lineales fraccionales, tales que
el producto C¢C1z 6 el producto C;ZCQP sean compactos. Del mismo modo
vemos que la compacidad de CsOC;Z no es equivalente a la compacidad
de C},C,.

TEOREMA 5.8. (cf. [29, Th. 2.1]) Supdngase que ¢ y ¥ son apli-
caciones lineales fraccionales de D en si mismo. Entonces C%QZ no es
compacto, visto como operador en D, si y solo si existen puntos n1 y 12

en ID tales que p(n1) = ¥ (n2) € ID.

DEMOSTRACION. Escribimos o = po ¢~
p(z)=1/z, z € C.

La férmula del adjunto 5.4 de E. Gallardo y A. Montes dice que
C; = Cs y Cy, = € (como operadores en Dy). Asi, C,Cy : D — D no
es compacto si y sélo si Cyop no es compacto. Esto es, p o Y lopoy
aplica un punto de 9D en 0D y esto es equivalente a la conclusién del

Teorema. |

Yopyvy=poyp~opcon

TEOREMA 5.9. (cf. [29, Th. 2.2]) Supdngase que ¢ y ¥ sun apli-
caciones lineales fraccionales de D en si mismo. Entonces O;ZCso no es
compacto, visto como un operador en D, si y sélo si existen puntos wq
y wy en OD tales que o~ (wy) = Y~ (wa) € OD.

DEMOSTRACION. Con la notacién del Teorema anterior, C:;C@ :

D — D no es compacto si y s6lo si Cipoy 10 lo es. Esto es, popotyp=lop
envia un punto de 0D en D y esto es equivalente a la conclusién del
Teorema. O

4. Rango Numérico de Operadores de Composicion con
Simbolo Fraccional Lineal

Para un operador acotado 71" en un espacio de Hilbert H, el rango
numérico de T se define como el subconjunto del plano complejo dado
por:

W(T) :={(Tx,z): x € H,|z|] = 1}.
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Mencionamos algunas importantes propiedades del rango numérico que
usaremos (ver [97] y [80] por ejemplo).

PROPOSICION 5.10. Para un operador T en un espacio de Hilbert H:

1. W(T) es invariante por similaridad unitaria.

2. W(T) estd incluido en el disco cerrado de radio |T|| centrado
en el origen.

3. W(T) contiene los autovalores de T. Mds aun, si T es un op-
erador unitariamente diagonalizable, entonces W (T') = co{\ :
A es autovalor de T'}, es decir la envolvente conveza de sus au-
tovalores.

4. El espectro de T pertenece a la clausura W(T') de W(T). Mads
aun, si T es un operador normal entonces W(T') es igual a la
cubierta convexa de su espectro.

5. Teorema de Toeplitz- Hausdorff: W(T) es siempre convezo.

6. W(T*)={\: X e W(T)}.

Debido a las anteriores propiedades (4) y (5), tenemos que W (T)
contiene la cubierta the convexa del espectro de T'. Una importante difer-
encia entre el espectro y el rango numeérico es que mientras el primero
es invariante por similaridades, el segundo no lo es.

Hay algunos trabajos que estudian la “forma” del rango numéri-
co de operadores de composiciéon en espacios de Hilbert de funciones
analiticas. En particular, los recientes articulos de Bourdon and Shapiro
[19] y Matache [80] tratan este problema. Especificamente, en [19] se
estudia la “forma” del rango numérico de operadores de composicién in-
ducidos en el espacio de Hardy H? por automorfismos del disco. En [80]
se considera la “forma” del rango numérico de operadores de composi-
cién inducidos en el mismo espacio por monomios. Nosotros presentamos
acd resultados andlogos en el espacio Dy. Para esto nos apoyaremos en
el trabajo de Gallardo y Montes [50]. Indicamos a continuacién varios
de sus resultados que usaremos.

TEOREMA 5.11. [50, Th. 4.3] Sea C, un operador de composicion
inducido por una transformacion fraccional lineal actuando en Dy. En-
tonces:

1. Si ¢ es conjugado a n(z) = pz, con 0 < |u| < 1, entonces Cy,
es unitariamente similar a un operador diagonal.
2. Si ¢ es parabdlica conjugada o T7(2) = z + a, entonces Cy, es

unitariamente similar a la multiplicacién por ¢(t) = €% en

L2(R*, tdt).
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3. Si ¢ es un automorfismo hiperbélico conjugado a n(z) = Az,
entonces C,, es unitariamente similar a la multiplicacion por
o(t) == A% en L(R, 2rdt).

4. Si ¢ es hiperbdlica con justamente un punto fijo en ID, en-
tonces Cy, es unitariamente similar al producto de un operador
unitario y un operador normal, o viceversa.

Como una consecuencia del Teorema anterior E. Gallardo and A.
Montes obtienen:

TEOREMA 5.12. [50, Th. 5.1] Sea C, un operador de composicion
inducido en Dy por una transformacion fraccional lineal. Entonces:

1. Sip es un automorfismo eliptico y la derivada ¢'(«) en su punto
fijo interior sea una raiz n-ésima de la unidad entonces o(Cy),
el espectro de Cp, es igual a {¢'(a)f 1 k=0,1,...n— 1}.

2. Si v es un automorfismo que no es conjugado a una rotacion
de un mailtiplo racional de m, entonces o(Cy,) = OD.

3. Si ¢ es parabdlica, no es un automorfismo y es conjugada a
7(2) = z+a, Ima > 0, entonces o(Cy,) = {e" : t > 0} U {0}.

4. Si @ es hiperbdlica con justamente un punto fijo en la frontera
del disco, entonces o(C,) = D.

5. Si @ no es eliptica, tiene un punto fijo exterior y un punto fijo
interior y ¢'(a) es la derivada en este iltimo punto, entonces

o(Cy) ={¢' ()" :n=1,2,...} U{0}.

Para obtener el Teorema anterior E. Gallardo y A. Montes (cf. [50]),
siguiendo una idea de [61] consideran Di, el espacio de Dirichlet del
semiplano superior, consistente de las funciones analiticas F en II, el
semiplano superior, para las cuales la integral

1
/ |F'(z 4 iy)|* dz dy
™ Ju

es finita. Si identificamos funciones que difieran por constantes, en-
tonces Dy resulta un espacio de Hilbert y es isométricamente isomorfo
a Dgy. Adicionalmente, el espacio Dy es isométricamente isomorfo, bajo
la transformada de Fourier, a L?(R¥, tdt).

También usaremos el siguiente Corolario del Teorema 5.11:

COROLARIO 5.13. [50, Cor. 6.1] Sea ¢ una transformacion fraccional
lineal de D en si mismo. Si ¢ es eliptica o tiene un punto fijo en la
frontera entonces ||Cy|lp, = 1.
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4.1. El Rango Numeérico en Dy. En esta seccion mostraremos
como es la “forma” del rango numérico de operadores de composicién
inducidos por transformaciones lineales fraccionales en el espacio Dy.
Para esto nos apoyaremos fuertemente en los dos resultados mencionados
anteriormente.

TEOREMA 5.14. Sea C, un operador de composicion actuando en
Dy e inducido por una transformacion fraccional lineal. Se tiene que:

1. Si ¢ es un automorfismo eliptico con un punto interior fijo «
y ¢ () es una raiz n-ésima de la unidad, entonces

W(C,) = co{¢/(@)* : k=0,1,...n —1};

es decir, W(Cy) es region poligonal cerrada limitada por el
poligono reqular de n lados con vértices las raices n-ésimas de
la unidad.

2. St ¢ es conjugado a una rotacion por un maultiplo irracional de
Tz pz, |pl =1, entonces W(Cy) = DU {u, p?,...}.

3. Si ¢ es un automorfismo hiperbdlico o un automorfismo para-
bélico, entonces W(Cy) = D.

4. Si ¢ es parabolica y no es un automorfismo, entonces W(Cl,)
es la envolvente convexa de una espiral que une 1 y 0.

5. 51 ¢ es hiperbolica con exactamente un punto fijo en la frontera
del disco entonces W(Cy) = D.

6. St no es eliptica, con un punto exterior al disco y un punto
interior del disco fijos y ¢'(«) es la derivada en este 4ltimo
punto, entonces

W(Cy) =co({¢' ()" :n=1,2...} U{0}).

DEMOSTRACION. Para probar (1) observamos que, por la primera
parte del Teorema 5.12, se tiene que C, es unitariamente similar a un
operador diagonal con la familia {¢'(a)* : K =0,1...n—1} como auto-

o0

valores de C, (tomando \Z/m} como una base ortonormal de Dy).
Recordemos que el conjunto de alﬁaxlzalores es invariante bajo similaridad
unitaria. Entonces, usando la Proposicion 5.10 obtenemos el resultado.

Para las partes (2) y (3), usamos el hecho que el operador Cy, es
normal en Dy (5.2) y entonces, por la Proposicién 5.10, tenemos que
W (Cy) = co(0(Cy)). Pero en ambos casos el simbolo ¢ es un automor-
fismo que no es conjugado a una rotacién de un multiplo racional de 7,

y entonces o(C,) = ID, asi que W(Cy,) = D.
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Si ¢ es como en la parte (2), tenemos otra vez que C, es uni-
tariamente similar a un operador diagonal, pero ahora con la sucesiéon
{u, 2, ...} como autovalores de C,. Entonces W (C,) = DU{p, p?,...}.

Supoéngase ahora que ¢ es un automorfismo hiperbdlico conjugado a
n(z) = Az, A > 0, el cual tiene entonces dos puntos fijos en 9D, y por
el Corolario 5.2 tenemos que [|Cy|lp, = 1, ademds si existe un punto
z € W(Cy,) tal que |z| = 1, entonces existe f € Dy, ||f|lp, = 1 tal que
(Cyf, f) = z, pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(5.1) L=[z] = (Cof, N < ICfllDy < |Cpllpy = 1,

asi que existe un o € C tal que C, f = af, y por tanto, z = (C, f, f) =
alf, f) = a. Asi, un punto pertenece a W(Cy,) N ID si y sélo si es un
autovalor de C,.

Ahora bien, el Teorema 5.11 dice que C,, es unitariamente similar al
operador multiplicacién My en L?(R, 27dt) inducido por el multiplicador
¢:R — C, t — A% (= e7"198}) Sabemos que si « es un autovalor
de C, entonces también lo es de My, y por tanto, debe existir f €
L%(R,2ndt), f # 0 tal que e~*1°8 A f(t) = a f(t) para todo t € R. Como f
debe ser distinto de cero en un conjunto de medida de Lebesgue positiva,
e~1o8A — o en tal conjunto, lo cual es imposible. Luego, Cy no tiene
ningin autovalor y la convexidad de W (Cy) asegura que W(Cy,) = D.

El caso en el cual el simbolo ¢ es un automorfismo parabdlico con-
jugado a 7(2) = z+a, Ima = 0, a # 0, es similar: otra vez tenemos que
¢ tiene un punto fijo en 9D y por tanto ||Cy|lp, = 1 y el mismo razon-
amiento sobre la ecuacion 5.1, nos lleva a ver que tinicamente autovalores
pueden pertenecer a W(C,) N 0D. Ahora, por el Teorema 5.11, C, es
unitariamente similar a un operador multiplicacién L?(R™, tdt) con mul-
tiplicador ¢ : Rt — C, t — €!*. Pero la medida tdt es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue, y el razonamiento sigue
como en el ultimo caso.

Los casos (4) y (6) se siguen facilmente del hecho que Cy, es normal
en Dy (Teorema 5.2) y luego (Proposicién 5.10) W(Cy,) = co(o(Cly)).

Para probar el caso (5), usamos el hecho que ¢ tiene un punto fijo en
oD y luego ||Cy||p, = 1. Pero como o(C,,) C W(Cy), entonces (Teorema

5.12) D ¢ W(C,), y otra vez por la Proposicién 5.10, tenemos que
W (Cy) pertenece al disco cerrado unitario de radio ||Cy|| centrado en el

origen, asi W(C,,) = D. M4s aun, podemos deducir usando la ecuacién
5.1 que o € W(Cy,) NOD si y sélo si existe f € Dy, tal que Cyp f = acf.
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Supéngase por un momento que el otro punto fijo de ¢ es interior al
disco unitario, entonces (ver [50, Th. 4.3]) C, es unitariamente similar a
Cy : D — Dr; donde 9(2) = Az +a, Ima >0y 0 < A < 1. Ahora, si
a es un autovalor de Cy, debe existir g € Dy, g # 0 tal que Cyg = ag,
esto es,

g(¢(2)) = ag(z) para todo z € II.

En particular, g(w(ﬁ)) = ozg(ﬁ) y asi, g(ﬁ) = ag(ﬁ); luego si
g(ﬁ) # 0 entonces &« = 1 y podemos escoger zy € II tal que g(z9) # 0
y como g(¥n(20)) = a™g(z0) = g(20) para todo n, (aqui 1, denota la
composicién de ¥ con si mismo n veces) entonces g toma cada valor no
nulo de rango infinitas veces, esto contradice el hecho que g € Dy y
luego W(C,,) = D.

Si g(ﬁ) = 0, entonces elegimos zg € II tal que g(zp) # 0 y ahora

’ . n
es facil ver que 1, (20) — 1% y entonces

lim g(45,(20)) = g(lim ¢ (20)) = g<1 ‘ /\) o,

pero esto contradice el hecho que |g(¢n(20))] = |a"g(z0)| = |g(20)| # O
para todo n. Luego W(C,) = D.
En el caso en el cual el otro punto fijo es exterior al disco unitario,
se tiene C; = Cjy, con ¢ una transformacion fraccional lineal de D
en si mismo con exactamente un punto fijo en la frontera y un punto
interior fijo, asi W (Cy) = Dy por la Proposicién 5.10 podemos concluir
que W(C,) =D.
O

4.2. El Rango Numérico Esencial en D. Si ‘H es un espacio
de Hilbert y T € B(H), el espacio de los operadores acotados en H,
sea IC(H) el subespacio de B(H) formado por todos los operadores com-
pactos, y [T] la clase de T en el algebra de Calkin, es decir el espacio
cociente B(H)/K(H).

Recordemos que la norma esencial de T es su norma en el alge-
bra de Calkin, esto es || = Inf{||T — K|| : K € K(H)}, y el ran-
go numérico esencial de T (W(T)) es el rango numérico de la clase
[T]. Denotamos por we(T") el radio numérico esencial de T, esto es,
we(T) = sup{|r| : r € We(T)}. La nocién de rango numérico esen-
cial fue introducida por Stampfli y Williams en [106]. Puede verse que
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We(T) = Nkexay W(T + K) y por tanto, We(T') es un subconjunto

cerrado de W (T).

De manera similar, el espectro esencial o.(7T) de un operador T es
definido como el espectro de la clase [T] en el dlgebra de Calkin. El
espectro esencial o.(T) es siempre un subconjunto compacto contenido
en o(T) (cf. por ejemplo [33]).

Tenemos las siguientes propiedades de W,(T') (Ver [15] y [56], por
ejemplo).

PROPOSICION 5.15. Sea T' € B(H), entonces:

1. We(T) es un conjunto compacto, no vacio y convexo.

2. We(T) ={0} siy sdlo si T es compacto.

3. SiT es un operador esencialmente normal, We(T') = co(o.(T))
y w(T) = [T,

4. Si M es un subespacio lineal cerrado de H tal que M~ tiene
dimension finita. Entonces We(T) = We(PyT|a), donde Py
denota la proyeccion ortogonal sobre M.

En esta seccién encontraremos la “forma” del rango numérico esen-
cial de operadores de composicion inducidos por transformacién frac-
cional lineal actuando en el espacio de Dirichlet D. Para esto, usaremos
algunos resultados de [50].

PROPOSICION 5.16. 1. [50, Remark 5.2] El espectro esencial
0e(Cy) de un operador de composicion Cy, inducido por una
transformacion fraccional lineal actuando en D coincide con el
espectro esencial de Cy, actuando en Dy.

2. [50, Cor. 5.2] Sea Cy, un operador de composicion inducido por
una transformacion fraccional lineal actuando en Dy. Entonces
0e(Cyp) = 0(Cy), excepto si ¢ no es eliptica y tiene un punto
fijo interior al disco unitario y otro punto fijo exterior al disco,
en cuyo caso 0.(Cy,) = {0}.

En la Seccién 2 probamos que un operador de composiciéon Cy, in-
ducido en D por una transformacién fraccional lineal ¢ del disco unitario
en si mismo es esencialmente normal si y sélo si ¢ no es una transforma-
cién hiperbdlica que no sea un automorfismo con un punto fijo en 9.
Asi, podemos deducir facilmente el siguiente resultado.

TEOREMA 5.17. Sea C, un operador de composicion actuando en D
e inducido por una transformacion fraccional lineal. Entonces:
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1. Si ¢ es un automorfismo eliptico y la derivada () en su
punto fijo interior es una raiz n-ésima de la unidad, entonces

W(C,) =co({¢'(a)f : k=0,...n—1}).

2. St es un automorfismo el cual no es conjugado a una rotacion
de un maltiplo racional de , entonces We(C,) = D.

3. 51 ¢ es una transformacion parabdlica que no sea un auto-
morfismo y la cual sea conjugada a T7(z) = z + a, entonces
We(Cyp) = co({e™ : t > 0} U {0}).

4. Si @ no es eliptica y tiene un punto interior y un punto exterior
al disco unitario fijos, entonces W(C,) = {0}.

5. 51 es hiperbolica con exactamente un punto fijo en la frontera
del disco unitario, entonces W(C,) = D.

DEMOSTRACION. Los casos (1) a (4) se siguen facilmente de los dos
ultimos resultados mencionados antes del Teorema. Para probar el caso
(5), sabemos que D = 0.(C,) C W, (Cy), pero por la Proposicién 5.16

tenemos que W, (Cy) = We(Cy,) C W(C,) = D y se sigue el resultado.
]

COROLARIO 5.18. Sea C, un operador de composicion actuando
en D e inducido por una transformacion fraccional lineal. Entonces
|Colle = 1 excepto si ¢ no es eliptico y tiene un punto exterior del
disco unitario y un punto interior del disco unitario fijos, en cuyo caso
1Celle = 0.

COROLARIO 5.19. Sea C, un operador de composicion actuando en
D e inducido por una transformacion fraccional lineal. Entonces Cy, es
compacto si y solo st ¢ no es eliptico y tiene un punto exterior del disco
unitario y un punto interior del disco unitario fijos.

4.3. El Rango Numérico en el espacio de Hardy del semi-
plano superior. Sea II el semiplano superior del plano complejo. El
espacio de Hardy del semiplano superior H2(II) es el espacio de las fun-
ciones analiticas en II para el cual la norma

2 L[ N
1 = sp 5 | It inas
es finita.
En este espacio la situacién para el estudio de operadores de com-
posicién inducidos por transformacién fraccional lineal es mucho més
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simple que en el espacio de Dirichlet: Sélo las transformaciones frac-
cionales lineales de la forma p(z) = az+b cona >0 yImb > 0 inducen
operadores de composicion acotados en H*(IT) (Ver [79]).

Otra vez en [50], podemos encontrar una prueba del siguiente resul-
tado.

TEOREMA 5.20. Sea p(z) = az+b tal que a > 0 y Imb > 0. Con-
sideremos Cy, actuando en H?(II). Entonces

1. Si ¢ es parabdlica, entonces C, es unitariamente similar al
operador multiplicacion por e en L*(RT,dt).
2. 5i ¢ es un automorfismo hiperbdlico, entonces C, es unitari-

—it—1/2

amente similar al operador multiplicacion por z en el

espacio L*(R, 27dt).

En [50] y como una consecuencia del dltimo resultado, se prueba
que para ¢ como en 5.20, C, actuando en H?(II) es normal si y s6lo si ¢
es un automorfismo de Il o ¢ es parabdlico. También se prueba alli que
1Coll 2y = a~'/2 y se obtiene el espectro de Cl:

TEOREMA 5.21. Sea p(z) = az + b tal que a > 0 y Imb > 0. Con-
sidérese C, actuando en H?(II). Entonces

1. Si ¢ es un automorfismo, entonces o(Cy,) = {z € C: .|z| =
a=1/?}.

2. 51 ¢ es una transformacion parabdlica que no es un automor-
fismo, entonces o(C,) = {e® :t > 0} U {0}.

3. Si ¢ es hiperbdlica y no es un automorfismo, entonces o(C,) =
{z€C:|z| <a™ V2.

Ahora, con un razonamiento similar al de la prueba del Teorema
5.14, podemos ver ficilmente:

TEOREMA 5.22. Sea ¢(z) = az+ b tal que a > 0 y Imb > 0. Con-
sidérese Cy, actuando en H?(II). Entonces

1. Si ¢ es un automorfismo, entonces W(C,) = {z € C: .|z| <
a2},

2. Sip es parabdlica y no es un automorfismo, entonces W (Cy) =
co ({e® : ¢t >0} u{0}).

3. Sip es hiperbolica y no es un automorfismo entonces W(Cy,) =
{zeC:|z] <a Y2}
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4.4. Notas Finales. Algunas cuestiones quedan pendientes: en
los casos (1), (2), (3) y (5) del Teorema 5.14, conocemos exactamente
cémo es W (C,,), pero en los casos (4) y (6) sélo conocemos la “forma” de
W (Cy) y no sabemos lo que OW(C,,) es. Usando el mismo razonamien-
to de la prueba de la parte (3), podemos probar que 1 no pertenece
a W(C,) cuando ¢ es parabdlica y no es un automorfismo, pero na-
da maés. El proximo paso es calcular el rango numérico de operadores
de composicién inducidos por transformaciones fraccionales lineales ac-
tuando en D. Algunas consecuencias directas de los tltimos resultados
son: como W, (Cy,) C W(C,), podemos concluir que si ¢ es hiperbdlica
con exactamente un punto fijo en la frontera del disco unitario, entonces
W(C,) = D. En [50] se prueba que un operador de composicién C,,
inducido por una transformacién fraccional lineal y actuando en D es
normal si y sélo si p(z) = pz, con 0 < |u| < 1, asi para esta clase de
operadores W (Cy,) = co{u* : k =0,1,...}. Es ficil ver que ||C,|| = 1 en
D si ¢ es una transformacién fraccional lineal que aplica D en si mismo
y fija el origen, luego W (Cy,) = D si ¢ es un automorfismo que fija el
origen y no es conjugado a una rotacién de un multiplo racional de .







CAPITULO 6

Fenomenos Ciclicos

1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos el comportamiento dindmico de los
operadores de composicién con simbolo fraccional lineal actuando en
algunos espacios de funciones analiticas definidos en el disco unitario.
Seguiremos la exposicién de [24].

Sea H un espacio de funciones analiticas, T : H — H un oper-
ador lineal y f € H. Investigaremos algunas propiedades espaciales del
conjunto Orbita de f bajo T, definido como

Orb(f,T) == {f, Tf, T*(f), T*(f),...},

donde T™ denota la composicién del operador 1" con si mismo n veces.

Existen esencialmente dos nociones asociadas al hecho de que el con-
junto Orb(f, T) sea “grande” en H, estas son: ciclicidad e hiperciclicidad.
Una operador 1" se dice ciclico si existe un elemento f € H tal que el
espacio generado linealmente por los elementos de Orb(f,T") es denso
en H; en este caso, la funcién f es llamada un wector ciclico para T.
Asimismo, diremos que T es hiperciclico si existe una funcién f € H
tal que Orb(f,T) es un conjunto denso en H. Aqui a una tal funcién f
se le denomina vector hiperciclico para T. Es claro que todo operador
hiperciclico también es ciclico.

En dimensién finita, resulta sencillo encontrar ejemplos de oper-
adores de composicion ciclicos.

EJERrCICIO 6.1. Encuentre un ejemplo de un operador lineal ciclico
definido en CV,

Sin embargo, en estos espacios ningin operador lineal puede ser
hiperciclico.

EJERCICIO 6.2 ([100]). Demuestre que si el operador adjunto de un
operador lineal posee al menos un autovalor, entonces dicho operador

101
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no puede ser hiperciclico. Por lo tanto, la hiperciclicidad de un oper-
ador lineal es una propiedad que sélo puede tener lugar en espacios de
dimensién infinita.

Recordemos que Hol(£2, C) designa al espacio de todas las funciones
analiticas definidas en un dominio €2 C C, dotado de la topologia de la
convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de (2. El primer
ejemplo de un operador lineal hiperciclico fue construido en el espa-
cio B(Hol(C)) ([10]). De hecho, existe toda una clase de operadores
hiperciclicos actuando sobre este espacio: Si a # 0, entonces el operador
de traslacion T, : Hol(C) — Hol(C) definido por To(f)(z) := f(z + a)
es hiperciclico. Obsérvese que si denotamos por ¢, : C — C a la fun-
cién definida como ¢, (2) := z + a, entonces T,(f) = f o ¢,. Es decir, el
operador T}, es un operador de composicién sobre Hol(C).

Un ejemplo de un operador lineal hiperciclico actuando sobre un

espacio de Hilbert es el siguiente ([90]): Sea [ el espacio de las sucesiones
oo

complejas cuadrado-sumables con la norma ||{an}g’o:1\|§ = Z lan)? =

n=1
({an},{an}). El operador de retroceso unilateral:

B({al,ag,a3, co }) = {a27a3, e },

claramente satisface |B({a1,a2,as,...})|l; < |[{a1,a2,as,...}|,, por lo
que B es una funcién no expansiva. Mas aun, si multiplicamos a B
por una constante A de médulo menor que uno obtendremos que, de
acuerdo al Teorema del punto fijo de Banach, el conjunto Orb(x, AB)
es una sucesion convergente para cualquier x € [y y en consecuencia, el
operador AB no es hiperciclico. Sin embargo, como mostraremos mas
adelante, si |A| > 1 el operador AB es hiperciclico. Este fenémeno no
es exclusivo de los multiplos del operador de retroceso unilateral y de
hecho existe una gran cantidad de ejemplos similares.

Notemos lo siguiente: el espacio lo puede ser visto como el espacio

o
de todas las funciones f : N — C tales que || f||3 := Z |f(n)]* < oo. Si
n=1
ahora definimos la funcién ¢ : N — N como ¢(n) := n + 1, vemos que
el operador B es el operador de composicién Cy, : lp — lo.

Es facil ver que Cj({an};2;) = {0,a1,a2,...} (el operador de
traslacion unilateral a la derecha). Hacemos notar la siguiente relacion: si
{en}>2 es la base candnica de Schauder de Iz (e, (m) := dpym ), entonces
para cada n € N los funcionales de evaluacién =, : lo — C definidos
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como Y, (f) := f(n) son lineales y continuos, de hecho

Vn(f) - <f7 en>

con lo que podemos concluir que las funciones {e, }5°; “reproducen” al
espacio ls.

Es interesante resaltar el siguiente hecho: como observamos anteri-
ormente, en los espacios de Hilbert funcionales, la familia de nicleos
reproductivos genera el espacio, de hecho, en el caso del espacio Iz, los
ntcleos reproductivos son precisamente los vectores candnicos {e, }°2 | y
todos son necesarios para generar al espacio; es decir, si omitimos alguno
de ellos, el espacio generado por los vectores restantes es un subespacio
propio de l. Este fenémeno no es cierto en espacios Hilbert de Funciones
Analiticas.

EJERCICIO 6.3. SiH es un espacio de Hilbert de funciones analiticas
definidas en un dominio ©Q y {z,} es cualquier sucesién convergente en
Q, entonces CLS{K, } = LS{Kzn}”'H (la clausura de la cdpsula lineal
de {K,,}) coincide con H

DEFINICION 6.4. Si ¢ es un nimero real, definimos log™ (¢) = log(t)
sit>1ylog™(t) =0sit< 1. La clase de Nevanlinna N’ = N(D) es el
conjunto de todas las funciones f € H(D) tales que

1 [ ,
sup — [ log™|f(re)|df < .
0<r<1 27 Jr
Es claro que tanto H2(ID) como H* estdn contenidos en N

Por ajustarse mejor a nuestros propdésitos, presentamos la siguiente
versién del Teorema de unicidad para funciones pertenecientes a la clase
de Nevanlinna N (ver Teor. 15.23 en [93]).

PROPOSICION 6.5. Sea f € N. Si{a,} CD es una sucesidn de ceros

o
tal que Z(l — |a|) = 00, entonces f = 0.
n=0

[e.9]

La relacién Z(l — |ap]) < oo aludida en la Proposicién anterior es

n=0
conocida como condicion de Blaschke.

EJERCICIO 6.6. Sea H un espacio de Hilbert de funciones analiticas,
tal que H* C ‘H C N. Una familia numerable de niicleos reproductivos
{Ka, }q,ep genera linealmente a H si, y sélo si, la sucesién {a,} no
satisface la condicion de Blaschke.
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2. Operadores de Composicién Hiperciclicos en H?(D)

A continuacién presentamos algunos resultados relacionados con el
comportamiento ciclico de operadores de composicién. Escribiremos ¢,
para designar a la composicién de ¢ € Hol(DD) con s{ mismo n veces.
Obsérvese que CJ = Cl,,.

El siguiente resultado limita la clase de simbolos que inducen com-
portamiento hiperciclico en los operadores de composicién.

EJERCICIO 6.7. Demuestre que si C,, es hiperciclico en H*(D), en-
tonces ¢ es univalente y no posee puntos fijos en D.

De acuerdo a este resultado, si un operador de composicién con
simbolo ¢ en TFL(D) es hiperciclico en H?(ID), entonces ¢ es necesari-
amente parabdlica o hiperbdlica y sin puntos fijos en ID. De hecho, casi
todo simbolo de éste tipo induce operadores de composicién hiperciclicos
en H?(D) como muestra el siguiente Teorema.

TEOREMA 6.8. Sip € TFL(D) no tiene puntos fijos en D. Entonces:

1. C, es hiperciclico en H*(D) excepto en el caso en el cual ¢ es
parabolica y no es un automorfismo.

2. 51 es parabdlica y no es automorfismo, entonces solamente las
funciones constantes pueden ser puntos limites de las orbitas de

Cy.

La herramienta fundamental para obtener el Teorema 6.8 la consti-
tuye el llamado Teorema de Kitai ([68]), obtenido por Carol Kitai (1982)
en su tesis doctoral.

TEOREMA 6.9 (Kitai). Sea X wun espacio de Banach separable y
T: X — X un operador lineal y continuo tal que:

a) FExiste un subconjunto densoY de X en el cual la sucesion de
iterados {T"} converge puntualmente a cero.
b) Eziste un subconjunto denso Z de X y una aplicacion S : Z —
Z tal que:
(i) T'S es la identidad en Z.
(ii) La sucesion de iterados {S™} converge puntualmente en Z
a cero.

Entonces T' es hiperciclico.

La demostracién de este resultado se sigue de observar el hecho que
un operador T es hiperciclico en un espacio de Banach separable X si, y
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sélo si, para cada par de abiertos no vacios U, V C X existe un niimero
natural n tal que T™(U) NV # 0.

EJERcICIO 6.10 (Rolewicz, [90]). Para todo escalar A € C con
|A| > 1, el operador AB es hiperciclico en I3, donde B es el operador de
retroceso unilateral. Indicacion: Utilice el Teorema de Kitai con Z = [
v Y como el espacio de las sucesiones eventualmente nulas.

TEOREMA 6.11. Sea ¢ un automorfismo del disco unitario sin puntos
fijos en D. Entonces Cy, es hiperciclico (y por lo tanto ciclico) en H?.

DEMOSTRACION. Utilizaremos el Teorema de Kitai: Primero recuér-
dese que, todo automorfismo no eliptico del disco unitario, posee un
tnico punto fijo atractor a € 9ID. Supongamos que ¢ posee otro punto
fijo B € 0D y tomemos

Y:={fc HD): f es continua en D y f(a) = 0}
El resultado se sigue al verificar que Cg converge puntualmente a cero
enY.

Probemos pues lo afirmado: sea f € Y, nétese que si ¢ € 9D\ {3},
entonces ¢,(¢) — « (pues « es atractor) y por lo tanto f(¢,(¢)) —
fla)=0. B

Ahora bien, como f es continua en D) y las ¢, son continuas casi
siempre en D, se tiene que

IC2fI? = ! /7r | £ (pn(e™)2dt < oo

2 ) .
y del Teorema de la convergencia dominada, se concluye que
ICofIl — 0.
O
OBSERVACION 6.12. El argumento utilizado en la prueba anterior
nos muestra que si @ no es un elemento de D, entonces el conjunto de

los polinomios que se anulan en « es denso en H?. Esto sera utilizado
méas adelante.

Procedemos ahora a demostrar el Teorema 6.8, seguiremos la exposi-
cién de [20]:

DEMOSTRACION. a) Si ¢ es un automorfismo de D, el resultado ya
fue demostrado en el Teorema anterior. Sélo queda el caso en que ¢ sea
hiperbdlica y no sea un automorfismo.
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Sean « y 3 sus puntos fijos con « el atractor, utilizaremos de nuevo
el Teorema de Kitai para demostrar la hiperciclicidad de C.

Claramente, el espacio Y tomado en la demostracién del Teorema
anterior funciona igualmente en este caso; pero para el espacio Z es
necesario algo mas de trabajo: Supongamos primero que [ se encuentra
en la recta definida por « y el origen, del otro lado del origen que «
(véase la figura 1) y consideremos D como el disco cuya frontera es
perpendicular a esa recta y la corta en los puntos « y 3. Entonces D
contiene a D y OD es tangente a D en el punto a.

Ficura 1

Como ¢ es una TFL(D), entonces preserva angulos y envia circulos
y rectas en circulos y rectas; por lo tanto debe enviar a 9D en si misma,
asi que D es enviado en si mismo o en D° pero como ¢(D) C I, entonces
lo segundo no puede ocurrir, luego ¢ es un automorfismo de D.

Sea

Z:={f € H(D): f es continua en D y f(3) =0}.

Como hicimos notar en la Observacién 6.12, el hecho de que € C\ D
nos asegura que el conjunto de los polinomios que se anulan en ( es
denso en H?; por lo tanto, Z es denso en H?. Definamos S : Z — Z
por:

Sf(z):=f¢"'(2)) (2€D),
S estd bien definida pues ¢~ 1(D) C Dy C,0 S es la identidad en Z y
el hecho que ¢~ "({) — (3 para cada ¢ € 9dD, nos conduce, de manera
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andloga a la demostraciéon anterior a que S™ — 0 en Z. Luego, del
Teorema de Kitai se obtiene que C, es hiperciclico en H 2,

En caso que 8 no esté en la posicidn requerida, entonces existe un
automorfismo -, de D que fija « y envia a § a dicha posiciéon. Entonces,

P=7a0toy"

con ¢ € TFL(D) tal que sus puntos fijos estén en la posicién conveniente.
Asi Uy, es hiperciclico en H 2 y por lo tanto C, también lo es.

b) Supongamos ahora que ¢ es parabdlica y no es un automorfismo,
entonces posee un unico punto fijo (atractor) que se debe encontrar en
OD; luego de conjugar con una rotacién de ser necesario, podemos asumir

que dicho punto fijo es el 1.
s L z+1 L
Utilizando la aplicacién w(z) := T obtenemos que la aplicacién
Z —_—

¢:=wopow ! es una transformacién fraccional lineal del semiplano
derecho P que posee como tnico punto fijo (atractor) al infinito. Luego,
¢ es una traslacién de P de la forma ¢(w) = w +a, con Ra > 0 (Ra >0
ya que ¢(P) C Py Ra # 0 ya que ¢ no es un automorfismo).

De manera similar, la n-ésima iteracién de ¢ se puede representar
como una traslacién por na pues ¢, (w) = w + na.

Primero estudiaremos que tan réapido se acercan las (p-érbitas entre
si y al punto fijo 1:

Sea z € D y w su correspondiente por medio de w en P; es decir,

z+1 w—1

W= y z=—7".

-1 2
Entoncesl—z:l—iny
w—+1 w+1

w—1/?
1—]z)2 = 1-— ol
|w+ 1% — |w — 1|2
w+ 1]2
(Rw + 1) + (Sw)? — (Rw — 1)% — (Sw)?
- w+ 1P
4Rw

|lw+1]2°
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Luego si w es el correspondiente por medio de w en P de ¢(z), se
tiene:

AR(w + na)
2 _
Ll = e

ademds si llamamos wy € P al correspondiente a ¢(0), entonces

w4+na—1 wog+na—1
w+na+1 _w0+na+1
(w4 na—1)(wp+na+1) — (wo +na —1)(w+na+1)
(w+na+1)(wg+na+1)
—2w—2wo
(w4 na+1)(wy +na+1)

on(2) —n(0) =

de donde se sigue que nh;moon(l —Jlen(@)P) =1y nﬁnoonagon(z) —
©n(0)| = c2 con ¢1 y cp constantes no nulas que dependen unicamente
de z y de a.

Fijemos ahora f € H?; demostraremos que si la érbita de f bajo C,,
se acerca a alguna funcién g € H?, entonces g debe ser constante. Para
esto necesitaremos estimar el crecimiento de las diferencias de los valores
que toma f. Comenzaremos con el siguiente estimado para z € D.

f')IP = Z
noo )
< (Z Hz\“)
1
1 172
(o) ()
=1 n=1
2
< ||f”2m

VRIS

ast, |[f'(2)] <
1f'(2)] RINEE

+ para todo z € D.
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Supongamos ahora que z y w € D, con |z| < |w|; entonces
HORVICINE VIGIES

< vain [ A
—I¢?)2
Iw z|
(1 Jwf?)
luego, para cualquier par de puntos z,w € D, se tiene que
V2| flllw — 2|
min{(1 — |w[?), (1 — |2[*)}

Si ahora sustituimos a z por ¢,(z) y a w por ¢,(0), obtenemos

‘gpn(z) _Spn(o)‘
Fpa(2)) = FleaO)] < :
| f (n( (o (0) min{(1 — |¢n(2)[2), (1 — ¢ (0)[2)} 2
C s
< ﬁm

C

NG
donde C' representa constantes que dependen de f, z y ¢ pero no de n.
Lucgo, 1im_f(gn(2)) — f(¢n(0)) = 0.
Finalmente, supongamos que g € H? es un punto limite de la 6rbita
de f bajo C,, entonces existe una subsucesion ¢"* tal que fo "t — g
en H? y por lo tanto f(¢"(2)) - g(z) para cada z € D; luego,

9(z) — 9(0) = lim_(f(¢™(2)) — F(&"(0))) = 0.

Asi g es constante y esto termina la demostracion. O

< V2|If]

1f(2) = f(w)| <

3 -
2

3. Operadores de Composicién Ciclicos en H?(D)

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento ciclico de los oper-
adores de composiciéon en H2(ID) con sfmbolo ¢ en TFL(D). Puesto que
ciclicidad es una propiedad “mas débil” que hiperciclicidad, podrian ex-
istir operadores de composicién ciclicos en H?(ID) que no sean hipercicli-
cos. El Teorema 6.8 nos dice que si ¢ no posee puntos fijos en D y no
es un no-automorfismo parabdlico, entonces el operador de composiciéon
inducido es hiperciclico (y por lo tanto ciclico) en H?(D); nos queda
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entonces preguntarnos ;qué sucede en los dos casos restantes?; es decir
si ¢ posee puntos fijos en D o si es un no-automorfismo parabdlico, ;el
operador de composicién inducido serd ciclico?. Esta pregunta es estudi-
ada en [20]; acd presentamos algunos de sus resultados. Queremos hacer
notar que la herramienta fundamental usada es la presencia de nicleos
reproductivos en el espacio H?(ID).

Si ¢ es eliptica, es conjugada de una rotacién 1) = €7z y hay dos
posibilidades: que r sea irracional, o que r sea racional. En el segundo
caso resulta obvio que la érbita de cualquier elemento f € H?(D) bajo
Cy consiste en un conjunto finito y por lo tanto {Cgf :n =0,1,2,...}
tendra la misma propiedad. En [20] se demuestra ademds que en el
primer caso el operador C,, es ciclico en H*(D).

En el caso en que ¢ sea parabdlica, de acuerdo al Teorema 6.8, se
tiene que el operador Cy, es hiperciclico en H 2(D) a menos que ¢ sea
un no-automorfismo; sin embargo, en [20] también se muestra que C,,
es ciclico en H?(DD).

Los casos restantes son descritos en el siguiente resultado. Recorde-
mos que cada ¢ € TFL(ID) no parabdlica, distinta de la identidad, posee
exactamente dos puntos fijos, y como consecuencia del Lema de Schwarz
se tiene que ambos no pueden pertenecer a D, esto nos deja solamente
dos casos.

TEOREMA 6.13. Sea ¢ € TFL(D) no eliptica ni parabdlica y distinta
de la identidad con un puntos fijos z1 € D y z9 € D°, entonces:

(i) Sizo € 0D, entonces C, no es ciclico.
(ii) Si zo € D, entonces C,, es ciclico.

En el Cuadro 1 resumimos los resultados sobre ciclicidad e hiperci-
clicidad en H?(D) de los operadores de la forma C, con ¢ € TFL(D).

Es importante el hecho de que en los espacios de Hilbert funcionales
analiticos, se tiene la “propiedad generalizada de traslacién” Cg(Ky) =
K, para el adjunto de cualquier operador de composicién definido
en dicho espacio y para cualquier nucleo reproductivo del mismo; es-
to nos permite hacernos preguntas mas generales sobre la ciclicidad de
los operadores adjuntos de operadores de composicion. El siguiente es
un resultado parcial que permite “decidir” cuiando un nticleo reproduc-
tivo de H?(ID) es un vector ciclico para el adjunto de un operador de
composicién.
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%) Caracteristica Dglearcrjl;ca
=~ 6“”12, a€el ciclico y no hiperciclico
Eliptica
~ ei’mz, o€ Q no ciclico
No Elfptica No un no-automorf. parab. hiperciclico
Ptos. fijos en D°

no-automorf. parab. ciclico y no hiperciclico
No Eh’ptlca Pto. ﬁJO en D¢ ciclico y no hiperciclico

Un pto ﬁJO en D Pto. ﬁJO en 8]]) no ciclico

CUADRO 1. Comportamiento dindmico de Cy, en H?(D)

TEOREMA 6.14. Sea ¢ € Hol(D). Entonces:
o0
1. Si existe x € D tal que Z(l — |pn(x)|) = 0o, entonces Cy, es
n=1
ciclico en H*(D) y K, es un vector ciclico para dicho operador.

o
2. Si en cambio Z(l—|<pn(a:)|) < 00 para todo x € D, entonces los
n=1
niicleos reproductivos de H?(D) no pueden ser vectores ciclicos
para C,.

DEMOSTRACION. Para demostrar la primera parte obsérvese que si
(o]

Z(l—|g0n (x)|) = oo, entonces la sucesion {@y, (x)}5° ; no es una sucesién
n=1

de Blaschke y por lo tanto si f € H?(D) es tal que (f, (C3)"Kz) =0
para todo entero positivo n, entonces

0 = ((Cw)"f, Kr>
= (fopn, Ky)
flen())

para todo entero positivo n. Esto implica que f = 0. Asi K, es un vector
ciclico para Cg,.

Para demostrar la segunda parte del Teorema basta tomar a la fun-
cibon f € H%(D) como el producto de Blaschke correspondiente a la



112 6. FENOMENOS CICLICOS

sucesion {¢,(x)}22, y observar que para todo entero positivo n,

(f;(CQ)" Kz) = f(en(x)) =0
pero f # 0. Esto nos permite concluir que K, no es un vector ciclico

para C, de donde se sigue el resultado.
O

NoTA 6.15. En la primera parte del Teorema anterior puede susti-
tuirse H2(D) por cualquier espacio de Hilbert funcional analitico; sin
embargo, para asegurar en la segunda parte la existencia de un vector
ortogonal a la érbita de K, es necesario que el espacio contenga a todo
producto de Blaschke correspondiente a las sucesiones {p, ()} .

Otro punto importante es el siguiente: dada una combinacién lin-

eal finita de nucleos reproductivos, digamos f := Zaini, bajo las
i=1

hipdtesis de la segunda parte del resultado anterior, obtenemos que
{¢n(w;) }nen1<i<m €s una sucesiéon de Blaschke y su correspondiente
producto de Blaschke es un elemento ortogonal a la érbita de f. Asi, las
combinaciones lineales de los nticleos reproductivos en H?(ID) no pueden
ser tampoco vectores ciclicos para C7.

Cabe entonces la siguiente pregunta: bajo las hipotesis de la sequnda
parte del Teorema 6.14, jningin elemento de H?(D) puede ser ciclico
para C3?

4. Dinamica de Semigrupos de Operadores de Composicién

En esta seccién revisaremos algunos aspectos relacionados a la diné-
mica de operadores de composicién utilizando la teoria de semigrupos.
Comenzaremos recordando la nocién de semigrupo de operadores.

DEFINICION 6.16. Sea X un espacio vectorial topolégico; una funcién
T :[0,00) — B(X) (el élgebra de los operadores lineales y acotados en
X), es llamada un semigrupo de operadores si satisface las siguientes
condiciones:

(i) T(t)T(s) = T(t + s), para todo s,t € [0, 00).
(i1) T(0) = I (el operador identidad en X).

Denotaremos al operador T'(t) como T; y al semigrupo mediante
({T3}+>0, X). Si queda claro a partir del contexto que {T}}+>0 C B(X),
entonces nos referiremos al semigrupo simplemente como {77} }+>o.

Recuérdese que los iterados un operador de composiciéon C7 son los
operadores de composicién C,, inducidos por los iterados de . Si ¢
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posee “iterados fraccionales”; es decir, si podemos definir iterados de la
forma ¢; con t € [0,00), esto a su vez induce iterados fraccionales del
operador Cy; esto es,
Co(f) = Cy,(f)

para cada t > 0. A continuacién estudiaremos un importante semigrupo
de operadores de composicién inducido por iterados fraccionales.

En [52] J. Giménez encuentra interesantes propiedades de los oper-
adores de composicién con simbolo de la forma

z

¢a(2) = pEw e a> 0.

es facil ver que para cada n, (¢q)n = ®(14a)n—1, POr lo que parece natural
definir (¢q)t := P(14q)t—1 Parat > 0y (¢a)o como la aplicacién identidad
en D. Veamos que {(¢q)¢}t>0 induce un semigrupo de operadores de
composicién. En efecto, la propiedad (ii) se tiene directamente de la
definicién. Veamos que se satisface (i): para esto basta observar que

((¢a)t 0 (9a)s)(2) = da+ay—1(P+a)s—1(2))

= P(1+a)t-1 ([(1 +a)® =1z + (1 + a)s>

z
[T+ a7 — 1z + (1 +a)
= (¢a)t+s-
Luego estamos en presencia de una familia de iterados fraccionales de

¢q que induce un semigrupo de operadores de composicién dados por la
formas:

t . _
C¢a T C(%)t - C¢(1+a)t71'
Notese que para cualquier a > 0, la aplicacién fraccional lineal ¢, posee

z
al 0 y al -1 como puntos fijos, luego si tomamos 7(z) := ) entonces
z

7 H2) = i, por lo tanto:

L oguori(s) = T<‘f’a<1iz>>
- (aris)

z
a+1

y como a > 0 se tiene que ¢, es hiperbdlica; asi, podemos concluir del

Teorema 6.13 que el operador Cy, no puede ser ciclico en H2(D). Sin
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embargo, ahora contamos con “mas iterados” en los cuales apoyarnos y
esto podria traducirse en un “mejor” comportamiento ciclico en algin
sentido, esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 6.17. Sea T = {T;};>0 un semigrupo de operadores
actuado sobre un espacio de Banach X, diremos que 7 es un semigrupo
ciclico si existe un elemento z € X tal que CLS{Ty(z) : t > 0} = X.
Andlogamente, diremos que 7 es un semigrupo hiperciclico si existe x €
X tal que {Ty(z) : t > 0} = X.

Obsérvese que si el operador T}, es ciclico para algtn ¢y > 0, entonces
el semigrupo {7} }+>0 también lo es. Surge entonces de manera natural la
pregunta: si un semigrupo {1} }+>0 es ciclico, entonces ;cada operador T
también lo es?. Esto es falso en general y la respuesta, como veremos, la
obtenemos a partir del semigrupo de operadores de composicion definido
anteriormente.

Utilizaremos la siguiente notacién. H3(D) := zH?(D) es el espacio
constituido por las funciones f € H?(D) tales que f(0) = 0. La familia
{z":n=1,2,3,...} es una base ortonormal de este espacio, el cual por
ser un subespacio de H?(ID), es un espacio de Hilbert funcional analitico
y por lo tanto posee ntcleos reproductivos que en este caso vienen dados

COmo:
z

Ky(2) =

1 —wz

Tanto ¢, como cada (¢,); poseen como puntos fijos al 0 y al -1,
por lo tanto el Teorema 6.13 nos permite concluir que ningin operador
C’éa puede ser ciclico en H?(D); de hecho, en la demostracién de 6.13
se concluye que la capsula lineal de cualquier érbita de C’éa tiene codi-
mensién infinita en H?(D). Luego los operadores C’éa tampoco pueden
ser ciclicos en Hg ; sin embargo, el semigrupo {C(’;a}tzo es ciclico en Hg
como mostramos a continuacion.
Observemos, en primer lugar, que

1 (—%)Z 1

z a

¢a(2):7az+1+a:—571 . = b
+ T+a z

donde b = —lj%a, de modo que cada ¢, € Hg.

Fijemos s > 0. Mostraremos que (¢,)s es un vector ciclico para el
semigrupo {C’éa }>0. Supongamos que g € Hg es ortogonal a la cédpsula
lineal de {C};a (¢a)s : t > 0}, entonces
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0 = (.97 Césa (d’a)s) = <g, ((z)a)s o (¢a)t>
= (9, (¢a)s+t) = (9, ¢(1+a)t+5—1>
_ —1 0
- <g’ (1+a)its = 1KC>
B -1 1 .
T Utor—1? ((Ha)”s - ) ’
con ¢ = —%

Luego g se anula a lo largo de la curva {W —1:t> O} y por
el Teorema de unicidad para funciones analiticas se tiene que g = 0. Asi,
cada (¢g4)s, con s > 0 es un vector ciclico para el semigrupo {C(';a}tzo.

En [49], Frankfurt introduce la nocién de cuasi-ciclicidad de semi-
grupos de operadores, mas tarde utilizada por Giménez en [53]; veremos
a continuacién que que las nociones de semigrupos cuasi-ciclicos y cicli-
cos realmente coinciden en espacios de Banach.

Sea X es un espacio de Banach. Un semigrupo 7 := {T;}+>0 C B(X)
se dice cuasi-ciclico si existe una familia de vectores {z;}4~0 C X tal que
Tixs = Tyts, para todo s,t > 0y CLS{zs:s >0} = X.

TEOREMA 6.18. [24] Un semigrupo de operadores actuando en un
espacio de Banach es cuasi-ciclico si y solamente si es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio de Banach y 7 := {T;}4>0 C
B(X) un semigrupo. Si 7 es ciclico entonces existe un vector zy € X
tal que CLS{T;zo : t > 0} = X, basta entonces definir para cada s > 0,
s := Tsxq y se tiene que 7 es cuasi-ciclico.

Reciprocamente, supongamos que 7 es cuasi-ciclico, entonces existe
una familia {zs}s>0 con las propiedades descritas anteriormente; para
cada entero positivo x, definamos

Ay, = CLS{zs : s > 1/n},

entonces para cada n, A, es un subespacio cerrado de X y A, C A,41,
luego el Teorema de categoria de Baire nos permite asegurar la existencia
de un entero positivo ng tal que A, tiene interior no vacio y puesto que
Ay, es un subespacio vectorial de X, concluimos que A,, = X. Asi, si
tomamos xg := x 1 , entonces Tsxg =Tsx 1 = T,y por lo tanto

70

no no

CLS{Tsx0:s >0} = CLS{zs: s > 1/no} = Ay, = X.
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TEOREMA 6.19. Sea H un espacio de Hilbert funcional analitico y
O = {¢: : D — D :t >0} una familia de iterados fraccionales uni-
valentes tales que ¢: no posean puntos fijos en D si t # 0. Entonces el
adjunto, {C:;t}tZO C B(H), del semigrupo de operadores de composicion
mducido por ® es ciclico.

DEMOSTRACION. Tomemos cualquier w € D y sea K, € H el
correspondiente nicleo reproductivo. Las hipdtesis sobre ® garantizan
que la aplicacién t — ¢y(w) define una curva contenida en D; de he-
cho, esta curva es simple ya que si t > sy ¢i(w) = ¢s(w), entonces
(65 © dr—s)(w) = dp(w) = ds(w), lo que implica (ya que ¢ es univa-
lente) que ¢;—s(w) = w; pero si t > s entonces ¢4 no fija puntos en D,
asi t = s.

Ahora bien, si g € H entonces del Teorema de unicidad para fun-
ciones analiticas se tiene que para todo t > 0:

<ga C;Z.;tKw> =0 < <ga Kqﬁt(w)) =0
< g(d(w)) =0.
Luego, g = 0. U

Nota 6.20. Si {t4}32, C [0,00) es una sucesién convergente y no
eventualmente constante, entonces utilizando de nuevo el Teorema de
unicidad para funciones analiticas y un razonamiento similar al anterior,
concluimos que LS{Cy, Ky : k >0} = H para cualquier w € D.

Este resultado es una especie de generalizacion del Teorema 6.14
en el siguiente sentido. Bajo las condiciones del Teorema anterior se
tiene que <g,C’¢tk K,) = 0 para todo k si, y sblo si, g = 0; es decir,
g(¢r, (w)) = 0 para todo k si, y sélo si, g = 0. Esto es, todos los nicleos
reproductivos de H?(ID) son “vectores ciclicos” para la familia {C¢tk ja

En lo que sigue plantearemos algunas preguntas relacionadas con el
comportamiento hiperciclico de semigrupos de operadores de composi-
cion. Es facil ver que si X es un espacio de Banach separable, entonces
{T};}+>0 C B(X) es un semigrupo hiperciclico de operadores si para todo
par de abiertos U y V en X existe t > 0 tal que T,(U)NV # (. Es-
to nos permite establecer un criterio muy similar al que proporciona el
Teorema 6.9, esta vez para parametro continuo, en relacién a la hiperci-
clicidad de un semigrupo de operadores de composicion. La demostracion
del mismo es similar a la demostracién del Teorema de Kitai (ver [100]).

TEOREMA 6.21. Dado un espacio de Banach separable X y un semi-
grupo de operadores T := {T;}1>0 C B(X) tales que:
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(i) Eziste un subespacio Y denso en X tal que ||Tyyl| - 0 para

todoy €Y.

(ii) Existe un subespacio Z denso en X y una familia (no necesari-
amente un semigrupo) {St}i>0 C B(Z) tal que para cada t > 0
T:S; es la identidad en Z y ||S¢z|| - 0 para todo z € Z.

Entonces el semigrupo T es hiperciclico.

Es claro que si un operador {7},} es hiperciclico, entonces el semi-
grupo {7} }+>0 también lo es; el reciproco es un problema abierto prop-
uesto en [8]. En dicho articulo se prueba que todo espacio de Banach
complejo, separable e infinito dimensional admite un semigrupo hiper-
ciclico.

Otro problema abierto es el siguiente (ver [100, 9]): s Satisface todo
operador hiperciclico el criterio de hiperciclicidad (Teorema 6.9)%. En
virtud del Teorema 6.21 planteamos la siguiente pregunta para el ca-
so de semigrupos: sSatisface todo semigrupo hiperciclico el criterio de
hiperciclicidad?.

Hacemos notar que si un semigrupo de operadores {7} }+>0 satisface
el criterio de hiperciclicidad dado en el Teorema 6.21, entonces cada
operador T} satisface el criterio de hiperciclicidad (6.9). Por lo tanto
una respuesta afirmativa a esta segunda pregunta responde a su vez
a la primera. Cabe también preguntarse: Si cada operador T satisface
el criterio de hiperciclicidad (6.9) sSatisface el semigrupo {Ti}i>0 el
criterio de hiperciclicidad (6.21)%.

Otro aspecto relacionado con los conceptos presentados en este Ca-
pitulo, es el estudio de transformaciones cadticas. Precisando:

DEFINICION 6.22. Sea (X, d) un espacio métricoy T : X — X una
funcién. Se dice que T depende sensiblemente de las condiciones iniciales
si existe un § > 0 tal que para todo € > 0 y todo x € X existe un punto
y € B(z,¢) tal que d(T"x,T™y) > 6 para algin entero no negativo n.

DEFINICION 6.23 (Devaney). Con las hipétesis de la definicién an-
terior, T" se dice una aplicacién cadtica si satisface las siguientes condi-
ciones:

1. Para todo par de abiertos U y V en X existe un entero no
negativo n tal que T™(U)NV # ()

2. T depende sensiblemente de las condiciones iniciales.

3. Existe un subconjunto denso de puntos con 6rbita (respecto a
T') finita.
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En [100] encontramos una demostracion del siguiente hecho: Si X
es un espacio de Banach yT : X — X es una aplicacion continua,
hiperciclica y tal que existe un subconjunto denso de X de puntos cuya
orbita bajo T es finita (puntos periddicos), entonces T es cadtica. Vemos
asi que la teoria del caos estd intimamente relacionada con la nocién de
hiperciclicidad. Para mayor informacién sobre las relaciones del caos con
los temas tratados en este articulo, recomendamos [44, 14, 100].

En cuanto a ciclicidad, en el libro de Bourdon y Shapiro ([20]) se
resuelve totalmente el problema de identificar a los simbolos analiticos
que inducen operadores de composicién en el espacio H*(D) y en [51]
se hace lo correspondiente para operadores de composicion con simbolo
fraccional lineal actuando en espacios tipo Dirichlet.

Finalmente, para un excelente resumen acerca del trabajo hecho en
los ultimos afios sobre hiperciclicidad de operadores lineales, recomen-
damos [55].



CAPITULO 7

Operadores de Composicion, isometrias y
problemas relacionados.

Como se ha afirmado repetidas veces el gran objetivo de la teoria
de los operadores de composicion es estudiar propiedades de estos op-
eradores en términos de propiedades de los simbolos que los inducen.
Se plantea naturalmente la posibilidad de utilizar propiedades de los
operadores inducidos que determinen propiedades del simbolo.

En este Capitulo consideraremos este tipo de cuestiones. Basados
en resultados de dos articulos recientes, [77] y [78], de M. Martin y
D. Vukoti¢, continuaremos estudiando operadores de composicion en el
espacio de Dirichlet D. Concretamente, en la Seccién 1, consideramos el
analogo en el espacio de Dirichlet a un problema propuesto por Walter
Rudin en el contexto de espacios de Hardy: ;Cuando para una funcién
 analitica y acotada en el disco unitario D, que fija el 0, se cumple que
el conjunto {¢™ :n=0,1,2,...} es ortogonal en D?, y en la Seccién 2
se considerard el problema de caracterizar las aplicaciones analiticas, del
disco unitario en si mismo, univalentes y cuya imagen “llena” el disco,
en términos de la norma del operador de composicién que ellas inducen.
Este problema es andlogo a una cuestion planteada y resuelta por J.
Shapiro en [99] sobre funciones interiores, en el contexto del espacio
H?. Los resultados presentados aparecen en [27].

Escribiremos Dy para designar el subespacio de D formado por aque-
llas funciones en el espacio de Dirichlet que se anulan en 0, y usaremos
la notacién ||Cy, : H — H|| para designar la norma del operador de
composicién inducido en el espacio H.

1. Funciones ortogonales en el espacio de Dirichlet.

El problema de describir los operadores de composicion isométricos
en espacios de Hilbert de funciones analiticas ha sido estudiado en di-
versos contextos. De hecho, Nordgren probé en [82] que el operador de
composicién C,, inducido en H? por ¢ € Hol(D) es una isometria en H>

119
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si y sélo si ¢(0) = 0 y ¢ es una funcién interior (ver también [39, p.
321]). En A? es una consecuencia fécil del Lema de Schwarz que ¢ induce
un operador de composicion isométrico si y sélo si ¢ es una rotaciéon.

Recientemente, M. Martin y D. Vukoti¢ probaron en [78] que en D,
el espacio de Dirichlet en el disco unitario, los operadores de composicién
isométricos son aquellos inducidos por aplicaciones univalentes y llenas,
del disco en si mismo, que fijen el origen. Recordemos que ¢ € Hol(D)
es una aplicacion llena si A[D \ p(D)] = 0.

W. Rudin en 1988 propuso el siguiente problema: Si ¢ es una apli-
cacién analitica y acotada en el disco unitario D tal que el conjunto
{p":n=0,1,2,...} sea ortogonal en H?, ;¢ debe ser un miiltiplo con-
stante de una funcién interior? C. Sundberg [108] y C. Bishop [11]
resolvieron independientemente el problema. En efecto, ellos probaron
que existen funciones ¢ que no son interiores pero para las cuales el
conjunto {"} es ortogonal en H?.

Como afirman M. Martin y D. Vukoti¢ en [78], su caracterizacion
de los operadores de composicion isométricos actuando en D puede ser
interpretada como sigue: las aplicaciones univalentes, llenas, del disco,
que fijan el origen son la contrapartida en el espacio de Dirichlet, de las
funciones interiores que fijan el origen, con respecto a los operadores de
composicién en H2. Asi pues, es natural proponer la siguiente cuestién:
;,Cuando se cumple, para una funcién ¢ analitica y acotada en el disco
unitario D, que fije el 0, que el conjunto {¢™ : n =10,1,2,...} es ortog-
onal en D? Recordemos que una funcién analitica y acotada en D no
pertenece necesariamente a D, luego nosotros asumiremos, en este con-
texto que ¢ estd en D (y por tanto, como D N H* es un algebra, que
{¢©"} estd en D).

Acd responderemos la cuestién planteada en el caso en que n,, es es-
encialmente acotada, esto es: existe una constante C tal que ny,(w) < C
para los w € D excepto, posiblemente, por aquellos en un conjunto de
area cero. Nuestro resultado es analogo a una caracterizacién dada por
P. Bourdon en [16] en el contexto de H?: las funciones que satisfacen
las hipétesis del problema de Rudin son aquellas aplicaciones ¢ tales
que su funcién conteo de Nevanlinna N, es esencialmente radial. Nues-
tra hipdtesis que n, es esencialmente acotada es claramente més fuerte
que asumir solamente que ¢ pertenece al espacio de Dirichlet y posible-
mente pueda ser debilitada. Nuestras pruebas se apoyan en las técnicas
utilizadas en [16].
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TEOREMA 7.1. Sea ¢ € Hol(D) con ¢(0) = 0. El conjunto {¢™ : n =
0,1,2,...} es ortogonal en D si y sdlo si existe una funcion g : [0,1) —
[0,00) tal que para casi todo r € [0,1), n,(re?®) = g(r) para casi todo
6 € [0,27] (esto es, n, es esencialmente radial).

DEMOSTRACION. Supéngase que n, es esencialmente radial. Sean
n > m enteros no negativos. Se tiene

(", ™) = nim /D ()" P (2)|2 dA(z)

= nm/ﬂ)w"_lwmln@(w) dA(w)
1 1 2 )

=nm [ Tl 2 e’(”_m)encp(rew)dﬁ dr
0 T Jo

1 1 2r

:nm/ Tl () [/ etn=m)d dH} dr
0 T Jo

=0.

Inversamente, si {¢" : n =10,1,2...} es ortogonal en D. Sea k un entero
positivo arbitrario. Para cada entero n > k, tenemos

0= (" "o = nln = k) [ oo GG )P AAR)

=n(n—k) /Dw"_lw”_k_ln@(w) dA(w)

1 1 2r )
=n(n—k) / pn—k-1 [/ e*n,(re)do| dr.
0 T Jo
Las funciones fi(r) := fozﬂ e*%n,(rei?) df pertenecen a L2[0, 1] pues n,,
es esencialmente acotada (ésta es la unica aparicién de esta hipdtesis) y
la ecuacién anterior dice que ellas son ortogonales en L?[0,1] al conjun-
to de las funciones {r 2kl > k} Por una ligera variacion del
Teorema de Miintz-Szasz (cf. [16]), el espacio vectorial generado por este
conjunto es denso en L2[0,1], y asi fx(r) = 0 para casi todo r € [0, 1].
Tomando conjugados complejos, vemos que f027r eijgnw(rew) df = 0 para
todo j # 0, y casi todo r € [0,1]. Asi que 6 — ny,(re?) es esencialmente
constante para casi todo r. [l

La siguiente Proposicién describe las aplicaciones analiticas de D en
si mismo que satisfacen las propiedades indicadas en las condiciones del
Teorema anterior.
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PROPOSICION 7.2. Supdngase que ¢ € Hol(D) y su funcidn conteo es
esencialmente acotada y esencialmente radial. Entonces ¢ es un multiplo
constante de una aplicacion llena de D.

DEMOSTRACION. Suponga que ¢ no es constante. Si el rango de ¢
contiene un punto en el circulo S, = {re : 6 € (0,2}, ¢(D) contiene
un arco de ese circulo pues el rango es un subconjunto abierto de D.
En este arco n, > 1, y asi el rango de ¢ puede omitir inicamente un
subconjunto de S, de #-medida cero, pues n,, es esencialmente constante
en S,.. Luego el rango de ¢ contiene casi todos los puntos en el disco

{z ]z <llelloo} 0
2. Aplicaciones llenas y operadores de composicion

En el espacio de Hardy, J. Shapiro [99] caracteriz6, en términos de
sus normas, aquellos operadores de composicién C, cuyo simbolo es una
funcion interior. En efecto, J. Shapiro probé:

1. Si ¢(0) = 0 entonces ¢ es interior si y sélo si
IC,  Hi — H|l =1,

donde Hg es el subespacio de las funciones en H? que se anulan

en 0,y
2. Si ¢(0) # 0 entonces ¢ es interior si y sélo si
1 0
1Cy: B2 — 12| = [ 1120
1—1[p(0)]

Presentaremos a continuacién los resultados de nuestras investiga-
ciones sobre cuestiones analogas en el espacio de Dirichlet.

En [77] M. Martin y D. Vukoti¢ calculan la norma del operador de
composicién Cy, inducido en D por una aplicacién univalente, llena ¢ en
Hol(DD). Ellos obtienen que

- HCSD:DHDH:\/L+2+\2/L(4+L)’

donde L = log W, y prueban que esta es una cota superior para las
normas de operadores de composicion actuando en el espacio de Dirichlet
inducidos por simbolos univalentes.

Los resultados en [99] y el paralelismo mencionado anteriormente
entre las aplicaciones del disco, univalentes y llenas, que fijan el origen
y las funciones interiores que igualmente fijan el origen, nos llevan a
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|
=,
—

Ficura 1

investigar si la igualdad en la ecuacién (7.1) caracteriza las funciones
univalentes, llenas del disco dentro de las aplicaciones univalentes de
Hol(DD).

Ademas, el resultado principal en [78] dice que ¢ € Hol(D), ¢(0) = 0,
es univalente y llena, si y sélo si C,, es una isometria en D, y por tanto
en Dy, luego en particular su restriccién a Dy tiene norma 1. ;Es cierto
el reciproco?

Es facil ver que esto no es verdad. En efecto, sea ¢, t > 1, la
transformacion fraccional lineal dada por

2z
wi(z) = A7 (=2 z € D.
Se ve facilmente que ¢ (D) C D, ¢ (0) =0, (1) =1,y pr(—1) = =1/t
(ver la Figura 1). Si t > 1 claramente ; no es llena, pero un célculo
en [50, Cor. 6.1] prueba que ||C, : Dy — Dy = 1 cuando ¢ es una
transformacién fraccional lineal de D con un punto fijo en la frontera.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado, andlogo a los resultados
en [99].

TEOREMA 7.3. Supdngase que @ es una aplicacion analitica y uni-
valente de D en si mismo, con n, esencialmente radial y ¢(0) = 0.
Entonces ¢ es una aplicacion llena st y solo si

|Cy : Dy — Dyl = 1.
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DEMOSTRACION. Vimos antes una direccién. Para el reciproco, su-
ponga que ¢ es una aplicacion analitica y univalente de D en si mismo,
con n, esencialmente radial, p(0) = 0, y que ¢ no es una aplicacién
llena.

Probaremos que la restriccién de Cy, a Dy tiene norma menor que
1. Tenemos que (D) estd contenido en el disco D(0,p) = {z : |z| <
lelloe = p} con Ajp(D)\ D(0,p)] =0y 0 < p <1 (cf. la prueba de la
Proposicién 7.2.)

Escribimos
I 01 (2
!/
o) = [ 1) o,
T Jo
y como | f’|? es subarménica en D entonces g es mondtona creciente para

0 <r < 1. A partir de la férmula de cambio de variable obtenemos:

1C, 113 = /D (@) ¢ ()2 dA()
- / 1 (w)]? dA(w)
(D)

= /Opg(r) rdr.

y asi:

AT
- (1 n M) ICll3,

para cada f € Dy. Esto lleva al resultado deseado: la restriccion de C,

—-1/2
a Dy tiene norma < v = (1 + (1;2’)2/2) < 1. [l
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En el préximo Teorema, consideraremos el caso ¢(0) # 0. La prueba
sigue de cerca la de [99, Th. 5.2]).

TEOREMA 7.4. Supdngase que @ es una aplicacion analitica y uni-
valente de D en si mismo, con n, esencialmente radial y ¢(0) # 0.
Entonces ¢ es una aplicacion llena st y solo si

L+2+VI@E+ L)
\]C¢:D—>D]\:\/ 9 )

donde L =1log1/(1 — |p(0)[?).

DEMOSTRACION. La necesidad es parte de [77, Th. 1]. Para el re-
ciproco, supéngase que ¢ es una aplicacién analitica y univalente de
D en si mismo con n, esencialmente radial, tal que ¢(0) = p # 0,
y sin embargo ¢ no es una aplicacién llena. Queremos probar que la

. LA2++/L(4+L
norma de C, es estrictamente menor que %, donde L =

log1/(1 - p?).
Para ello consideramos c,, el automorfismo estandar de D que in-
tercambia p con el origen, esto es

p—=z

=— z€D.
1—7pz

Qayp -

Escribimos ¢, = a5 o ¢, el cual es 0 en el origen. Como esta funcién
es univalente y aplica ID en si mismo, con funcién conteo esencialmente
radial, pero no es llena, el Teorema 7.3 afirma que la restriccién del
operador Cy,, a Dy tiene norma v menor que 1.

Como ay, es su propio inverso, ¢ = oy 0 @), y asi, para cada f € D:

Cof = Cyp,(foap) =Cp, f+ fp),
donde g = foa, — f(p).
La funcién C,, g pertenece a Dy y asi:
(7.2) ICs fllp =I1C, 91D + 1£ ()
< v?|glp + [ f(p)?
= V2|[(Cop ) = f) D + | F ()
Como (h,1)p = h(0) para cada h € D,

(Capf, f(0))D = f(p)Cay, F(0) = | f(D)I?,
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y obtenemos
1(Cap ) = F®)1D = [|Ca, FlID — 2R%(Ci,, f, f (0)) D + . (0)]?
= |Ca, fllp = 21 () + 1 f(0)?
= Co, fB — | F ().
Esta identidad y la ecuacién (7.2) llevan a,
ICaf B < V?|Ca, fIIp + (1 = )| f(p)[*.

Sabemos de [78, Th. 1] que ||Cq, : D — D| = (L +2+ /L(4+ L))/2,
y tenemos el siguiente estimado para |f(p)|:

IF @) < [IFlp[lKpllp = V1 + Ll fllo,

entonces

ICaflp < 111,

P <L+2+\2/L(4~|—L)> =14 D)

y o= |:I/2<L+2+ W)—i—(l—ﬂ)(l—kL)] <lpuesp#0yL >
]

2.1. La norma esencial. Recordemos que la norma esencial de
un operador 7" en un espacio de Hilbert H es definida como [|T|e :=
mf{||T — K|| : K es compacto }, esto es, la norma esencial de T es su
norma en el dlgebra de Calkin. Como vimos en el Capitulo 2,

(7.3) 1Colle = lim [[Co Ry ],

donde R,, denota la proyeccién ortogonal de H sobre z""H.

En [99], se prob6 que una aplicacién ¢ : D — D es interior si y sélo
L+](0)|
1=p(0)[*
Debido a las analogias presentadas acé entre funciones interiores y fun-

ciones univalentes llenas, podemos preguntarnos: ;Estan las aplicaciones
llenas caracterizadas por el hecho que la norma esencial de C, en el espa-

L+2++/L(4+1L)
2

si la norma esencial de C,, en el espacio de Hardy es igual a

? donde L = log W. La

respuesta es no, en efecto cada aplicacion univalente llena tiene norma
esencial tgual a 1 en el espacio de Dirichlet:

cio de Dirichlet sea igual a

TEOREMA 7.5. Sea ¢ : D — D wuna aplicacion univalente llena,
entonces ||Cy|le = 1 en el espacio de Dirichlet.
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DEMOSTRACION. Suponga primero que ¢(0) = 0, entonces como
notamos anteriormente, C,, es una isometria y a partir de la ecuacién
7.3 obtenemos:

IColle =t sup, |1} = i || = 1.

Si ¢(0) = p # 0, entonces la funcién ¢, := oy o ¢ es una aplicacién
univalente llena que fija el origen y por lo tanto para cada funcién f € D
con || f|l = 1 tenemos que |[|[C, Ry f|| = ||Ca, R f|- Asi, [|Colle = [|Caylle-

Pero en [25, Cor. 5.9], se prueba que la norma esencial de cualquier
operador de composicién inducido por un automorfismo de D es igual a
1 y asi se obtiene el resultado. (Il






CAPITULO 8

Operadores de composicién en espacios de
funciones enteras

1. Introducciéon y preliminares

En éste capitulo estudiaremos operadores de composicién actuan-
do en algunos espacios de Hilbert constituidos por funciones enteras.
Recordemos que una funcién es entera si f € Hol(C). Referimos al lec-
tor a [12] o [71] para los conceptos basicos de la teorfa de funciones
enteras que utilizaremos. Nuestra presentacion sigue cercanamente la de
[26].

Dada una funcién entera f, estimamos su crecimiento radial por
medio de la funciéon

My (r) == max|f(2)].
|z|=r

DEFINICION 8.1. Diremos que una funcién entera f es de orden fini-
to si se cumple la desigualdad M (r) < exp(r¥) para valores suficien-
temente grandes de r y para alguna constante £ > 0. El orden de una
funcién entera f de orden finito es definido como el infimo de los valores
de k para los cuales se satisface esta desigualdad asintdtica.

Si una funcién entera f es de orden p, decimos que es de tipo finito si
para algin A > 0 se satisface la desigualdad My (r) < eA™” para valores
de r suficientemente grandes. El supremo de los valores A para los cuales
se satisface dicha desigualdad, sera llamado el tipo de la funcién f.

Diremos que una funcién entera f, es de tipo exponencial o si es de
orden p < 1y tipo o € (0,00).

En la siguiente seccién, estudiaremos operadores de composicion en
el espacio de Paley-Wiener L2. Caracterizaremos los operadores de com-
posicién acotados y compactos en L2. También investigaremos el com-
portamiento ciclico de estos operadores. En la Seccion 3, estudiaremos
operadores de composicién en el espacio de Hilbert de funciones enteras
E?(v) haciendo uso de algunas ideas presentadas en [28].

129
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2. Operadores de Composicion en el espacio de
Paley-Wiener

2.1. El espacio de Paley-Wiener. El espacio de Paley- Wiener
L2 es el espacio de aquellas funciones enteras de tipo exponencial menor
o igual que 7 cuyas restricciones a la recta real pertenecen al espacio
L*(—o0,00) (cf. [12, 71]). L2 con la norma dada por

o0
2 2
I£1s o = | F(@) da,
—0o0
es un subespacio cerrado de L?(—o00,00) y, por lo tanto, un espacio de
Hilbert. Méas aun, la desigualdad

. 2 n
[ +iy)| < \[r D200

nos permite concluir que L2 es un espacio de Hilbert funcional. Se puede
ver (cf. [71]) que los nicleos reproductivos vienen dados por la siguiente

férmula: i )
smm(z —w
kw(z) = ———, (weC),
w( ) 7_[_(2 _ w) ( )
y que el conjunto {ky}, ., es una base ortonormal en L2. Luego, como
consecuencia de la identidad de Parseval, tenemos la siguiente expresion
para la norma:
2 2
1122 ey = D 1)
nez
Como es usual en este contexto, utilizaremos la notacion:

. sinmz
sinc z := .

TZ
Como una consecuencia del bien conocido Teorema de Paley-Wiener,
la transformada de Fourier unitaria (la transformada de Fourier usual

normalizada) f := F(f) de una funcién f € L2 tiene su soporte en
[—7,7]. Cada funcién f € L2 admite la representacién
1 T .
f(2) ft)e"=dt, fe L*(—m,m)

B V2 ) x

donde L?(—n, ) denota al subespacio cerrado de L?(—o0,00) constitu-
ido por aquellas funciones que son iguales a cero case siempre fuera del
intervalo (—m.7). Luego,

L2 =5 Y (L% (—n,m)).

™
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De hecho, la identidad de Parseval:

Hf||L2(—oo,oo) = ||f||L2(—7r,7r)a

muestra que la transformada de Fourier unitaria § : L2 — L?(—7,7)
es un isomorfismo isométrico.

2.2. Acotacién y Compacidad en L2. Como se reseiia en [5],
los operadores de composiciéon en el espacio de Paley-Wiener apare-
cen también el el area de procesamiento de serniales. Una funcién f
en L?(—00,00) es considerada como una serial (con “energia finita”)
y pertenece al espacio de Paley-Wiener si su dominio de frecuencia (el
dominio de su transformada de Fourier unitaria) se encuentra limitada
a la banda [—m,7].

En este contexto, el simbolo ¢ es llamado funcion de distorsion y el
operador f +— f o es un operador de distorsion. En [5] (ver también
[6]) los autores consideran el caso ¢ : R — R. Estudiaremos el caso en
el que ¢ es una funcién entera. Primero, consideraremos el problema de
caracterizar los simbolos ¢ tales que C,, es un operador de composicién
acotado en L2.

Para caracterizar loas operadores de composicién acotados en el es-
pacio de Paley-Wiener, usaremos los siguientes resultados demostrados
en [84] (ver también [5, 62]).

TEOREMA 8.2. Sea f y ¢ funciones enteras, con ¢(0) = 0. Sea
F = foy. Entonces existe una constante ¢ € (0,1) tal que

Mp(r) = My(eMy(r/2)).

TEOREMA 8.3 (Teorema de Pélya). Sean f y ¢ funciones enteras
tales que F = f o ¢ es de orden finito. Entonces

1. ¢ es un polinomio y f es de orden finito, o
2. ¢ no es un polinomio, es una funcion de orden finito y f es de
orden 0.

El Teorema de Pdlya implica que si una funciéon de distorsion ¢ :
R — R envia funciones de banda limitada a funciones de banda limitada,
entonces ¢ es afin (cf. [5, 6]). En la prueba del siguiente lema usamos
las ideas dadas en [5] y [6].

LEMA 8.4. Sea ¢ € Hol(C) no nula, si el operador C,, envia L2 en
st mismo, entonces @ es una aplicacion afin.
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DEMOSTRACION. Suponga que C,(L2) C L2, entonces la funcién
sinco pertenece a L2 y como sinc tiene orden exactamente igual a
uno, el Teorema 8.3 implica que ¢ es un polinomio. Sea n el grado de .
Mostraremos que n = 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¢(0) = 0. Entonces
existe una constante positiva a tal que My (r) > ar™ para r suficiente-
mente grande, y por el Teorema 8.2 existe una constante ¢, 0 < ¢ < 1

tal que
Miop(r) = Mg (car™/2%),

para cada funcién de orden uno en L2. Sea 0 < b < 1. Si el orden de f
es uno, entonces podemos hallar valores arbitrariamente grandes de R
para los cuales se tiene la desigualdad M;(R) > exp RY. Luego, existen
valores arbitrariamente grandes de r tales que

My (car™/2) > exp(ca’r™ /2m).
Si fop es de orden p < 1, entonces existen constantes A y B tales que
Myo,(r) < Aexp(Br),
para todo r. Asi, existen valores arbitrariamente grandes de r tales que
exp(calr™ /2™ < Aexp(Br).

En consecuencia nb < 1y como 0 < b < 1, debe ocurrir que n = 1
(n > 0 pues si ¢ es constante, entonces Cy,(L2) ¢ L2). O

TEOREMA 8.5. Sea ¢ una funcién entera no constante. Entonces C,
es acotado en L2 siy solo si p(z) =az+0b, (z€C) con0<la| <1,y
a €R.

DEMOSTRACION. Es facil ver que el orden y el tipo de las funciones
enteras es preservado por traslaciones. El Teorema de Plancherel-Pdlya
(cf. [71, Section 7.4]) muestra que

[ist s ssinpar= [ 1+ il < Il

Por lo tanto, el espacio de funciones enteras de tipo exponencial <
que pertenecen a L?(—o00,00) es invariante bajo traslaciones.
Ahora,

/ F(az) 2 dz = (1/]al) / F@)Pdr, (a€R);



2. OPERADORES DE COMPOSICION EN EL ESPACIO DE PALEY-WIENER 133

por otro lado, si el orden de f(z) es p, entonces el orden de f(az) también
es p mientras que si el tipo de f(z) es o, entonces el tipo de f(az) es
la|Po.

Esto muestra ademds que si C,(L2) C L2 entonces ¢(z) = az+b
con 0 < |a|] < 1. Para ver que a € R basta mostrar que si ¢(z) = iz,
entonces la funciéon f(z) = sincz pertenece a L2 pero fo ¢ L2. En
efecto,
™

™ ‘ eﬂ'l’ e*ﬂ'x eﬂ'x 1

Z - 2 a8 (:L' 2 1)7
27r3: 2mx 2nx 2mx 2w

|e™ — e~

| sincix| =

ysi A >0 estal que &= — == 2 1 cuando = > A tenemos:

27rz

oo o
/ \sincix!deZ/ \sincz’de:):Z/ ldr = o0
—o0 A A

COROLARIO 8.6. Ningiin operador de composicién en L2 es com-
pacto.

O

DEMOSTRACION. Claramente, C,, es compacto en L2 siy solo si
Cp—y(0) €8 compacto.

Como f(n) — 0 cuando n — oo para todo f € L2, entonces la
sucesién de vectores ortonormales {ky}2°, converge débilmente a cero.
Sin embargo, un céalculo sencillo muestra que

1C— o0y (ka)ll = 1/V/]al

para todo n. En consecuencia, Cy, no puede ser compacto. O

2.3. El Adjunto de un operador de composicién en L2.
Recordemos que, como consecuencia del Teorema de Paley-Wiener, la
funcién § es un isomorfismo isométrico entre los espacios L2 y L?(—m, ).

: 2 .
Si f € Ly tenemos que:
1

16 = = [ ftetar

con f € L?(—m, 7). Luego, si ¢(2) = az+b, b=A+in, a €R, 0<a <1
(para simplificar el razonamiento asumiremos a > 0), entonces tenemos:

Co(f)(2) = flaz+ X +1in) = \/j i f( Jeitaz gidt o=t gy

A(%)e—n(%)emz dx.

a\/ 27 J_an
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Por lo tanto, el operador C, corresponde, via §, al operador é@
L?*(—m,7) — L?(—m,m) definido como

N 1 X ixZ) —n(=
(8.1) (Co9)(@) = =9 (%) X(Camam @)e (D) e(3),
Ahora sean f,g € L?(—m, ), entonces
. 1 0TI\ px e
(Cog. /) = 5— g(@)tﬁ e o f(x) dx
_ / z)\te—ntmdt
= <g,C* f).
En consecuencia, el operador C’:, corresponde, via §, al operador
(8.2) (Cp f)(x) = e f(ax), € L*(~m,m).

Como § es una isometria, podemos calcular C7, actuando en el es-
pacio de Paley-Wiener como sigue: Sea f € L2 y fe L*(—m, ) su
respectiva transformada de Fourier unitaria, entonces como 0 < a < 1,
tenemos (g f € L?(—m,7m)y %fl(C’;f) € L2. Ahora,

™
e_’”e_mf(a:v)e”x dx

L

_ 1 72)\& £ 'Lz
= » f( )e e Maela dt
- f() HEE) ar
av?22m J_x
1 (z=X+1in
- o)
Luego,
N 1, (z=A+1 2
(83 o = o (FE) ren

Como consecuencia de la ecuacién (8.3) obtenemos el siguiente re-
sultado.

PROPOSICION 8.7. Un operador de composicion C, actuando L? es
normal si y sélo si p(0) = 0.
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2.4. Comportamiento Ciclico de Operadores de Composi-
cién en L2. Una nocién “intermedia” entre ciclicidad e hiperciclicidad
es la llamada superciclicidad. Usando la notacién del Capitulo 4, dire-
mos que un operador lineal T' : ‘H — H actuando en sobre el espacio
de Hilbert de funciones analiticas H es superciclico si existe una funcién
f € H tal que el conjunto de todos los multiplos escalares de Orb(f,T')
es denso en H. Claramente, todo operador hiperciclico es supercilcico y
todo operador superciclico es ciclico. Utilizaremos la ecuacion (8.1) para
demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 8.8. Ningiin operador de composicion en L2 es supercicli-
co.

DEMOSTRACION. Sea ¢(z) = az+ (A +1in) y supongamos que C,, s
superciclico. Por simplicidad, asumamos que a > 0y 7 > 0 (en el caso
general, las modificaciones necesarias son triviales). Entonces existe una
funciéon g € L?(—m, ), una sucesién {ax} en C, y una sucesién {ng}
en N tal que {akégk (g)} converge en L%(—m,m) a la funcién funcién
f = 1. Tomando una subsucesion si es necesario, podemos asumir que
aké’gk (9)(z) — 1, para casi todo z, pero es facil ver, usando la ecuacién
(8.1) que lim akégk(g)(x) =0sia<1.

k—o0

Si a = 1, entonces Cy(g)(x) = g(z)ee". Esto es, Cy, es el oper-
ador de multiplicacién My, : g — hg en L?>(—m, ) con h(z) = ¢?%e™7,
Utilizaremos ahora el criterio del d&ngulo para vectores superciclicos [51].
Sea g € L?(—m,7) \ {0}. Entonces la desigualdad de Bessel implica que
para todo k € ZT

X(==,0 —Ekn(- X (0,7 —Ekn(- —kn(-
(ET22 e MOl + (02, e MOl < e 1002

y por lo tanto existe una constante ¢ > 0, que depende de g, tal que
para todo k € Z™T,

1 T
VT </ e_2k”mg(x)|2dx> ’ > / e k% g(x)| dx + €.
0

—Tr

Luego

T _—knx d ™ _—knx d
€ gl\xr X (& glx xr + €

C VR ([T elg@)Pde)t VR ([T, e P lg(a)? da)

N|=
[SIE
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Por lo tanto,
|<M}]fgvX(0,7r)>|
k IMEglllxom |

En consecuencia, g no puede ser un vector superciclico para el operador
M;y,. O

2.5. Operadores de Composicién en L. Consideremos ahora
los espacios de Paley-Wiener LY, 1 < p < oo. Estos espacios estdn
constituidos por las funciones enteras de tipo exponencial < 7 cuyas
restricciones a la recta real pertenecen al espacio LP(—o0,00).

Como se observo en el Capitulo 2, la acotacion y la compacidad de un
operador de composicién C, se encuentran cercanamente relacionadas
con las propiedades de medidas tipo Carleson asociadas con . FEn esta
seccién, mostraremos resultados similares a los Teoremas 2.18, 2.19, 2.37
y 2.38; estos nos permitirdn caracterizar la acotacién y la compacidad
de los operadores de composicién actuando entre espacios Lh. Hacemos
notar que la prueba del Teorema 8.5 puede ser modificada para obtener
el resultado correspondiente en espacios Lk . Sin embargo, pensamos que
los resultados de esta seccién poseen un interés propio.

En lo que sigue, asumiremos que 1 < p < g < o0.

Diremos que una medida g en R es una (p, q)-medida de Carleson
(para el espacio de Paley-Wiener) si el espacio Lh estd acotadamente
contenido L9(p), es decir: si el operador inclusién i : L — L9(u) es
acotada. Si ¢ es compacto, diremos que p es una medida (p, q)-medida
compacta de Carleson (para el espacio de Paley-Wiener).

Para una funcién entera ¢ dada, definimos j, en R como:

pe(E) =1~ (B)),

para todo subconjunto de Borel E de R, donde ! denotes la medida
de longitud de arco. Se puede ver facilmente que [|Cy(f)|La(—c0,00) =
1l La(u,) Para toda funcién f € Li, por lo tanto si C, : L — L7 es
acotado, entonces /i, es una (p, ¢)-medida de Carleson. Mas aun, si 1 < p
entonces C, es compacto si y sélo si p, es una (p, ¢)-medida compacta
de Carleson.

A continuacién presentamos algunas propiedades bien conocidas de

los espacios de Paley-Wiener LL (1 < p < oo) que requeriremos mas
adelante (cf. [71, 20.1]).

OBSERVACION 8.9. 1. Ya que la funcién |f|P es subarménica,
y como consecuencia del Teorema de Plancherel y Pélya, para
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cualquier x,y € R tenemos:

. 2 .
|Fw+iy)lP < —em W) £

LP(—00,00)"

En particular, existe una constante K (que depende de p, pero
no de x ni de f) tal que

F@P < KNI,
2. Sea {\,} C C una sucesién y sean H, ¢ nimeros positivos tales
que
ImA,| < H <oo, |A,—An|>3d paran#m.

Entonces, para cada f € Lk,
SO < ClEE o oy
n

donde C' depende de 9, y H pero no de f.

3. Si 1 < p < oo, entonces para cualquier sucesién {cy} en [P(Z)
existe una tinica solucién en L% al problema de interpolacién
f(k) = ¢k, k € Z. Ademds, las normas de f y de la sucesién
{ck} son comparables, es decir, existen constantes m, M tales

que
00 1/p 00 1/p
m( > !f(k)|p> < 1fllzp(—o0,00) < M( > \f(k?)p> ;
k=—oc0 k=—oc0

para toda funcién f € L. En particular, esta tltima desigual-
dad implica que si 1 < p < ¢ < oo, entonces L C L%,
En realidad, sdlo necesitaremos el resultado para un prob-

lema mas sencillo: dado zg € R queremos hallar una funcién
f € L% tal que f(xg) = 1. Esto se obtiene al considerar la
sucesion ¢y =0sik #0y co=1.

4. Desigualdad de Bernstein: (cf. [12, 11.1.2]) Si f es una funcién
entera de tipo exponencial 7y |f(z)] < M para todo x € R,
entonces |f'(x)] < M.

TEOREMA 8.10. Sea 1 < p < g < oo. Las siguiente afirmaciones son
equivalentes:

1. u es una (p,q)-medida de Carleson.
2. Para cada r > 0 eziste una constante C tal que u(D(z,7)) < C
para todo x € R.
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3. Existe r > 0 y una constante C tal que p(D(x,r)) < C para
todo x € R.

DEMOSTRACION. Las afirmaciones (2) y (3) son claramente equiva-
lentes.

(3)=(1): Sea C > 0 tal que pu(D(z,1)) < C para cada v € Ry
sea T, € [n,n + 1] tal que |f(zn)| = médxp, 1) [f(7)]. Entonces, de-
scomponemos la sucesién {x,} en dos subsucesiones: {\,} y {\,}, con
A —Am| > 1/2y |A, = X\j,| > 1/2 sin # m. Ahora,

(s - (£ [ o)

< ( 3 \f(xmu([n,nm))

n=—oo

<ot ( 3 |f<xk>|q>q

n=—oo

< ¢ ( S |f<:ck)|p)p

n=—oo

(Z LFOR)IP + Z LF )] )

n=—oo n=—oo

Q=

1 1
< Ca2K)7 || fllze (-

donde la constante K es como en 8.9(2).

(1)=(3): Sean K y M constantes tales que | f(z)| < K|/ f| 1r(—c0,00) <
KM (322 |f(K)|P)"/?, para todo z € R, f € I (cf. 8.9(1 y 3)). Sea
r > 0 tal que TKMr < 1. Si (c) es falsa, entonces para cada n € N
existe =, en R tal que pu(D(xy,r) > n. Pero para cada n € N, existe
fn € L% tal que fa(zn) =1y ||fn”LP(—oo,oo) < M, (cf. 8.9(3)). Luego,
la desigualdad de Bernstein (8.9 (4)) implica que |f] (z)| < 1K M para
todo z € R,n € N, y aplicando el Teorema del valor medio tenemos que:

L= [fa(@)] < 1= fu(@)] = fa(zn) — fu(@)] = |f2(O)] 2 — 2n| < 7K MT,

para todo x € D(z,,r) y algiin nimero real £ en esta bola.
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Finalmente, tenemos
/!fnlqduz / |ful?dp > (1 — 7K Mr)in,
D(zp,r

lo que contradice el hecho que p es una medida de Carleson y por lo
tanto existe una constante C' > 0 tal que || fllLa(u) < CllfnllLr(—o00,00) <
CM O

Para medidas compactas de Carleson tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 8.11. Sea 1 < p < ¢ < oo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
1. p es una (p,q)-medida compacta de Carleson.
2. Para cadar >0 u(D(z,r)) — 0 cuando x — oo.
3. Existe r > 0 tal que p(D(z,r)) — 0 cuando x — .

DEMOSTRACION. Nuevamente, las afirmaciones (2) y (3) son clara-
mente equivalentes.

(3)=(1): Sea {f,} una sucesién en L% que converge débilomente
a cero; es decir, la sucesion {||fnzr(—cc,00)} €s acotada (sin pérdida
de generalidad podemos asumir que es acotada por 1), y f,, converge
uniformemente en conjuntos compactos a cero. Veremos que [ |f,,|9dp —
0.

Como en la prueba del Teorema anterior, para cada n escogemos la
sucesion {Z, k}, como sigue: x,; serd el nimero en el intervalo [k, k +
1] en el cual |f,| alcanza su méximo. Entonces, descomponemos esta

sucesién en dos subsucesiones {\, i} ¥ {)\’n k,} de manera que |\, —
Anjl = 1/2 5y [N, — Ayl > 1/2 cuando k # j. Por la observacién
8.9(2), existe una constante C' tal que Y, | fn(An k)P < CanH’ip(ioo 00)

(y >op 1fn( ;%k)]” < C’an”’zp(_oO Oo)) para todo n. Luego para todo n €
N:

(Zlfn(xmk)l(’) < (Zlfn(xn,k)lp> < (2C0)7lfullzr(-o00) < (20)7.

keZ kEZ

4

Dado € > 0, tomamos N € N tal que u(D(z,1)) < ( si |z| > N,

q
4C)P
y si n es lo suficientemente grande tal que |f,(x)|? < m para
todo x en el conjunto compacto [—N, N], entonces

N €
/ Faltdu < &
N 2
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Asi

(/ !fnlqdu> <
|z|>N

(Z | fo(@ne) 1Tk B 4 1) + > | fn(@n—p—) 9=k — 1, —k]))
k=N k=N

S

<SS f@an)l + — 3 (@i >yq)q < /2,
<8CI§N k SC’k:ZN k=1

luego, [|fn|?du < € para tal n.

(1)=(3): Al igual que en la prueba de (1)=-(3) en el Teorema 8.10 (y
con esa notacién) tomamos r > 0 tal que 7K Mr < 1. Si la afirmacién (3)
es falsa, entonces existe € > 0 y una sucesion {z,,} C R tal que z,, — oo
y (D(xp,r) > €. Podemos asumir que estos discos son disjuntos. Ahora
tomamos f, € Lfr con fn(l'n) =1y anH%p(_oo,oo) <M.

Como el operador inclusién i : Lt — L9(u) es compacto, podemos
asumir (tomando una subsucesion si es necesario) que f, — f € Li(u).

Nuevamente, al igual que en la prueba del Teorema 8.10, usamos la
desigualdad de Bernstein y el Teorema del valor medio, para ver que
|fn(x)] > 1 —7KMr en la bola D(x,,r) para cad n, y entonces

/Ifn\qdu > / |ful?dp > (1 — 7K Mr)de.
D(zn,r)

Ahora, observando que

1/q
[ fr = fllLage = (/ | fn = fI? du)
D(zn,r)
1/q
> (/ !fnlqdu> - (/ \flqdu>
D(zn,r) D(zn,r)

1/q
> (1— rKMr)e/? (/ ]f\qdu) ,
D(zn,r)

1/q
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1/q
obtenemos ([, o 1F17dn) " > (1= 7KMI)? — | fu = fllzage, ¥

como || fn — fllza(u) — 0, entonces existe n > N tal que

_ 1/p\?
/ |f19dp > (1—-7KMr)e .
D(zp,r) 2

Pero
Jisr=5 [ g,
n>N D(zn,r)
lo que es una contradiccién pues f € LI(u). O

Una consecuencia importante de esta caracterizacién es el hecho que
la condicién para las medidas de Carleson (respectivamente, medidas
compactas de Carleson) es independiente de py ¢, 1 < p < ¢ < oo. De
este hecho y de la seccién 2.2 podemos concluir lo siguiente:

TEOREMA 8.12. Sea 1 < p < ¢ < o0 y suponga que Cy, actia de L
a LY. Entonces

1. C, es acotado si y sdlo si p(z) = az+b, con0 < |a] < 1,a € R.
2. C, no es compacto.

3. Operadores de Composicién en los Espacios E?(y)

3.1. Espacios E?(v). De acuerdo a Chan y Shapiro [28], una
funcién entera v(z) = > y,2" es llamada una funcidn de comparacion
si v, > 0 para todo n y si la sucesién 7,41/, decrece a cero cuando
n — oo. En caso que la sucesiéon (n + 1)y,41/7n decrezca de manera
mondtona a 7 > 0, entonces decimos que v es una funcion admisible de
comparacion.

Para cada funcién de comparacion +y, definimos E?(v) como el espa-
cio de Hilbert de funciones enteras

e.)
f(Z) = Z a/nzn7
n=0
tales que

0o
I£15, == 7 2lan* < oo
n=0
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En este caso, el producto interior de E?(7y) es dado por

oo 00 oo o
<Z anznv Z bnzn> = Z 7;2anbn7
n=0 n=0 n=0

y las funciones e,(z) := v,2", n=0,1,2..., forman una base ortonor-
mal para E?(7y). Més aun, si f(z) = > a,z" € E?(y), entonces la sigu-
iente desigualdad [28, Prop. 1.4] muestra que los espacios E?(7) son
espacios de Hilbert funcionales.

oo oo ‘CL ’
F) <D Janll2" =) 7”%\21"
n=0

n=0 '™
00 1/2
< I fll2y <Z%2LIZI2”>
n=0
< [ fllzn(I2D)-

De hecho, los niicleos reproductivos de E?(v) estdan dados por
Ku(z) = 4(wz),

donde A(z) := > ~22".

De [28, Prop. 1.3], se sigue que el orden y tipo de las funciones de
comparacién v afecta el comportamiento de las funciones correspondi-
entes en el espacio £2(). En realidad, toda funcién de E?(7y) tiene orden
y tipo no mayores que el de 7.

Por otro lado, en [28, Prop. 1.3] se prueba que si (n+1)vp4+1/7 | 7,
7 > 0, entonces y es de orden uno y tipo 7. El caso en el que 7 = 0 es mas
delicado. Por ejemplo, si tomamos v;(z) := 14+ 7, (ﬁ)Qn 2", entonces
~1 es claramente una funcién admisible de comparacion con 7 = 0, orden
1/2 y tipo 1. Sin embargo, la funcién y2(z) == 2 e’ 2" también es
una funcién admisible de comparaciéon con 7 = 0 pero de orden cero,
(ver [71, Capitulo 1]). Esto muestra que el orden y tipo de una funcién
admisible de comparacién v no son determinados por 7 en este caso.

3.2. Operadores de Composicién Acotados en E?(v). En
[28], Chan y Shapiro mostraron que si la sucesién {(n + 1)yn4+1/vn} €s
acotada, entonces cada operador de traslacién es acotado en E2(y). En
esta seccidén, consideraremos el problema de caracterizar los simbolos
que inducen operadores de composicion acotados y operadores de com-
posicién compactos en E?(v) cuando 7 > 0.
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Primero, observemos que para cada o < 7, la funcién f,(z) := €?
pertenece a E2(v). Esto resulta del hecho que, para cada n, la desigual-
dad (n + 1)yp41/vn > 7 implica que ~y,, > T"’yo/n! y luego

o0 2n

HfaH%ﬁ:Ziz.Q— Z:ZQ QZ( )" <

o 7o (

TEOREMA 8.13. Sea ¢ funcién entera. Entonces C, es acotado en
E2(y) si y solo si p(z) = az+b con |a| < 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que f € E%(y) es de orden finito y
distinto de cero. Si f o ¢ pertenece a E2(7y), entonces es de orden finito,
y por el Teorema de Pélya (8.2), ¢ debe ser un polinomio. Sea ¢(z) =
anz"+- - +ag, an #0,n > 1.Sio < 7, entonces fyop(z) = exp(o(anz"+

-+ ap)) pertenece a E2(v), y es una funcién de orden n y tipo olay|.
Luego n = 1y ola,| < 7. Como o es arbitrario, tiene que ocurrir que
lan| < 1.

Para demostrar que la condicién es suficiente, basta probar que el
simbolo ¢(z) = az, |a] < 1 induce un operador de composicién acotado
en E%(v), pues toda traslacién es acotada en E?(7) (cf. [28]).

Ahora, si f(z) =Y ¢,2" pertenece a E?(v) entonces,

00 00
1CoFl5, =D v lalMlenl® <D 70 2lenl® = 11153,
n=0 n=0

O

3.3. Operadores de Composicién Compactos en E?(y). A
fin de caracterizar los simbolos que inducen operadores de composiciéon
compactos en E?(7), mostraremos primero que este espacio esta cer-
canamente relacionado al espacio Hol(C) N L?(C,e 2711 dA). Las ideas
y célculos realizados a continuacién, son tomados de [85, 6.8] donde se
estudia el espacio E(e?).

En general, $Hy se define como el espacio de Hilbert de funciones
enteras tales que

£ 1% r=/@\f(2)\2W(!Z)dA(Z) <00

donde W una cierta funcién de ponderacién.

LEMA 8.14. Sea vy(2z) = > 2™ una funcion admisible de compara-
cion tal que 0 < 7 = limy—o0o(n 4+ 1)Vpt1/vn- El espacio Hy., donde
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Wi (|z]) == e 27l esta contenido en E%(v), y y existe una constante K

tal que ||f|l2,y < K||fllw, para toda f € Hw, .
Por otro lado, el espacio E?(vy) estd contenido en el espacio Hyy,,

donde Wi(|2|) == e 21?1 t > 7. En este caso existe una constante C tal
que || fllw, < C|fll2 para toda f € E*(v).

DEMOSTRACION. Como se noté anteriormente, 1imy, oo (n+1)Yn41/7n =
7 > 0, implica que

(8.4) Tn > T"0/n! n=0,1,2,....

M4s aun, si ¢ > 7 podemos encontrar una constante C' (que dependo
s6lo de t) tal que

tTL
(8.5) 'yn<C'ﬁ n=0,1,2,....

Ahora, si Wi(|z|) = e 2, t > 1,y f(2) =3 a,2", entonces
oo
£, = 27> palanl?
n=0

donde p,, := / r2 W (r) dr = (20 +1)!(2t) "2+ y por lo tanto
0

2n)!
(582 — (2n+1) [En!))Q] (26)7200 = 0,1,2...
El término entre corchetes es (por la férmula de Stirling) asintéticamente
una constante multiplicada por 4" /y/n, y por lo tanto p,, es asintética-
mente una constante multiplicada por /n(n!)%t=2".

Si t = 7 usando la ecuacién (8.4) vemos que existe una constante C
tal que

o0
11, = 03 Va2
Wr — 7—2n n
n=0
> 1
> CZﬁﬁWﬂP
n=0 T

o0
>0y L =clri3,
- ,}/721 77

n=0
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Por otro lado, si ¢t > 7, tomamos 7 < s < t, y la ecuacién (8.5)
implica:

(n))?

oo
7w, = €3 vl
n=0

t

e 2 o v (2" o

< ci;ﬁ(j)%anﬁ

n=0 'T
<1

<O Slanl? = ClIfI3,-
0 Tn

O

El siguiente Lema se cumple en cualquier espacio de Hilbert funcional
analitico. Incluimos aqui la prueba para el caso de E?(v).

LEMA 8.15. Sea {f.} una sucesion en E%(v). {fn} converge a cero
débilmente si y sdlo si {fn} converges a cero uniformemente en subcon-
juntos compactos de C.

DEMOSTRACION. Si {f,} converge débilmente a cero, entonces con-
verge puntualmente a cero (cf. [39]) y existe M > 0 tal que || fnll2,, < M
para todo n. Sea K C C compacto, entonces para cada w € K tenemos,

()l = [(fr, Kw)| < [[fall2q [ Kol
= |Ifall2s3(jwl?) < M Sgg?(lwlz)-

Luego, la sucesién {f,} es localmente acotada y por lo tanto es una
familia normal. Si {f,} no converge a cero uniformemente en subcon-
juntos compactos de C, entonces existe € > 0 y una subsucesién {f,, }
tal que sup,cx |fn,(w)| > €. Pero {fy, } es una familia normal por lo
tanto posee una subsucesién convergente a cero uniformemente en sub-
conjuntos compactos de C. Esto es una contradiccion. El reciproco es
inmediato. U

TEOREMA 8.16. Sea ¢ una funcion entera yy = Y yp2" una funcion
admisible de comparacion tal que lim(n + 1)vyp4+1/v = 7 > 0. Entonces,
Cy es compacto en E*(v) siy slo si o(z) = az + b donde |a] < 1.
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DEMOSTRACION. Recordemos que la sucesién {e,}, e,(z) = v(n)z"
es una base ortonormal de E2(7), en particular, {e,} es débilmente con-
vergente a cero. Si ¢(z) = az con |a| = 1, entonces

ICpenll3,, = lla"enll3, = 1,

y Cy, no puede ser compacto. Se sigue entonces que si ¢(z) = az + b
(la| = 1), entonces C,, tampoco puede ser compacto.

Ahora, mostraremos que si p(z) = az, |a| < 1, entonces C,, tiene que
ser compacto. Sea {f,,} una sucesién en E?(y) débilmente convergente a
cero. Entonces por el Lema 8.15, tenemos que la sucesién { f,, } es acotada
por M > 0y converge a cero uniformemente en subconjuntos compactos
de C. Debemos probar que la sucesion || f, o ¢||2.4 converge a cero.

Por el lema 8.14, existe una constante ¢ > 0 tal que

1713, < e / F()Pe T dA().

Luego, basta mostrar que [ |f,(az)?e™?71?ldA(2) converge a cero, o
cambiando variables, que

/ | fu(w) 2210/l g A (w) — 0.

Dado € > 0, tomamos 7 < t < 7/|a|. Nuevamente por el Lema 8.14,
existe una constante C > 0 tal que

/ |f(w) Pl dA(w) < CO||f113.,.

Ahora podemos tomar un conjunto compacto K C C tal que para
cada w de K, se cumpla que e 271wl/lalgtlwl €/2C M luego,

/c\K | fu(w)Pe 2Tl dA(2) = /@\K | f(w)[Pe 2ol lale2tivle=2tel g4 (w)

€

< 2,~2t|w|/|a|

< ORI A )
€ 2

<

< 5Ol 1B,

< S om=%.

2CM 2
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Finalmente, podemos tomar n lo suficientemente grande de manera
que, para cada w € K,

| f(w)] < €/2 / e 2 dA(2).
Luego,
/ [Fulw)Pe 210l A (w) < e/2,
K

y esto completa la demostracion. O






CAPITULO 9

Transformaciones Fraccionales Lineales en CV

A lo largo de este texto, hemos presentado diversos resultados que
describen el comportamiento de operadores de composicién inducidos
por transformaciones fraccionales lineales del disco unitario en si mismo.
Adicionalmente al hecho que estos ejemplos tienen interés en si mismos,
existe el denominado Teorema del Modelo Fraccional Lineal que permite
clasificar a todos los elementos de Hol(ID) en términos andlogos a la cono-
cida clasificacién de las transformaciones fraccionales lineales. De hecho,
el Teorema afirma que bajo condiciones muy generales (cf. [39, Th. 2.53]
cada ¢ € Hol(D) puede ser “representada” por una transformacion frac-
cional lineal. Una version de dicho teorema es la siguiente:

TEOREMA 9.1. [20] Sea ¢ € Hol(D) univalente, entonces existe una
aplicacion univalente o : D — C y una transformacion fraccional lineal

1 € Hol(D) tal que ¢(c(D)) C o(D) y (ver Figura 9)
cop=1oo0.

El modelo indicado permite, de alguna manera, “reducir” el estudio
de ciertas propiedades (por ejemplo, fenémenos ciclicos) de los oper-
adores de composiciéon al estudio de estas para aquellos operadores de
composicién inducidos por simbolos fracciones lineales.

En la bisqueda de un andlogo en dimensiones superiores a las trans-
formaciones fraccionales lineales, Cowen y McCluer en [40] han estudia-
do recientemente las que ellos han llamado transformaciones fraccionales
lineales de CN. En este capitulo, a modo de motivacién para ulteriores
investigaciones en el tema, describimos algunos resultados en relacion
a dichas transformaciones. En la seccién 1 presentamos las definiciones
bésicas e indicamos algunos de los resultados obtenidos en [40] y [21].
Animamos al lector interesado a revisar esta bibliografia. En la seccién
2 ilustraremos un resultado sobre la ciclicidad de operadores de com-
posicién obtenido por el calculo directo de los iterados del simbolo en
[89].

149
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D

¥
—-

. |-

i EU(D) "

F1GURA 1. Modelo fraccional lineal

1. Definiciones y Resultados Basicos

DEFINICION 9.2. Una aplicacién ¢ de CN en CV es llamada una
transformacién fraccional lineal si es de la forma

zeCN;
Donde A es una matriz N x N, B y C son elementos en CV (que veremos
como vectores columna), y D es un nimero complejo.

Por ejemplo, obsérvese que una transformacion lineal es una trans-
formacién fraccional lineal:

T
7, 1240
(2,0) +1
y una traslacién también lo es:
Iz+p
+p=—F.
rr (2,0) +1

Asimismo, una aplicacion afin, esto es, una transformacién lineal seguida
por una traslacion, es una transformacién fraccional lineal:
Tz+p

Togp= 1P
P (z,0) +1
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Es fécil verificar también que los automorfismos de BN son transfor-
maciones fraccionales lineales (cf. [94]).

Claramente, el dominio de una transformacion fraccional lineal es el
conjunto de z en CV para los cuales

<z, C>+D #0.

Es decir, el dominio de una transformacién fraccional lineal es el com-
plemento de un subespacio afin. Para nuestro propésito, queremos que

el dominio de ¢ incluya la bola cerrada; como z = %f es un cero de
< z,C > +D, entonces requerimos que —‘59 > 1, o equivalentemente

|D| > |C|. Reciprocamente, si |D| > |C|, entonces por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos que (z,C) + D # 0 para z en la bola cerrada.
En particular, D # 0 para esta transformacién fraccional lineal.

Identificando una matriz 1 X 1 con su entrada, ocasionalmente es-
cribiremos

(2,C) = C*z.
Por ejemplo, usando esta identificacion podemos ver que una transfor-
macion fraccional lineal es constante si, y sélo si,
BC*

A=""]

Usualmente no consideraremos el caso de aplicaciones constantes.

Identificaremos a C con clases de equivalencias en CVN*!. Dos pun-
tos v y w en CNT! son equivalentes si v = cw para ¢ # 0, ¢ € C. Para
un elemento v tenemos que su clase de equivalencia es:

[v] ={cv : ¢ #0}.

Asi tenemos que CV puede ser sumergido en (CN 1/~ ) de la siguiente
manera:

(CN i) (CN+1/N)

e(z) = [(2,1)] z2=(21,.+.,2n).
Es claro que:

Rgo(e) = {[v1,v2] : v € CN | vy € C\ {0}}
e~ :Rgo(e) — CV

e [y, v2]) = bl
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En el mencionado articulo de Cowen y McCluer [40], se introduce
un formalismo basado en la nocién de espacios de Krein para el estudio
de las transformaciones fraccionales lineales. Recordemos que un espacio
de Krein es un espacio K con un semiproducto interior [-,:| que puede
ser expresado como una suma directa ortogonal

K=Ksok_

donde Kt es un espacio de Hilbert y C_ es el antiespacio de un espacio
de Hilbert, es decir, (K_, —[-,-]x_) es un espacio de Hilbert.
El espacio de Krein que acé consideraremos es el siguiente: En CN+1
definimos
[v,w] = (N1 + -+ + VuWn) — Vp41Wni1-
Este espacio es conocido como el Espacio de Minkowski
Obsérvese que:

[v,w] = (Jv,w)

donde (-, -) es el usual producto interno Euclideo en CN*1 y

(Iy 0
=5 4)

donde Iy es la matriz identidad en CV.

Habiendo introducido esta estructura, vemos que un elemento v =
(v1,v2) en el rango de € representa un punto de la esfera unitaria de CV
si, y sélo si, [v1] = |va] lo cual ocurre si, y sélo si, [v,v] = |v1]? —|v2|? = 0.

Por otro lado, el punto v € Rgo(e) representa un punto en la bola
unitaria de CV si, y sélo si, [v,v] < 0.

DEFINICION 9.3. Si p(z) = < :‘é—;_JrBD es una transformacion fraccional
lineal de CV en CV, la matriz

(A B
Mo =\ cx D

> (N+1)x (N+1)

es llamada la matriz asociada a ¢, la cual es Unica salvo miltiplos por
constantes.

La ventaja de esta notacidon estd en que podemos ver que para

zeCV, e < i > estd en la misma clase de equivalencia que < cp(lz) >
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Por otro lado, si ¢1(2) = % y 2(2) = % son transforma-
ciones fraccionales lineales, entonces @1 o o también es una transforma-
ciéon fraccional lineal.

Mas atn, la matriz asociada a @1 0 @2 €5 My op, = My My,. En
particular, si ¢ tiene una transformacion fraccional lineal inversa, en-
tonces m,-1 = (my) ™!y simy es inversible, ¢ tiene una transformacién
fraccional lineal inversa.

La primera pregunta critica en el estudio de operadores de composi-
cién en varias variables es el problema de determinar cuando el simbolo
aplica BY en sf mismo.

Una respuesta a esta cuestién, para transformaciones fraccionales
lineales, fue dada por Cowen y McCluer usando el formalismo de espacios
de Krein .

DEFINICION 9.4. Una transformacién T en un espacio de Krein es
una contraccién (o Krein contraccion) si

[Tv, Tv] < [v,v] Vv e Nl

y T es una isometria si [Tv, Tv] = [v,v] para todo v.
TEOREMA 9.5. [40] Sea ¢(z) = %% una transformacion frac-

citonal lineal no constante. Si un multiplo no cero de la matriz

(A B
Me=\ c* D

es una contraccion de Krein en CNT1 (con la estructura de espacio de
Krein definida anteriormente) entonces ¢ aplica la bola unitaria BN
en st misma. Reciprocamente, si ¢ aplica la bola unitaria en si misma,
entonces my, es un multiplo no cero de una contraccion en este espacio
de Krein. Esto es, t*lmyv, myv] < [v,v] para algin t > 0.

Ahora, si T' es una transformacién lineal en CV+1 entonces [Tv, Tv] <
[v,v] si, y s6lo si, (JTv,Tv) < (Jv,v) si, y sélo si, 0 < (Jv,v) —
(JTv,Tv) = (Ju,v) — (T*JTv,v) = ((J — T*JT)v,v) para todo v €
CN*1 s, y s6lo si, el operador J — T*JT es definido positivo. Esto nos
da una condicién bastante concreta para verificar cuando una transfor-
macién lineal es una contraccién de Krein .

TEOREMA 9.6. [40] Si la matriz

(A B
Me=\c* D
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es un maultiplo de una isometria en un espacio de Krein con

(0 %)

entonces p(z) = 7 Z‘Aé;rfD aplica BN sobre si misma. Reciprocamente si
o(z) = <2é;L_fD es una transformacion fraccional lineal de la bola uni-

taria BY sobre si misma, entonces my, es un miltiplo de una isometria.
) ®

Para una isometria inversible U en un espacio de Krein, tenemos
que U~! = UX, es el adjunto de Krein. En general, el adjunto de Krein
es el operador que satisface [Tv,w] = [v,T*w] y no es dificil ver que
T* = JT*J donde T* es el adjunto usual del espacio de Hilbert. Para
nuestro caso

0.1) (A B>X:<A* —C’>
* C* D _B* D* b
escribiendo UU* = I y U*U = I, tenemos ecuaciones que caracteri-
zan a las isometrias en nuestro espacio de Krein y por lo tanto, a los
automorfismos de BV,

El formalismo de espacios de Krein pareciera ser una herramienta
prometedora en el estudio de las trasformaciones fraccionales lineales de
BY; hasta donde sabemos, el aprovechamiento de esta estructura no ha

sido llevado mas alla.
Mencionamos los siguientes ejemplos adicionales

» Notemos primero que el automorfismo dado por un operador
unitario U en CV, p(2) = Uz puede ser representado por

U 0
me=\ o 1 |-

» Los automorfismos ¢ que fijan e; = (1,0,...,0) y —e; pueden
ser escritos como

B Az+ B
PG = oD

con ¢ = £v/D? — 1y A tiene la forma de bloque

(v v)

donde V' es una matriz (n — 1) x (n — 1) unitaria (euclidiana).

donde B=C =ce; D >1
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En efecto,

D0 e; + ce
Aey +cer 0 Vv ! ! _ Dey + ceq
c

80(61) = <€1,C€1> +D - - =€l

+D c+D
y p(—e1) = —er.

» Cuando V = I, el automorfismo correspondiente es llamado
dilatacion no isotropica de la bola.

» Finalmente, si p es un punto de BY, un automorfismo ¢ tal que
o(p(2)) = 2y ¢(0) = p es lamado involucion.

Adicionalmente, indicamos el siguiente resultado que permite dar
una nueva caracterizacién de los automorfismos de BY.

TEOREMA 9.7 (Modelo de Automorfismo de BY). [40] Las aplica-
ctones unitarias y las dilataciones no isotrépicas generan el grupo de
automorfismos de la bola. Especificamente, si @ es un automorfismo de
la bola (no unitario), entonces existen W1 y Wa unitarios y una dilat-
acion no isotrépica d tal que ¢ = W16Whs.

Mencionamos a continuacion algunos hechos geométricos sobre las
transformaciones fraccionales lineales. En el plano complejo, es bien
conocido que las transformaciones fraccionales lineales aplican circulos
sobre circulos. En dimensiones mayores existe mucha mas flexibilidad,
pero la analogia apropiada no es obvia. Un elipsoide es una traslacion de
la imagen de la bola unitaria bajo una transformacién lineal inversible
(compleja). Como traslaciones y transformaciones lineales son Transfor-
maciones Fraccionales Lineales, todo elipsoide es la imagen de la bola
unitaria bajo una Transformacién Fraccional Lineal. El préximo resul-
tado da el reciproco.

TEOREMA 9.8. [40] Si ¢ es una transformacion fraccional lineal
inyectiva definida en una bola B en CV, entonces ¢(B) es un elipsoide.

Si ¢ es una transformacion fraccional lineal definida en una bola
cerrada B que no es inyectiva, la imagen o(B) sera la interseccién de
un elipsoide con una traslacién de un subespacio k-dimensional de C¥,
para algin k < n. Para ver esto, de nuevo asumamos sin pérdida de

generalidad que ¢(0) = 0 y notemos que

A 0\ _ (A0 I 0
Mme=\c b))~ o D D-lcx 1)
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El primer término del lado derecho corresponde a la transformacién
lineal D~' Az y el segundo corresponde a una transformacién fraccional
lineal inyectiva también definida en B. Si ¢ no es inyectiva, entonces
Rgo(A) = k < n y por el Teorema anterior ¢(B) es un trasladado de la
imagen de una bola bajo alguna transformacién lineal de rango k.
Recordemos que si 21, 22, . . ., 2, son puntos de CV, el conjunto afin

(capsula afin) determinado por estos puntos es el conjunto

n n
[21,22,...,zn]:{2ajzj : Zajzl oziE(C}.
j=1 j=1

Los subconjuntos afines son como traslaciones de subespacios complejos
y la dimensién de un conjunto afin es la dimensién de este subespacio.
El siguiente Teorema dice que las transformaciones fraccionales lineales
aplican conjuntos afines en conjuntos afines.

TEOREMA 9.9. Sea ¢ una transformacion fraccional lineal y sean
21,22, .- .,2%n puntos en el dominio A de p, entonces la clausura de

o([z1,- -5 2n]N D) es [p(z1),y ...y 0(2n)].

Notemos que la afirmacién de clausura en el Teorema es necesaria pues,
si tomamos p(z) = % en el planoy 21 = —1, zo = 1, entonces el conjunto
afin [z1, z2] es el plano complejo; sin embargo ¢([z1, 22]N A) no contiene
al 0.

Con respecto a los operadores de composicién inducidos por simbo-
los fraccionales lineales, Cowen y McCluer prueban los siguientes dos

resultados fundamentales.

TEOREMA 9.10. [40] Si ¢ es una transformacion fraccional lineal de
BY en BY, entonces C, es acotado en HP(BY) para todo p > 1.

TEOREMA 9.11. [40] Si ¢ es una transformacion fraccional lineal de
BN es si mismo, entonces Cy es acotado en AP(BN) para todo p > 1.

De manera anéloga a lo que ocurre en D, una transformacion frac-
cional lineal ¢ € HOI(BN ) induce un operador de composicién compacto
en HP(BY) o en AP(BY), p > 1siy sélo si |[¢|leo < 1 (cf. [40]).

Prosiguiendo el estudio de los operadores de composicion inducidos
por simbolos fraccionales lineales, C. Bisi y F. Bracci en [21] abordan
el problema de estudiar los fenémenos ciclicos exhibidos por estos oper-
adores. Ellos obtienen los siguientes resultados parciales.



2. ITERADOS DE 6p Y CICLICIDAD 157

TEOREMA 9.12. [21] Sea ¢ una transformacion fraccional lineal de
la bola unitaria BN . Si o tiene mas de dos puntos fijos en By, entonces
Cy, no es ciclico.

TEOREMA 9.13. [21] Sea ¢ una transformacion fraccional lineal de
BN con exactamente dos puntos fijos en la frontera. Entonces Cy es

hiperciclico si, y solo si, dp es inversible en un, y asi en todo, punto de
BV,

2. Tterados de las dilataciones no isotrépicas de BY y
ciclicidad

Ilustramos a continuacién la técnica de prueba del Teorema anterior
de C. Bisi y F. Bracci en el caso del operador de composicion inducido

por la dilatacién no isotrépica dp(z) = <;45ij con B = C = cey,

c=+vD? -1y D > 1. La matriz asociada a esta dilatacién es

D 0 c
mes, = 0 In—1 O
c 0 D

Para efectos del calculo de los iterados, trabajando con matrices en
bloque, con un bloque igual a la matriz identidad (N — 1) x (N — 1),
vemos que es posible simplificar la escritura de la matriz anterior como

. . o D c
una matriz 2 x 2, es decir, escribiremos ms,, = < c D

Un célculo directo, usando por ejemplo MAPLE®, permite obtener
la siguiente expresion para (ms,)":

donde
P, (D) = é(D +VvD?2-1)"+ %(D -vD?-1)"

es el polinomio de Chebyshev de grado n evaluado en D. Este hecho fue
notado por E. Rojas en su tesis [89], donde se hace un célculo detallado.
De hecho, E. Rojas observé ademés que como es posible calcular los
polinomios de Chebychev Py de grado A, para A € R, podemos sumergir
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el grupo discreto de los iterados de las dilataciones no isotrépicas en el
grupo continuo, definido por:

PA(D) (D=9 + (D0
(m5D))\ = N A
—LD-¢)"+L(D-¢) P\(D)

El siguiente resultado, esta contenido en 9.13. Sin embargo, nos parece
interesante mostrar la prueba a manera de ilustracién de la técnica de prueba
del resultado general.

TEOREMA 9.14. Sea dp una dilatacion no isotropica de la bola unitaria
BY. Entonces Cjs,, es hiperciclico en H*(BY).

DEMOSTRACION. Sean dp y ¥p las siguientes dilataciones no isotrdpicas
de la bola:

D 21 c
1 Z9 0
. +
5p(z) = 1 ZN 0 _ (Dz1+4c¢,22,...,2N)
PR <(C,O7...,0)7(217...,21\]»—|—D N CZl+D
D 21 —c
1 z9 0
. +
Yp(z) = 1 ZN 0 _ (Dz —c¢,22,...,2N)
P o <(_0707'~'70)+(217~"7ZN)>+D B —621+D
donde c=+vD2 -1y D > 1.
Sea

D, :={h analitica en CV : h(p) = 0}
y tomemos X :=D,, y S = Cy,. D, es denso en H*(BY)

El operador Cy, aplica D., en si mismo pues ¥p(e;) = e;. Mds ain,
Cs, 0 Cyp = Cspopp = id, pues (6p o p)(z) = z para z € BY. Ademss,
utilizando la férmula encontrada anteriormente para (ms,)*, se comprueba
facilmente que:

0h—e vy ¥h— e
Luego, C§D = O(;kD — Oen D, y CJZD = Cw,’g — 0 en De,. Por lo tanto,
aplicando el criterio de hiperciclicidad de Kitai (Teorema 6.9) tenemos que
Cs,, es hiperciclico. O
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Observamos finalmente que la conjetura adelantada por Cowen y McCluer
sobre la posibilidad de utilizar las transformaciones fraccionales lineales de BY
como se han definido acd, de modo analogo a su conocida contrapartida unidi-
mensional, estain lejos de ser verificada. Los resultados que aca se presentaron
simplemente ilustran algunas posibilidades. Para desarrollos adicionales, ver
75], [37], [31] y [32].
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