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ABSTRACT. Es bien conocido que una contraccién T actuando en un
espacio de Hilbert H tal que T™ — 0 en la topologia fuerte de operadores,
es unitariamente equivalente a la restriccion de la traslacion hacia atras,
de multiplicidad infinita, a un subespacio invariante.

SiT = (T1,...,Tn) es una n-upla de operadores que conmutan entre
s{ actuando en el espacio de Hilbert H presentamos, siguiendo a [2],
condiciones para representar 1’ como la restriccién de los adjuntos de los
operadores multiplicacién por las variables en un espacio de Hilbert de
funciones analiticas con kernel reproductivo C' definidas en un dominio
D .

Se exploran extensiones de las técnicas de algebras duales usando los
modelos indicados.

1. INTRODUCCION

A partir de la teoria de dilatacién de Sz.-Nagy y Foias se obtiene un
modelo de funciones analiticas para contracciones. EL siguiente resultado
es bien conocido.

Teorema 1.1. [10] Sea H un espacio de Hilbert (complejo, separable, in-
finito dimensional) y T una contraccion actuando en H tal que T — 0 en
la topologia fuerte de operadores, entonces T es unitariamente equivalente a
la restriccion del operador traslacion hacia atrds (de multiplicidad infinita)
a un subespacio invariante.

Existen generalizaciones de estos resultados para n-uplas de operadores.
Una reciente aproximacién al problema es desarrollada en [2] donde se estu-
dia la cuestién de encontrar condiciones necesarias y suficientes para repre-
sentar n-uplas de operadores que conmutan entre si, como restricciones de
la n-upla de los operadores multiplicacién por las funciones coordenadas, en
espacios de funciones analiticas sobre un dominio D contenido en C".

Bajo las condiciones para la validez del dicho modelo se plantea la cuestion
de si es posible definir un andlogo al cdlculo funcional de Sz.-Nagy y Foias
para funciones analiticas y acotadas a este contexto. En este articulo se
define la extension de dicho célculo funcional en el espacio de los multipli-
cadores del espacio de funciones analiticas que sirven de modelo. Se prueba
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que este calculo es continuo cuando damos a los espacios de operadores las
topologias w* que se obtienen al considerarlos como algebras duales.

Finalmente se estudian posibles extensiones de las técnicas de algebras
duales para probar la existencia de subespacios invariantes no triviales a la
situacién que presentamos.

2. MODELOS ANALITICOS

Sea D un dominio abierto de C". Usaremos la siguiente notacion: D=
{Z:z¢€ D} ypara f: D — C escribimos f(z) = f(z). Consideraremos es-
pacios de Hilbert D de funciones analiticas en D que satisfagan las siguientes

condiciones.

(1) El espacio D es invariante para los operadores Zj, (j = 1,...,n)
multiplicacién por las funciones coordenadas,

Zi(f)(2) =z f(2), fe€D,z=(z1...,2) € D.

Tales operadores son acotados (como consecuencia de la siguiente
condicion y del Teorema del Grafico Cerrado).

(2) Para cada z € D el funcional evaluacién f — f(z) es continuo en
D, en consecuencia por el teorema de representacién de Riesz existe
K, en D tal que f(z) = (f, K.) para cada f € D. De hecho, como
es bien conocido, se dice que D es un espacio de funciones analiticas
con nicleo reproductivo. Escribiremos

C(z,w) = Kg(z2), z€D,weD

(3) C(z,w) # 0 para todo z € D,w € D.
(4) D contiene a los polinomios los cuales son densos en D.
(5) & es un polinomio.
En las condiciones indicadas nos referiremos a D como un D-espacio.
El prototipo de D-espacio es el espacio de Hardy H?(D) de las funciones

analiticas f definidas en el disco unitario tales que
1 2w )
918 = s oo [ 1pretPat < oc.
0<r<1 27 Jo
En este caso

1
1—zw

C(z,w) = , z,w € D.

Es elemental verificar que si {ex} es una base ortonormal para D se tiene
que

C(z,w) = Zek(z)e}(w), zeD,weD.
k=0

Como los monomios {z* : o € Z7 } forman una base (en general no ortog-
onal) de D, por el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidth podemos
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obtener una base ortonormal {e;} de D consistente de polinomios. Sea

(o)
1 _ -
f(zow) = 3 en(2) = (2, w)dk(w), =€ D,we D.
C
k=m
Es claro que fo(z,w) =1y fu(z,w) =1 - 37 er(2)& (2, w)ep(w) para
todo z € D,w € D y los f,, son polinomios, lo que permite definir de modo
natural los operadores fp,(T,T*).
Sea T = (T1...,T,) una n-upla de operadores que conmutan entre si
actuando en el espacio de Hilbert H. Escribimos

M, =72;1 :D®H—DRH.
Con las notaciones dadas se tiene el modelo indicado.

Teorema 2.1. [2, Corollary 15| Sea D un D-espacio. Sea T = (11 ...,T,)
una n-upla de operadores que conmutan entre si actuando en el espacio de
Hilbert H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) T = (T, ..., T}) es unitariamente equivalente a la restriccion de
la n-upla M} = (M}, ..., M} ) a un subespacio invariante.
(2) La n-upla T satisface las siguientes condiciones:

(a) &(T,T*) > 0.

(b) limpy—oo (f (T, T*)h, h) = 0 para cada h € H.

El modelo reduce al clasico modelo de Sz.-Nagy y Foias para contracciones
e incluye diversas generalizaciones (cf. [2]).

3. MULTIPLICADORES Y CALCULO FUNCIONAL

A partir del modelo para una contraccion 7', Sz.-Nagy y Foias obtienen el
conocido calculo funcional que permite definir f(7") para cada f en H*(D),
el espacio de las funciones analiticas y acotadas en el disco unitario.

Recordemos que L(H) el espacio de los operadores acotados definidos en
el espacio de Hilbert H es el espacio dual del espacio de Banach C;(H)
de los operadores de clase traza en H. Asimismo H*°(D) es el dual de
LY(T)/+H>(D).

Cuando dotamos a los espacios L(H) y H*(D) de las topologias w* cor-
respondientes a las dualidades indicadas el calculo funcional de Sz.-Nagy
y Foias es continuo (cf. [4],[5] y [10]). A fin de obtener un célculo fun-
cional que generalice al modelo indicado consideraremos el algebra de los
multiplicadores del espacio D de funciones analiticas.

Definicion 3.1. Un multiplicador de D es una funcién analitica f definida
en D tal que fg € D para cada g € D.

El teorema del gréfico cerrado implica que el operador Ty definido por
T(g) = fg, (g € D) es acotado. El édlgebra de tales multiplicadores sera
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denotada por M. Identificaremos f € M con el operador Ty y escribiremos
[fllam = [[T¢||. Nétese que

T/K. = f(z)K., feM,z€D,

y como
|7 K| "
[f) = e S W= 1Trl = 11l
[

se tiene que cada multiplicador es una funcién analitica y acotada en D. En
el caso de H*°(ID) ambos espacios coinciden pero en general esto no es cierto

(ct. [3).

Proposicion 3.2. El dlgebra de multiplicadores M es una subdlgebra w*-
cerrada de L(D) y en consecuencia es un dlgebra dual.

Prueba. Como consecuencia del Teorema de Krein-Smulian se tiene que (cf.
[8, Cor.2.5.10]) un subespacio de un espacio dual es w*-cerrado si y sélo si
lo es su interseccion con la bola unitaria del espacio, ademas las topologias
w* y WOT coinciden en conjuntos acotados (cf. [8, Th.4.6.14]).

Si H es separable (cf. [8, 4.6.2]) la bola unitaria de £(H) es metrizable

para la topologia WOT (y para la topologia SOT), luego es suficiente con-

. .. . . WOT
siderar una sucesion {¢} en la bola unitaria de M con M, —— T para

un operador T' € L(D) con ||T|| < 1y verificar que T' € M.

En particular (¢ f, K,) — (T'f, K,) para cada f € Dy cada z € D. Sea
¢(z) = T1(z) para cada z € D (donde 1 es la funcién constante con valor 1
en D). Ciertamente tenemos ¢ (2) — ¢(z) y en consecuencia ¢i(z)f(z) —
©(2)f(z) para cada z € D y cada f € D. Luego Tf(z) = ¢(2)f(z) para
todo z € D lo que prueba que T' = M, con ¢ € M. O

Asumamos que se satisfacen las hipotesis que permiten identificar la n-
upla T con la restriccién de la n-upla M} a un subespacio invariante. Es
inmediato que M, es una dilatacion de T', es decir

T; = PyM_,|H, j=1...,n.
Definimos ahora el prometido cédlculo funcional.
Definicién 3.3. Para f € M, sea f(T) el operador
J(T)h = Py M;yh, h e H.

Nuestro resultado principal es la siguiente generalizaciéon del resultado
mencionado de Sz.-Nagy y Foias.

Teorema 3.4. La aplicacion
Or: M= L(H), = F(T),

es w*-w* continua.
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Prueba. Es suficiente verificar (cf. [6, Th.2.3]) que si {¢x} es una sucesién

en M con ¢ ", 0 entonces Or(pr) %, 0. Podemos asumir que |kl <1
para todo k € N y como las topologias w* y WOT coinciden en conjuntos
acotados (cf. [8, Th.4.6.14]), serd suficiente ver que (®7r(¢x)f,g) — 0 para
cada f,g € H o equivalentemente (@ f, g) — 0 para cada f,g € H y esto es
inmediato pues

o — (pf g) = tr((f ® g)My)
es w*-continuo. O

4. MODELOS EN EL POLIDISCO

Recordemos (cf. [4]) que un operador 7' esta en la clase Cy. si T*n — 0
en la topologia fuerte de operadores y T" esta en la clase C.g si T™ estd en la
clase Cj..

En el caso unidimensional el siguiente resultado de Sz.-Nagy y Foias (ver
[10] o [4, Th. 2.2.]) permite para efectos de la existencia de subespacios
invariantes no triviales asumir que 1" pertenece a alguna de las clases Cy. o

Clo.

Teorema 4.1. Sea T una contraccion en L(H) y asimase que para cada
x € H, x#0 tenemos

lim [|T%2] #0 # lim |[T*a]],
k—o0 k—o0
entonces T es quasimilar a un operador unitario.

En [7] Kosiek y Octavio introducen las clases Ky. y K.g generalizaciones
multidimensionales de las referidas clases Cy. y C'y. Siguiendo la idea de [7]
introducimos clases mas restrictivas, adecuadas para nuestro propdsito.

Requeriremos la usual notacién de multi-indices: sia = (a,..., ) € Z7
escribimos |a| = ay + -+ a, ysi T = (T1,...,T,) € L(H)™ escribimos
T = (Tf,...., 1), T* =T - - Ton y T** =Ty ... Tron

Diremos que una n-upla 7' = (T4, ...,T,) de contracciones que conmutan
actuando en el espacio de Hilbert H pertenece a la clase s-Kj. si

lim max || T%|| =0, xr € H.
k—oo |a|=k

El limite indicado efectivamente existe pues si o € Z y |a] = k + 1
entonces T® = T;T? para un f € Z% con |B| =k y algin i € {1,...,n};
luego para cada x € H se tiene

T%|| = | T TPz| < ||T%z|| < max |[|T?z|],
|8]=k

y asi

max ||T%]| < max ||T"z].
lal=k+1 |8|=F

Adicionalmente diremos que T pertenece a la clase s-K.g si T™ pertenece
a s-Kj.. Las clases asi definidas poseen las propiedades anilogas a las de
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las clases Ko. y Ko de [7]. Es facil verificar que T' = (11, ...,T},) estd en la
clase s-Ky. si y solo si cada T; (j =1,...,n) estd en la clase C.

Como en [7] entendemos la extension de la nocién de quasisimilaridad en
varias variables en el siguiente sentido. La n-upla T = (T1,...,T,) € L(H)"
es quasisimilar a la n-upla U = (Uy,...,U,) € L(K)" si existen operadores
X € L(H,K) yY € L(K,H) uno a uno y con rango denso tales que para
cadaj=1,...,n, XT; =U;X y T;Y =YU;.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 4.1 a varias variables y es el
andlogo de [7, Th.2.2]. La prueba es similar y se incluye para completar la
exposicién.

Teorema 4.2. Sea T = (T4,...,T,) con Tj € L(H) y ||Tj]| < 1 para j =
1,...,n tal que para cada x € H, x # 0 se cumpla

lim max ||T%]|| # 0 # lim max | T"z||,

k—oo |a|=k k—o0 |a|=
entonces T posee subespacios invariantes no triviales o es quasimilar a una
n-upla de operadores unitarios.

Prueba. Definimos una nueva norma en H por medio de la formula

|z|l' = lim max ||T%x]|.
k—oo |a|=k

Es inmediato verificar que |||’ es realmente una norma y que ||z||" < ||z|| para
cada x € H. Sea K la completacion de H en la nueva normay X : H — K el
operador inclusion el cual es claramente uno a uno y tiene rango denso. Para
un j fijo tenemos que ||T;z|" = ||z||’, por tanto T; extiende a un operador
unitario U; sobre K.

Si ker(T;) # 0O entonces se trata de un subespacio hiperinvariante no
trivial para T]fk y por tanto T* (y tambien T') poseen subespacios invariantes
no triviales. Asumamos pues ker(T7) = (0), se sigue que el rango de U; es
denso en K y se verifica inmediatamente que U; X = XTj}.

Con un argumento similar aplicado a T7" en lugar de T} obtenemos un
operador unitario V; actuando en un espacio K’ y un operador W : H — K’
uno a uno y de rango denso tal que V;W = WT}. Escribimos Z = W* y
U = Vj. Se tiene que 1;Z = ZUj.

SeaY = ZZ*X* : K — H. Claramente se trata de un operador uno a
uno de rango denso. Finalmente

;Y = T;22°X* = ZU.Z*X*
= Z(XZU, )"
= Z(U;'U;XZU;7h)*
= Z(U;'XT;ZU;71)*
= Z(U;7'XzUjUu;
- Z(U

—1 * * § ok
TIXZ) =22 XUy = YU

(
(
(
(
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(]

Como cada operador unitario posee subespacios hiperinvariantes no triv-
iales y como la quasisimilaridad preserva la propiedad de poseer subespacios
invariantes no triviales (ver [4] y [7]) obtenemos:

Teorema 4.3. (¢f. [7, Th.2.3]) Sea T = (T4,...,T,) una n-upla de con-
tracciones que conmutan entre si actuando en H; entonces, ¢ bien T posee
un subespacio no trivial invariante comun 6 T pertenece al menos a una de
las clases s-Kq. y s-K.g.

Prueba. Considérese

S = {l‘EH: lim max ||7T%|| :0}.
k—oo |a|=k
Es facil ver que S es un subespacio invariante comun para los T}, j =
1,...,n. Si & = H entonces T pertenece a la clase s-Ky.. Si & = (0)
consideramos el subespacio

S. = {:U € H: lim max ||[T*%| = 0} ,

k—oo |a|=k
el cual es un subespacio invariante comun para los T}, j = 1,...,n (y por

tanto S+ es invariante para los Tj). Si S, = H entonces T estd en la clase
s-K.o y finalmente si S, = (0) estamos en el caso del Teorema 4.2. O

En el caso de una contraccién T', bajo la hipétesis T € Clg, el Teorema 1.1
afirma que 7™ es unitariamente equivalente a la restriccion de M7, el adjunto
del operador multiplicacién por la variable independiente, a un subespacio
invariante del espacio H?(D,H) = H?*(D) ® H de las funciones analiticas
f:D — H tales que

1 2 )
1£17 = sup o | Ilf(re") | dt < oo.
0<r<1 4T Jo

Consideremos el caso multi-dimensional. Sea D = D™ C C" el polidisco
unitario. Sea D = H?(D") el espacio de Hardy sobre D", es decir la com-
pletacién del espacio de los polinomios en L?(0) donde o es la medida nor-
malizada de Lebesgue en T" = {(z1,...,2n) : |21] = -+ = |z| = 1} la
frontera de Shilov de D, o equivalentemente (cf. [9]) el espacio de las fun-
ciones analiticas f : D™ — C tales que

917 = sw [ 170OPdo(c) < o

0<r<1

Se tiene que

n

1
C(z,w)znm, z2=(21,...,2n),w = (w1,...,wy) € D.
i=1

Claramente H2(D") es un D-espacio. Si elegimos en D la base ortonormal
standard de los monomios {za o€ Zi} (que asumiremos enumerada segin
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un orden tal que si |a| < |§| para a, 3 € Z!} entonces « precede a 3 en dicho
orden), tenemos que los polinomios f, definidos en las notas que preceden
al Teorema 2.1 son de la forma

1
falz,w) = Z zﬁa(z,w)wﬁ.

Bza

Sea T' = (T1,...,T,) una n-upla de contracciones que conmutan, asu-
mimos en primer lugar la condicién de positividad %(T, 7*) > 0. En
el caso n = 1 se trata simplemente de la afirmacion que T es una con-
traccién. Si adicionalmente T' estd en la clase s-K.g se ve inmediatamente
que (fo(T,T*)h,h) — 0 si |a] — oo para cada h € H. En efecto cada
fa(T, T*) es una suma (finita) de monomios de la forma T9T*? con § > a.

Aplicando el Teorema 2.1 obtenemos el siguiente resultado. Hemos iden-
tificado, como es usual el espacio H?(D") ® H con el espacio H?(D", H) de
las funciones analiticas f : D™ — H tales que

IFI2 = sup / 170 )12, dor(C) < oo
1JTn

0<r<

Teorema 4.4. Sea T = (11,...,T,) una n-upla de contracciones que con-
mutan tales que %(T, T*) >0 y T pertenece a la clase s-K.g, entonces T* es
unitariamente equivalente a la n-upla M} actuando en el espacio H?(D", H).

5. SUBESPACIOS INVARIANTES

Bajo las hipdtesis indicadas en el Teorema 4.4 consideremos el problema
de encontrar subespacios invariantes no triviales para la n-upla T'.

Es inmediato observar que el dlgebra M de los multiplicadores de H?(D")
es justamente el espacio H*°(D") de todas las funciones analiticas y acotadas
en el polidisco. Recordemos que si ¢ € M, por definicién

lplla = sup {llpf 1 - £ € HAD™), £ <}
y que lpllso < [l¢]ar. Como

lefII* = /Tn () F(Q)I*da(¢) < llellZ I fI1%,

para cada f € H?(D") se tiene realmente que ||| = ||¢]loo- (Hemos iden-
tificado las funciones ¢ y f de H?(D") con los correspondientes elementos
de H?(T™) obtenidos tomando limites hacia puntos de T, cf. [9]).

Bajo las condiciones indicadas considerando H como un subespacio de
H?(D",H) consideremos el homomorfismo w*-w* continuo definido en 3.1,

Oy HX(D") — L(H), ¢ — o(T),

por (T) = PyMyh, (h € H*(D",H)) donde M, es el operador multipli-
cacién por .



MODELOS ANALITICOS DE OPERADORES Y ALGEBRAS DUALES 9

Recordemos, aplicado a nuestra situacion, el principio basico de la técnica
de Scott Brown para determinar la existencia de subespacios invariantes no
triviales (cf. [1], [4], [5] ¥ [6]). Si f,g € H el funcional

f@g:HXD")—C, v —=(p(T)]9),
define un elemento del predual de H>°(D™). Por otra parte para cada A\ € D"
el funcional
E:H*D") —C,  ¢— (N,
también es w*-continuo. Si para un A € D" existen f,g € H no nulos tales
que &) = f ® g vemos facilmente que

Y =\/{o(D)f: f € ker&y},

es un subespacio invariante no trivial para 7.
Es mas, si para cada matriz (L;);jken con entradas en el predual de
H>(D") existen sucesiones {f;}jen vy {gk}ren tales que

Lj,k:f]®gk7 jvk€N7

decimos que ®7 tiene la propiedad Ay,. Es conocido que si ®7 posee la
propiedad Ay, el rango de ®7 (y en particular T') poseen un reticulo rico de
subespacios invariantes.

En [1] es probado el siguiente resultado.

Teorema 5.1. [1, Th.2.2] Sea G un dominio acotado de C" que cumple
la propiedad de Gleason, B(G) una subdlgebra w*-cerrada de H*®(G), y
& : H*(G) — L(H) un homomorfismo de dlgebras w*-continuo con | ®|| =
1. Si 0e(T) NG es dominante para B(G) (donde T = (11,...,T,) =
(®(m1),...,D(my,))) entonces @ tiene la propiedad Ay, .

A partir de este resultado se concluye inmediatamente:

Teorema 5.2. Sea T = (T1,...,T,) una n-upla de contracciones que con-
mutan tales que %(T, T*) > 0 y T pertenece a la clase s-K.g. Si o.(T) es
dominante para H*(D") entonces ®p : H>*(D") — L(H), la representacion
w*-w* continua generada por T, posee la propiedad Ay, .

A partir del resultado anterior y del Teorema 4.3 obtenemos:

Corolario 5.3. Sea T = (T1,...,T),) una n-upla de contracciones que con-
mutan tales que &(T,T*) > 0. Si oo(T) es dominante para H*(D") en-
tonces T posee subespacios invariantes no triviales.
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