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RESUMEN

En este trabgjo pretendemos poner de manifiesto hasta qué punto € modelo
epistemoldgico de las matemdticas, implicito pero dominante en una institucién escolar,
puede influir sobre las caracteristicas de modelo docente, esto es, sobre la manera
sistemética y compartida de organizar y gestionar € proceso de ensefianza de las
mateméticas en dicha institucion. Se postula que la préctica profesional del profesor de
mateméticas en e aula solo se podr4d cambiar de una manera persistente s,
correlativamente, se modifica € modelo epistemolégico ingenuo que, como dice
Brousseau (1987), esta en la base de los model os docentes habitual es.

ABSTRACT

In this work we pretend to show up to which point the mathematical epistemologic model,
implicit though dominant in scholar ingtitution, has an influence on the docent model
characteristics. That is, on the systematic and shared manner of organizing and managing of
mathematics teaching process in such ingtitution. The article sets demands for the need of a
change in the ingenious epistemologic model, as said by Brousseau (1987), which are at the root
of usual docent models, to achieve a persistent change in mathematics professors professional
practise in the classroom.

RESUME

Dans ce travail, nous prétendons mettre en évidence jusqu’a quel point lemodéle épistémologique
des mathématiques, implicite mais dominant dans une certaine institution scolaire, peut influer
sur les caractéristiques du modele enseignant, ¢ est-a-dire sur la maniére systématique et partagée
d organiser et gérer les processus d' enseignement des mathématiques dans cette ingtitution. Nous
postulons que la pratique professionnelle de |’ enseignant de mathématiques dans la classe ne peut
étre changée d' une maniére durable que s, corrélativement, on change le modéle épistémol ogique
“naf " qui est, comme le dit Brousseau (1987), a la base desmodél es enseignants habituels.

RESUMO

Neste trabalho, pretendemos mostrar até que ponto 0 modelo epistemoldgico das matematicas,
implicito apesar de dominante numa dada instituicdo escolar, pode influenciar as caracteristicas
do modelo docente, isto €, a maneira sistemética e partilhada de organizar e de gerir o processo de
ensino da matematica nessa institui¢do. Postulamos assim que a prética professional do professor
de matemdtica na aula sO se podera mudar duma maneira duradoira se se modificar, em
correlacdo, 0 modelo epistemol dgico “ingénuo” que, como diz Brousseau (1987) esta na base dos
model os docentes habituais.

! LLas primeras descripciones de los modelos docentes (llamados iniciamente “paradigmas’) fueron
publicadas en Gascon (1992 y 1994). Su dependencia respecto del modelo epistemol 6gico dominante en la
institucion escolar fue presentada por primera vez en € marco del Seminario de Didéctica de las
Mateméticas “Analisi didactica de I'activitat matematica: confluencia entre el poblema epistemologici €l
problema didactic’ correspondiente al curso académico 1993/1994. Dicho Seminario formaba parte del
Programa de Doctorado de Mateméticas de la Universitat Autonoma de Barcelona.

2 Departamento de Mateméticas, Universitat Autonoma de Barcelona, Edificio C, 08193 Bellaterra
(Barcelona) Spain; Fax: 34 93 581 27 90; E-Mail: gascon@mat.uab.es



Incidencia del model o epistemol 0gico de |as matematicas
sobre las practicas docentes

Para empezar a describir y explicar la préctica profesional del profesor de mateméticas en
el aula, podemos situarnos en diferentes perspectivas tedricas’. Por nuestra parte
abordaremos esta problemética desde la perspectiva que proporciona € Programa
Epistemdlogico de Investigacion en didéctica de las mateméticas’ y, més en concreto,
desde la Teoria Antropolégica de lo Didéctico (TAD)®. Aceptamos de antemano que
nuestra perspectiva, como cualquier otra perspectiva particular, serd forzosamente
sesgada y nos permitira describir y explicar Unicamente determinados aspectos de la
préctica profesiona del profesor, en detrimento de otros.

Al dstuarnos en e Programa Epistemoldogico necesitamos proponer modelos
epistemoldgicos explicitos de los diferentes ambitos de la actividad matemética que
permitan “construir” los fenébmenos y los problemas didécticos y, ademas, sirvan para dar
cuenta de los aspectos cognitivo e instruccional. Esto significa que para cada proceso de
estudio particular, relativo a una organizacion matemética oV concreta, que se desarrolla
en e seno de una institucion | determinada, la descripcion de la préctica profesiona del
profesor de matematicas deberia hacerse partiendo del modelo epistemol bgico especifico
de OM, dominante en |. Hemos de reconocer que estamos lejos de poder describir con
tanto detalle la préctica docente del profesor de mateméticas en d auld’; éste es un
objetivo muy ambicioso a que no podemos aspirar todavia debido, entre otras razones, al
insuficiente desarrollo de la TAD vy, en particular, a caracter todavia excesivamente
descriptivo de la teoria de los momentos didacticos (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).
En este trabgjo, forzosamente preliminar y mucho més humilde, queremos Unicamente
empezar a estudiar cdmo se corresponden muchas decisiones y actuaciones docentes, y
hasta ciertos modelos docentes relativamente estructurados, con los modelos
epistemol 6gicos generales que han existido a 1o largo de lahistoria de las matematicas
y que, en ciertaforma, perviven entremezclados en las diferentes instituciones didéacticas.
Para dlo distinguiremos, en primera instancia, entre dos grandes grupos de teorias
epistemol 6gicas generales o patrones de la organizacion matematica considerada como
un todo: teorias euclideas y teorias cuasi-empiricas, segun la caracterizacion realizada
por Lakatos (1978a). Para completar este esquema afiadiremos un tercer grupo de teorias
epistemoldgicas, las teorias constructivistas. Siguiendo este criterio, propondremos una
reconstruccion racional (Lakatos, 1971) de la evolucion del problema epistemol dgico y,
paralelamente, describiremos los rasgos fundamentales de algunos modelos docentes
asociados a cada uno de los model os epistemol 6gicos que iran apareciendo. Obtendremos
de esta forma, a lado de la evolucién del problema epistemolégico, una descripcion
paralela de la evolucion racional del problema docente. En la Gltima parte de este trabajo
mostraremos la necesidad de proponer nuevos modelos epistemolégicos de las
mateméticas capaces de servir de referencia a model os docentes menos reduccionistas.

3 Asi, por eemplo, Llinares (1999, p. 109) propone “buscar una complementariedad entre puntos de vista
cognitivos sobre el conocimiento del profesor y puntos de vista socioculturales relativos a la practica del
profesor como una manera de dar cuenta de ciertos aspectos de |o que sucede en las aulas de mateméticas’.
* Asumimos la reconstruccion de la evolucion de la didéctica de las mateméticas que contempla dos
Programas de Investigacion (Lakatos, 1978b): el Cognitivo y € Epistemol égico (Gascon, 1998 y 1999a).

® En Chevallard (1997 y 1999); Chevallard, Bosch y Gascon (1997); Gascon (1998 y 1999a) y Bosch y
Chevallard (1999), se presentan los Ultimos desarrollos de la TAD.

® El trabajo que estamos desarrollando sobre e &lgebra escolar podria ser considerado como una
aportacion en esta direccion (Bolea, Bosch y Gascon, 1998).



1. El euclidianismo como modelo general del saber matematico

Segun Lakatos, en epistemologia de las matematicas la controversia entre dogmaticosy
escépticos se plantea en términos de la posbilidad o imposbilidad de establecer de
modo conclusivo € significado y la verdad. Esta controversia tiene profundas raices
filostficasy es, en readlidad, un capitulo especiad del gran esfuerzo racionalista por
superar € escepticismo y demostrar 1a posibilidad de conocer.

Los argumentos escépticos son muy potentes. s intentamos fijar € significado de un
término definiéndolo por medio de otros términos nos vemos abocados a un regreso
infinito. S intentamos resolver esta dificultad utilizando “términos (primitivos)
perfectamente bien conocidos’ entonces el abismo del regreso infinito se abre de nuevo
porque ¢son “perfectamente bien conocidos’ los términos que constituyen la expresion
“términos perfectamente bien conocidos’? Siendo este argumento aparentemente
irrefutable, no es e Unico que esgrimen los escépticos. Aln aceptando la posibilidad de
tener conceptos exactos, ¢como podemos probar que una proposicion es verdadera?
¢cOmo evitar e regreso infinito en las pruebas? La posicion escéptica parece demostrar
de modo concluyente que € significado y laverdad de una proposicion sdlo
pueden transferirse no establecerse y, por lo tanto, no podemos conocer .

Asi pues @ problema epistemol6gico se plantea inicialmente en estos términos: ¢Cémo
detener & regreso infinito en las definiciones y en las pruebas y llevar a cabo una
judtificacion légica de las teorias matematicas? Esta formulacion del problema la
simbolizaremos mediante las siglas PE' porque la consideraremos como € punto de
partida de la reconstruccion racional que, siguiendo a Lakatos, expondremos a
continuacion. La respuesta a esta pregunta es e objetivo de lo que habitualmente se
denomina “fundamentos de las matematicas’.

PE* (Euclidianismo): ¢COmo detener el regreso infinito y llevar a cabo una justificacion
|6gica de las teorias matematicas?

El Programa Euclideo fue la primera gran empresaracionaista que intentd alo
largo de mas de dos mil afios detener ese doble regreso infinito y dar una base
firme a conocimiento. Paraello € Programa Euclideo propone que todo conocimiento
matemético puede deducirse de un conjunto finito de proposiciones trivialmente
verdaderas (axiomas) que constan de términos perfectamente conocidos (términos
primitivos). La verdad de los axiomas fluye entonces desde los axiomas hasta los
teoremas por los canales deductivos de transmision de verdad (pruebas). Setrataen
resumen de un Programa de Trivializacion del Conocimiento Matematico; pretende
detener los dos descensos infinitos de la duda escéptica mediante € significado y € vaor
de verdad ubicados en los axiomas e iluminados por la luz natural de larazén en forma de
intuicion aritmética, geométrica o l6gica (Lakatos, 1978a).

Pero la critica escéptica es persistente e incansable: ¢Son perfectamente conocidos los
términos primitivos? ¢Son realmente verdaderos los axiomas? ¢Son nuestros canales
deductivos absolutamente seguros?

La historia del euclideanismo es la historia de las sucesivas batallas defensivas para
proteger € nicleo firme del programa: € descubrimiento de los irracionales hizo que los
griegos abandonaran la presunta certeza absoluta de la intuicion aritmética y la
cambiaran por la intuicion geométrica; para ello elaboraron lateoria de las proporciones.
El siglo XIX, con la clarificacién del concepto de nimero irracional se restablecio la
intuicion aritmética como intuicion fundamental “absolutamente segura’. Sucesivamente
diferentes tipos de intuiciones se disputaron este papel: la intuicién conjuntista de
Cantor, la intuicion légica de Russel, la intuicion global de Hilbert y la intuicidn
constructivista de Brouwer.




Desde € punto de vista de Lakatos (1978a) los tres modelos clasicos de la
epistemologia de las mateméticas: € logicismo de Russell (1903 'y 1919), e formalismo
de Hilbert (1923) y el intuicionismo de Brower (1952)" pueden ser considerados como
diferentes teorias euclideas del saber matemético; las tres pretenden detener € regreso
infinito mediante diferentes formas de trivializacién del conocimiento matemético: €
logicismo pretende la trivializacion 6gica de las mateméticas, e formaismo pretende
construir  una meta-teoria trivial y € intuicionismo, por fin, pretende recortar €l
conocimiento matemético hasta acanzar su médula trivialmente segura.

Pero la pretendida trivializacion légica de las mateméticas degeneré en un sistema
sofisticado que incluia axiomas no trivialmente verdaderos como € deinfinitudy € de
eleccion, asi como la teoria ramificada de los tipos l6gicos que lgjos de ser triviad es
un verdadero laberinto conceptua. Ademés, términos primitivos como “clase” y
“relacion de pertenencia’ resultaron ser oscuros y ambiguos, muy lgos de ser
“perfectamente conocidos’. Incluso se hizo necesaria una prueba de consistencia para
asegurar que los “axiomas trividlmente verdaderos’ no se contradijesen entre si, en
flagrante contradiccion con e espiritu del Programa Euclideo. El fracaso de la
trividizacion légica del conocimiento nos lleva, pues, a formalismo.

La teoria de Hilbert se basaba en la idea de una axiomética formal en e sentido de un
sistema formal consistente (no contradictorio), en e que todas las verdades aritméticas
puedan ser deducidas formamente y ta que exista una meta-teoria (perteneciente a
una nueva rama de la matematica: la meta-matematica) capaz de probar la consistencia 'y
completitud de los sistemas formales. La meta-matemética deberia estar constituida por
teorias con axiomas trivialmente verdaderos, términos perfectamente bien conocidos e
inferencias trivialmente seguras. Segun Hilbert, la verdad aritmética -y debido a la
aritmetizacion de la matematica, todo tipo de verdades matemdticas- descansaria asi
sobre una firme intuicion “global” y, en consecuencia, sobre la*“verdad absoluta’.

Los trabgjos de Godel (1931) significaron € derrumbe del programa hilbertiano de
trividizacion en e metanivel. De hecho s nos negamos a extender la intuicién
infinitamente, hemos de admitir que la meta-mateméatica no detiene € regreso infinito
en las pruebas puesto que éste reaparece ahora en una jerarquia infinita de meta-meta-
meta-...-teorias cada vez més ricas y complegjas (menos “triviaes’).

En un intento desesperado por detener e regreso infinito, Kleene (1952) se ve
obligado a considerar que la prueba Ultima de s un método es admisible en meta
matemdtica es que sea “intuitivamente convincente”, pero entonces —argumenta L akatos-
¢porqué no detenerse en un paso anterior y decir que para que un método sea
admisible en aritmética ha de ser intuitivamente convincente? Podriamos evitar asi la
meta-matemética. De hecho ésta es una contradiccion en la que caen los tres modelos del
euclideanismo, no solo € formalista:  aunque los tres tienen su origen en la critica de la
“intuicién ingenud’, nos piden que aceptemos su intuicion como prueba Ultima y
definitiva, cayendo de estaformaen el mismo subjetivismo que empezaron atacando.
¢Significa esto que los escépticos han ganado la batalla y han demostrado la
imposibilidad del conocimiento matematico? ¢No sera que € problema epistemol 6gico
estdma planteado? ¢Porqué tenemos que aceptar € “dilema euclidiano”: o trivididad y
certeza o imposbilidad del conocimiento matematico? Quiza esta necesidad de
trividlidad y de certeza deba ser considerada como una enfermedad infantil del
conocimiento y no como su caracteristica definitoria. ¢Porqué empefiarse en pruebas
Ultimas y definitivas? ¢Porqué no admitir honestamente la falibilidad matematica e
intentar defender la dignidad del conocimiento falible contra el escepticismo? (Lakatos
19783, p.41).

" Para unaintroduccion a intuicionismo, ver Heyting (1956).



2. Trivializacion del proceso de ensefianza de las matematicas

Antes de contestar estas preguntas, detengamonos un momento en la narracion de la
evolucion racional del problema epistemoldgico para analizar las consecuencias del
euclideanismo sobre algunas formas de interpretar €l saber matematico dentro del sistema
de ensefianza y sobre los modelos docentes que crecen y se desarrollan a la luz de los
correspondientes model os epistemol dgicos implicitos. Cambiamos por tanto de escenario
y nos sumergimos de lleno en e ambito tradicionamente reservado a la didactica de
las matemé@ticas: e sistema de ensefianza de las matematicas.

Hemos visto que una de las caracteristicas principales de los model os epistemol 6gicos
euclidianos consiste en que pretenden trividizar el conocimiento matematico. Veremos
gue cuando esta manera de interpretar €l saber matemético penetra en € Sistema de
Ensefianza de las Matematicas puede dar origen a dos tipos de modelos docentes (0
formas sisteméticas y compartidas de gestionar la enseflanza y € aprendizaje de las
mateméticas) aparentemente muy diferentes entre si, pero que tienen en comdn la
trivializacion del proceso de ensefianza. Se trata del teoricismo y del tecnicismo que son
dos formas de materiaizar los que podriamos denominar “modelos docentes clasicos’,
muy simplistas y fuertemente arraigados en la cultura comin, segiin los cuales el proceso
de ensefianza es un proceso mecanico y trivial, totalmente controlable por €l profesor.

2.1. Ensefiar matematicas es“mostrar” teorias cristalizadas: €l teoricismo

Denominaremos model os docentes teoricistas o, smplemente teoricismo, a los que estan
basados en una concepcién del saber matematico que pone € acento en los
conocimientos acabados y cristalizados en “teorias’, a tiempo que se pone entre
paréntesis la actividad matematica y sdlo toma en consideracion € fruto fina de esta
actividad. Se trata de model os docentes que se basan en uno de los principales rasgos del
Euclideanismo, e que pretende reducir todo conocimiento matematico a lo que puede
deducirse de un conjunto finito de proposiciones trividlmente verdaderas (axiomas) Yy
gue pueden enunciarse utilizando Unicamente términos perfectamente conocidos
(términos primitivos).

Cuando en un sistema de ensefianza predomina €l teoricismo se da una gran preeminencia
a momento en & que los aumnos se encuentran por primera vez con los objetos
mateméticos que le presenta el profesor. Se produce una fuerte concentracion de los
esfuerzos didécticos en ese momento del proceso de ensefianza -que llamamos “momento
del primer encuentro” (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997)- y que tradicionamente se ha
identificado con e momento en que & profesor presenta a los alumnos un cuerpo de
conocimientos cristalizados en una teoria més 0 menos acabada. La razén es sencilla
para € teoricismo que identifica “ensefiar y aprender matematicas’ con “ensefiar y
aprender teorias acabadas’, e proceso didactico empieza, y practicamente acaba, en €
momento en que & profesor “ensefid’ (en e sentido de “muestra’) estas teorias a los
alumnos (Gascdn, 1994).

Tenemos, en resumen, e siguiente silogismo trivializador: dado que las teorias
matemédticas son triviales (en € sentido de que se deducen por canales deductivos a
partir de un conjunto de axiomas triviamente verdaderos en los que sdlo figuran
términos perfectamente conocidos) y dado que ensefiar matematicas es mostrar estas
teorias, resulta que la enseflanza-aprendizaje de las matematicas deberia ser, también,
un proceso trivial. Esta conclusion choca frontalmente con todos los datos empiricos
disponibles y es especidmente paraddjica precisamente en las ingtituciones en las que
predomina el teoricismo. En estas ingtituciones es muy dificil dar razon de las enormes



dificultades que tienen los estudiantes para utilizar adecuadamente un teorema, aplicar
una técnica mateméatica o comprobar s un objeto matematico cumple o no cumple las
clausulas de una definicion.

En cuanto a la resolucién de problemas, hay que decir que en el teoricismo es
considerada como una actividad secundaria dentro del proceso didéctico globa y, en
todo caso, como auxiliar en €l aprendizaje de las teorias.

Una caracteristica importante del teoricismo radica en € supuesto implicito de que los
problemas son relativamente gjenos a las teorias matematicas o, en todo caso, no juegan
ningln papel importante en su constitucion ni en su estructura. Los problemas se pueden
utilizar para aplicar, gjemplificar o consolidar los conceptos tedricos e, incluso, para
motivarlos, introducirlos o justificarlos pero, en cualquier caso, estas funciones de los
problemas son consideradas como meramente pedagdgicas en € sentido negativo de “no
congtitutivas del conocimiento matematico” propiamente dicho. En los casos extremos
puede llegarse a concebir la gercitacion en la resolucion de problemas como una
concesién hecha con la Unica findidad de que e aumno adquiera un cuerpo de
conocimientos que forman una teoria predeterminada de antemano. En coherencia con
todo ello, es claro que el proceso de constitucion de esta teoria no solo no se
cuestiona, sino gque puede ignorarse completamente.

En particular, € teoricismo ignora las tareas dirigidas a elaborar estrategias de
resolucion de problemas complegjos y, por tanto, cuando aparece un problema que no
puede resolverse mediante la aplicacion inmediata de un teorema, entonces el
teoricismo trivializa los problemas mediante la descomposicion en gjercicios rutinarios
lo que comporta, no solo la eiminacion de la dificultad principal del problema sino,
incluso, ladesaparicién del propio problema (Gascon,1989, p. 3y ss.).

Esta manera de trivializar la actividad de resolucién de problemas, propia del teoricismo,
proviene del dogma epistemolégico euclidiano segin e cual tanto los problemas (o
“gercicios’) que se utilizan como los conocimientos que e aumno ha de emplear,
estén absolutamente determinados a priori por lateoria ala que sirven. Se supone que en
dicha “teorid’ estan contenidos esencialmente todos los conocimientos que e estudiante
necesita. En el teoricismo se considera que, alo sumo, restala dificultad de eegir cud
es € teorema adecuado o la definicidn pertinente en cada caso, pero una vez se ha dado
con elos la actividad matematica que se ha de redlizar es précticamente nula. La
caracteristica esencial del teoricismo la Situaremos, por tanto, en que ignora
absolutamente los procesos de la actividad matematica como tal y, en consecuencia,
no concede ninguna importancia -epistemolégica ni didactica a la génesis y €
desarrollo de los conocimientos matematicos.

En la medida en que € teoricismo predomina en una ingtitucion, se originan fenébmenos
gue no pueden ser explicados desde dentro del sistemay entre los que hay que destacar,
como ya hemos dicho, aquellos que estdn relacionados con el presunto caracter trivia
del conocimiento matemético y de su aprendizgje®. Se ha dado el caso de profesores
gue por coherencia teoricista han sentido la necesidad de llegar a triviaizar
efectivamente |la matemética enseflada. Esta coherencia les ha empujado, por gemplo, a
explicitar e teorema de la funcion inversa mediante una farragosa sucesion de simbolos
|6gicos que, ademés de ocupar una extension desmesurada, resultd mucho menos “trivial”
gue las versiones usuales.

8 Postulamos que este prejuicio, caracteristico del euclideanismo, que contra toda evidencia presupone que
€l proceso de ensefianza de las matematicas es un proceso mecanico y trivial completamente controlable
por e profesor, dificulta que la comunidad matematica nuclear (constituida por los productores del
conocimiento matemético) pueda tomar seriamente en consideracion los problemas didacti co-matematicos
como problemas cientificos no triviales.



2.2. Entrenar en e uso de algoritmos: €l tecnicismo

Dado que € teoricismo identifica “aplicar una técnica matemética’ con “realizar una
actividad absolutamente predeterminada por la teorid’, resulta que en las instituciones
en las que impera este modelo docente es muy dificil imaginar la posibilidad de que una
técnica se desarrolle en manos del alumno, a espaldas de la teoria. Asi se tiende a
menospreciar € dominio mas 0 menos robusto que pueda tener e estudiante de las
técnicas matematicas, ignorandose las posibles funciones de esta robustez en e proceso
de aprendizaje. Este punto de vista puede provocar una catastrofe didactica que es
especialmente visible cuando afecta a los niveles més elementales de la enseflanza de
las matematicas. En la ensefianza primaria, en efecto, el menosprecio del dominio de las
técnicas puede provocar un “vacio” del contenido de la ensefianza hasta € punto de que
al fina del proceso didéctico los dumnos no puedan mostrar ninguin aprendizaje efectivo,
ni siquiera e dominio de las operaciones aritméticas. En este punto parece natura el
grito defensivo de jvolver a lo basico! para no perderlo todo. Surgen asi modelos
docentes que enfatizan los aspectos més rudimentarios del momento del trabajo de la
técnica (Chevalard, Bosch y Gascon, 1997). Los denominaremos modelos docentes
tecnicistas 0, mas brevemente, tecnicismo.

Las tendencias tecnicistas aumentan después de épocas fuertemente teoricistas (como
la que marcd € apogeo de la“matematica moderna” en los afios sesentay setenta) v,
en general, en periodos de fuerte contestacion social a aumento del fracaso escolar en
mateméticas (por gemplo en épocas de extension brusca de un cierto tramo de la
ensefianza obligatoria). Hay que contemplar dichas tendencias y e hecho de que muchos
profesores se vean abocados a tecnicismo como lo que son, como un fenémeno
didéctico esencia mente independiente de la voluntad y de la formacion de los profesores.
Como dice Brousseau, cuando 200.000 profesores se comportan de una misma manera
gue puede ser considerada desde cierto punto de vista como “smplista’, no parece
pertinente intentar explicar o que pasa diciendo que hay 200.000 “tontos’; es mas
prudente cientificamente postular la existencia de un fendmeno, que no depende de las
caracteristicas personales de |los profesores, y que hemos de intentar explicar.

La defensa que hace € tecnicismo del dominio de las técnicas es ingenua y esta poco
fundamentada; de hecho, € tecnicismo corre € peligro de caer en una apologia del
dominio de las técnicas -especialmente de las algoritmicas que son las maés visibles-
hasta €l punto de tomarlas como objetivo Ultimo del proceso didactico. Este extremismo
tecnicista conduce directamente a un “operacionismo” estéril (Gascon, 1994).

El modelo docente tecnicista identifica implicitamente “ensefiar y aprender matematicas’
con “ensefiar y aprender técnicas (algoritmicas)” por lo que constituye otra forma
extrema de trivializar el proceso de ensefianza de las matematicas. Dado € énfasis tan
exclusvo que pone en las técnicas “simples’, € tecnicismo tiende a olvidar los
“auténticos’ problemas que son aguellos cuya dificultad principal consiste en escoger
las técnicas adecuadas para construir una “estrategia de resolucién”. En este sentido
puede decirse que € tecnicismo comparte con €l teoricismo la trivializacion de la
actividad de resolucion de problemas.

El tecnicismo parte de ciertas técnicas agoritmicas y plantea solamente aguellos
gercicios que sirven como “entrenamiento” para llegar a dominarlas; de esta forma
excluye de su repertorio de técnicas las estrategias de resolucién complejas y no
algoritmicas. Latrivializacion de los problemas no proviene agui  de una descomposicion
abusiva del proceso de resolucion ni de adjudicar a la actividad de resolucion de
problemas un papel auxiliar sino, simplemente, de una fijaciéon tan fuerte en las técnicas
elementales que impide tomar en consideracion  problemas matematicos no rutinarios.



Los modelos docentes teoricistas y tecnicistas comparten una concepcion psicologista
ingenua del proceso didéactico que tiene en e conductismo su referente més claro. En
ambos casos se concibe € proceso de ensefianza como un proceso mecanico y trivial
totalmente controlable por el profesor: e teoricismo tiende a concebir a alumno como
una “caja vacia” que debe llenarse alo largo de un proceso gradua que parte de los
conceptos |6gicamente més simples hasta llegar, paso a paso, a los sistemas conceptuaes
mas complejos; € tecnicismo, por su parte, considera a aumno como un “autémata”
que mejora € dominio de las técnicas mediante la simple repeticion que proporciona un
entrenamiento concienzudo. Por todas estas razones llamaremos “clasicos’ a ambos
model os docentes en contraposicién a los “modernistas’ que describiremos mas adelante
y que interpretaremos como resultado de una doble influencia: por un lado como reaccién
alos modelo docentes clésicos y, por otra, como consecuencia de un cambio radica en e
modelo epistemol dgico de las mateméti cas dominante en la instituciéon.

Para acabar de caracterizar el papel que juega la actividad de resolucion de problemas en
los model os docentes clésicos, hay que decir que uno de los defectos més graves que
comparten es e de tratar los problemas matematicos como s estuviesen aislados y
descontextualizados. Esto significa, por una parte, que los problemas se tratan
individualmente y nunca como representantes de ciertas clases de problemas (excepto
el caso triviad de las clases algoritmicas del tecnicismo) Y, por otra, que se tiende a
presentar los problemas separados de su contexto, sin ninguna conexion con e sistema
(matematico o extramatemédtico) a partir del cual surgenen e seno de una actividad
matemética (excepto la contextualizacion trivial que se da en € teoricismo cuando se
utiliza un gercicio para introducir o para aplicar un concepto). El aislamiento y la
descontextualizacion de los problemas serén analizados con mas detalle en lo que sigue.

3. M odel os epistemol 0gicos cuasi-empiricos

El fracaso del Programa Euclideo llevd a la conviccién progresiva de que tanto €
origen como & método de la matemética e incluso su propia justificacion ha de provenir,
como en € caso de las otras ciencias, de la “experiencia’, aunque sin tomar esta nocién
en e sentido empirista mas elemental, sino mas bien en un sentido més sofisticado de
“experiencia matematica” (en este sentido pueden darse referencias de Russell y Quine,
entre otros). Se constatd, en efecto, que la matemética considerada globalmente, a
igual que las demés ciencias, estaba organizada en sistemas deductivos no euclideanos
puesto que en los sistemas mateméticos ef ectivamente construidos no se da una inyeccién
de verdad indudable en los axiomas para que esta verdad fluya por los canaes de las
inferencias seguras e inunde todo € sistema.

Por contra, cuando analizamos las teorias matematicas efectivamente construidas, nos
encontramos con sistemas deductivos en los que la inyeccion crucia del vaor de
verdad, esto es, aguellas proposiciones matematicas que son “indudablemente
verdaderas’ y que congtituyen la auténtica roca firme sobre la que se construye €
sistema deductivo no son los axiomas SN0 un conjunto  especial de teoremas que
Lakatos (1978a) denomina enunciados basicos. Esto significa que lo que justifica una
teoria matematica no es que los axiomas sean indudablemente verdaderos ni siquiera que
sean no contradictorios entre si, sino que permita deducir efectivamente algunos
resultados esenciales que queremos que sean deducibles. Para convencerse de esta
afirmacion basta imaginar qué justificacion matemética tendria una teoria puramente
tautol6gica 0 una geometria |6gicamente impecable que no permitiese deducir e teorema
de Pitégoras.



Este descubrimiento provocd un giro revolucionario en la epistemologia de las
mateméticas puesto que comporté e abandono del ideal euclideo que habia sido
perseguido a lo largo de més de dos mil afios de historia de las matematicas, y la
consiguiente aceptacion de que las matematicas no constituyen una teoria euclidea (en €
sentido de “conjunto de proposiciones que se deducen de axiomas triviamente
verdaderos y que estén formulados con términos perfectamente conocidos’).
Histéricamente e punto de inflexion de la epistemologia de las matematicas tuvo lugar a
partir de la década de los setenta gracias, especialmente, a los trabajos de Imre Lakatos.
Para las denominadas “ciencias experimentales’ el cambio se produjo antes (en la década
de los cincuenta) y consistio esencidmente en € abandono del ideal “inductivista’
gracias alainfluencia de la obra precursora de Popper (1934 y 1972) y alos historiadores
de la ciencia (a la vez que epistemdlogos) Kuhn (1957 y 1962), Lakatos (1971, 1976,
1978ay 1978b), Feyerabend (1970), y Toulmin (1972), entre otros’.

Lakatos (1978a, pp. 47 y ss.) caracteriza las teorias cuasi-empiricas, en contraposicion a
las teorias euclideas, como sigue: s Ilamamos enunciados basicos alos enunciados de
un sistema deductivo a los que se inyecta inicidmente valores de verdad, entonces un
sistema es euclideo s es la clausura deductiva de los enunciados basicos que se
asumen como Vverdaderos. En caso contrario, es un sistema cuasi-empirico.

De una teoria euclidea puede afirmarse que es “verdadera’ en e sentido de que esta4
“probada”’ por los enunciados bésicos verdaderos que son los axiomas. Por contra, de
una teoria cuasi-empirica puede decirse, a lo sumo, que esta “bien corroborada” pero
sin dgjar nunca de ser conjetural; de hecho en una teoria cuasi-empirica los enunciados
basicos verdaderos (que no son los axiomas) son simplemente “explicados’ por €l resto
del sistema en e sentido de que forman un todo coherente y no contradictorio.

L as teorias mateméticas en periodo de desarrollo (y todas las teorias pasan por dicho
periodo) son informalesy esen esta etapa de teorias informales en las que se plantean los
problemas mas interesantes tanto desde € punto de vista histérico como epistemol 6gico
(se trata de los problemas que provienen de la exploracion de las regiones fronterizas
de los conceptos, del cuestionamiento de la extensén de los mismos y de la
diferenciacion de conceptos anteriormente amalgamados). Por esta razon € estudio de la
naturaleza del conocimiento matemético pasa forzosamente por e estudio del
desarrollo de las teorias matematicas informales (esto es, antes de ser formalizadas).
Utilizando la nocion de teoria matematica informal podemos decir que el hecho de que
la matemética sea cuasi-empirica significa que toda teoria matemédtica axiomético-
formal debe ser considerada como la formalizacion de alguna teoria matemética informal
por lo que se acepta laposhbilidad de que existan falsadores heuristicos de una teoria
matemética formal. Esta propiedad es la que justificaria e nombre de “teoria cuasi-
empirica’ que, por tanto, no hace ninguna referencia a ningun tipo de “empirismo”
entendido en & sentido usual. Por contra, para el euclideanismo una teoria matemética
forma define implicitamente su objeto y, por tanto, los Unicos falsadores matematicos
potenciales son los falsadores |6gicos. Esta reduccién de los falsadores potenciaes
conlleva laidentificacion dela“verdad” con la“consistencia”.

El modelo cuasi-empirico provoca la destrivializacion del conocimiento matemético a
enfatizar e papel esenciad del proceso de descubrimiento y pone de manifiesto (en
contraposicion a modelo euclideo) que e andlisis de dicho conocimiento no puede
reducirse a estudio de lajustificacion de las teorias mateméticas.

® En Gascon (1993, pp. 297-299) se describe con cierto detalle o que llamamos |a “ primera ampliacion de
la epistemologia clésica’ paralas ciencias experimentales. Dicha ampliacion tuvo su origen en el derrumbe
del empirismo clésico y es una consecuencia de la critica de Popper a empirismo légico de Carnap.



Se produce en este punto un cambio importante en la forma de plantear el problema
epistemologico: mientras que € euclideanismo € problema epistemolégico era
esencialmente un problema l6gico: la justificacion I6gica de las teorias matematicas; la
epistemologia cuasi-empirica plantea y pretende resolver un problema més amplio y de
naturaleza no estrictamente légica € problema de  desarrollo del conocimiento
matematico. Tenemos aqui por tanto una importante reformulacion del problema
epistemol 6gico que ahora se plantea en los siguientes términos:

PE? (Modelos cuasi-empiricos): ¢Cuél es la l6gica del desarrollo del conocimiento
matematico? ¢COmo se establece si unateoria T’ es superior a otra teoria T?

Desde esta nueva perspectiva, € punto central que distingue las teorias cuasi-empiricas
de las euclideas radica en la forma esencia mente distinta de concebir € desarrollo de una
teoria matemética:

(i) El desarrollo de una teoria euclidea se reduce précticamente a la blsqueda de un
método de decision para la elaboracion de teoremas, esto es, un méodo de
algoritmizacién. Naturalmente antes tienen lugar otras etapas. una primera precientifica,
ingenua, de ensayo y error, y una segunda de caracter fundacional en la que se reorganiza
ladisciplinay selimpiade los bordes oscuros.

(ii) Pero ese patron no da cuenta del desarrollo real de las mateméticas, esano esla
I6gica del descubrimiento matematico. Para Lakatos las mateméticas (informales) se
desarrollan siguiendo un patrén muy distinto, € patrén de las teorias cuasi-empiricas,
que es € patrén de las conjeturas, pruebas y refutaciones (Lakatos, 1976). ES un patrén
en € que siempre se parte de un problemay donde la atencién se centra siempre en los
bordes oscuros de la teoria en formacion. Lo esencia son aqui los procedimientos (no
algoritmicos): conjeturar, probar tentativamente, contrastar, refutar, buscar contra-
gjemplos, modificar un poco & problema original, cambiar las definiciones, etc.

Desde este punto de vista, se destrivializa €l contenido de la matematica, porque no es
tautologico pero, sobre todo, se destrivializa la actividad matemética porque es
heuristicaen el sentido de “no algoritmica’.

4. Recuperacion de la actividad matematica

En este punto debemos detener de nuevo la narracion de la evolucion del  problema
epistemoldgico para andizar las consecuencias de los modelos cuasi-empiricos sobre
los model os docentes imperantes, esto es, sobre las nuevas maneras de gestionar de forma
compartida y sistematica la ensefianza de las matematicas en € seno de las instituciones
didacticas. Para €llo necesitamos cambiar otra vez de escenario. Antes de analizar los
detalles, puede decirse que cuando este nuevo modelo epistemoldgico penetra en el
Sistema de Ensefianza de las Mateméticas provoca unatendencia a identificar € saber
matemdtico con la actividad matematica exploratoria caracteristica del desarrollo de las
teorias mateméticas informales. Esta serd, por tanto, la principal influencia genera de
los modelos epistemolégicos cuasi-empiricos (de las mateméticas) sobre los “nuevos”
modelos docentes. modernismo y procedimentalismo. No hay que olvidar, sin
embargo, que esta influencia no actla aisladamente; entre otras, hay que subrayar la
gran presién que gercen sobre los nuevos modelos docentes los antiguos modelos
docentes. Esta presiéon puede ser tanto en sentido “positivo”, de mantenimiento de una
tradicion, como en sentido “negativo”, de reaccion en contra de un tipo de précticas
docentes que se consideran “arcaicas’ y que, por tanto, deben ser “renovadas’.

10




4.1. Aprender mediante una exploracion librey creativa: e moder nismo

Las formas extremas de los modelos docentes clasicos presentan incoherencias y
limitaciones evidentes en la gestién del proceso de estudio de las mateméticas. En
particular, la asuncion acritica -y normamente implicita- de los postulados docentes
“clasicos’ choca frontalmente con la abrumadora cantidad de datos empiricos que ponen
de manifiesto que € proceso de estudio de las mateméticas es un proceso no trivial, no
mecénico e incontrolable por e profesor.

Especialmente inadecuada es la forma como los citados modelos docentes clésicos se
ven llevados a considerar la actividad de resolucién de problemas dentro del proceso
didactico. Asi, por gemplo, € engafio que consiste en “motivar” y “justificar” la
introduccion de nuevos conceptos mediante problemas que estéan destinados a
desaparecer de la escena, la triviaizacion de los problemas, la excesiva agoritmizacién
de los conocimientos evaluables y, en definitiva, € fracaso absoluto de los aumnos
cuando se enfrentan con problemas mateméticos no estandarizados, pueden provocar
una situacion insostenible en las ingtituciones en las que predominan dichas précticas
docentes.

Esta situacién puede llevar ala necesidad de rescatar la actividad de resolucion de
problemas en si misma, escandal osamente ignorada en los modelos docentes clésicos, y
atomarla como gey finalidad de la actividad matemética y, por tanto, de todo el proceso
didéactico. Denominaremos modelos docentes modernistas o, simplemente moder nismo,
a esta forma de considerar el proceso didactico que surge inicialmente como reaccion a
las evidentes limitaciones de los modelos clasicos. En las ingtituciones en las que
predomina e modernismo se tiende a identificar la actividad matemética con la
exploracién de problemas no triviales, es decir con las tareas que se redlizan cuando
todavia no se sabe gran cosade la solucion; entonces se tantean algunas técnicas, se
intenta aplicar éste 0 aquel resultado, se buscan problemas semejantes, se formulan
conjeturas, se buscan contragiemplos, se intenta cambiar ligeramente € enunciado del
problema original, etc.

En otras palabras, € modernismo (del que hemos tenido, y todavia tenemos, mltiples
muestras) se caracteriza por conceder una preeminencia absoluta a momento
exploratorio (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997); esto significa que identifica “ ensefiar”
y “aprender matemdticas’ con ensefiar y aprender esta actividad exploratoria, libre y
creativa, de problemas no triviales.

La anterior caraterizacion del modernismo pone de manifiesto su clara dependencia de un
modelo epistemol 6gico cuasi-empirico de las mateméticas y enfatiza hasta qué punto los
cambios en los modelos docentes, que implican cambios importantes en la forma de
gestionar la enseflanza de las matematicas, en los objetivos que ésta persigue y que
pueden comportar un giro radical en la practica docente del profesor de mateméticas en el
aula, pueden estar (parciamente) explicados por un cambio de modelo epistemol 6gico
general del saber matematico predominante en la ingitucion. Asi, € modernismo
reacciona contra la visién simplista de la ensefianza considerada como un proceso trivial,
mecanico y totalmente controlable por € profesor. Tradada € centro de gravedad del
proceso didactico a aprendizaje y considera que dicho proceso de aprendizaje es un
proceso de descubrimiento inductivo y autonomo.

El adjetivo “no trivia” con € que se quiere caracterizar a los “auténticos’ problemas,
pretende rescatar e sentido origina de la nocién de “problema’ trividizada por los
model os docentes clasicos contralos cuales e modernismo es una reaccion.

Una definicion muy precisa de lo que se entiende dentro del modernismo por
“exploracion de problemas no triviales’ se puede encontrar, por gemplo, en Arsac
(1988) cuando define “problema abierto” y describe la“practica del problema abierto”.
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Se trata de problemas en cuyos enunciados no se sugiere € procedimiento de resolucién
(prohibe explicitamente descomponer el problema en gercicios) y que se encuentran en
un dominio conceptual con e que los alumnos tienen cierta familiaridad. Asi pueden
tomar fécilmente “posesion” de la situacion 'y empezar a hacer ensayos, proponer
conjeturas, llevar a cabo proyectos de resolucion y contragiemplos, que constituyen
tareastipicas de la actividad exploratoria de resolucion de problemas.

Una forma complementaria de conceptualizar los problemas “no triviales’ es mediante la
nocion de “problemas tipo olimpiadas’. Callgjo (1991) caracteriza este tipo de problemas
como sigue: (a) Para resolverlos se debe utilizar una combinacion original de técnicas;
(b) Inicialmente no se sabe como atacarlos por 1o que es habitual tener que trabajar sobre
ellos durante largo tiempo; (c) Aunque las técnicas y los conocimientos necesarios para
resolver los problemas “olimpicos’ suelen figurar en los libros de texto y en los
programas de estudio, no es habitual encontrar problemas semejantes en los manuales;
(d) Se trata de problemas que aceptan varias estrategias de resolucion, aunque algunas
de dlas son muy originaes. Incluso suelen ser resolubles en mas de un dominio
matematico. Algunos gjemplos de problemas “olimpicos’ son los siguientes:

(1) Para cada punto P interior a un tridngulo equilétero, se consideran las distancias x, y, z
del punto P alos lados del tridngulo. Demostrar que lasuma x +y + z es constante para
cada triangulo equil&ero.

(2) Se considera el conjunto S, ={1, 2, 3, 4,5, ..., n}. ¢Para qué enteros n se puede
dividir S, en dos conjuntos diguntos cuyos elementos sumen [0 mismo?

(3) Tres circunferencias del mismo radio pasan por un punto P. Demostrar que los tres
puntos de interseccion de cada dos circunferencias determinan una cuarta circunferencia
del mismo radio que las tres primeras.

La dispersion de los contenidos de estos problemas no se debe a que hayamos tomado
gemplos a azar, es una condicién perseguida explicitamente por € modernismo para
evitar que los problemas aparezcan demasiado ligados a una teoria determinada o a un
conjunto concreto de técnicas; en el modernismo es esencial que la exploracion sea
realmente “libre” -también de las teorias y de las técnicas mateméticas- para que sea mas
“creativa’, en e sentido cultural de “no repetitiva’, “ sorprendente” y “original”.

Con riesgo de simplificar abusivamente podria decirse que, aunque € modernismo
pretende superar a conductismo clasico, coloca en su lugar una especie de “activismo”
gue no degja de constituir otra modalidad de psicologismo ingenuo fundamentada, en
este caso, en una interpretacion muy superficial de la psicologia genética de Piaget. Por
lo que respecta a aislamiento y la descontextualizacion de los problemas, que ya era
preocupante en los modelos docentes clasicos, podemos decir que no hacen més que
agravarse en e modernismo.

Tenemos, en resumen, que teoricismo, tecnicismo y modernismo constituyen model os
docentes extremadamente reduccionistas. Cada uno de ellos enfatiza una Unica
dimension de la actividad matemética, ignorando los restantes. Al desconocer las
relaciones funcionales entre dichas dimensiones, no pueden integrarlos en un Unico
proceso en € que se relacionen y complementen (Gascon, 1994).

4.2. Aprender a utilizar una“directriz heuristica”: e procedimentalismo

La destrivializacién del conocimiento matemético llevada a cabo por e modernismo es
artificiad porque se fundamenta en una “ocultacion” del entorno matematico (clases de
problemas y técnicas matematicas necesarias para resolverlos) en € que viven los
problemas. Esta ocultacién se redliza, eso si, con la (¢buena?) intencion de asegurar que
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la exploracién sea “libre” (sobre todo de las técnicas matematicas potencialmente Utiles,
para que éstas no disminuyan los grados de libertad del “explorador”) y “creativa’ en €l
sentido cultural de “sorprendente” y “no rutinaria’, antes citado.

Pero existe una forma més acorde con la actividad matemética de destrivializar e uso
de las técnicas matemdticas. pasa por enfatizar que € conocimiento e incluso el
dominio de ciertas técnicas basicas no implica, en absoluto, la posibilidad de elaborar
auténomamente estrategias heuristicas complejas de resolucion de problemas.

De hecho, ni e modernismo ni ninguno de los modelos docentes clésicos se plantean
el dificil problema de como guiar a adumno en la eleccion de la técnica adecuada,
como crear las condiciones que le permitan construir una estrategia de resolucion
de un problema mediante una combinacion adecuada de técnicas, 0 cdmo hacer posible
el desarrollo interno de una técnica en manos de los dumnos. Llamaremos modelos
docentes procedimentalistas o, mejor, procedimentalismo, a que sitia como principal
objetivo del proceso didactico e dominio de sistemas estructurados de técnicas
heuristicas (en e sentido de no algoritmicas).

Mientras la dedtrivializacion del conocimiento matemético llevada a cabo por €
modernismo se basaba en la dificultad de descubrir la estrategia matemética adecuada
para abordar un problema, dentro de un universo de problemas potencialmente infinito, e
procedimentalismo empieza acotando un campo de problemas y pone € énfasis en la
dificultad de elaborar y de interiorizar una estrategia de resolucion compleja Util para
abordar los problemas de dicho campo.

El procedimentalismo puede ser interpretado como la completacion del tecnicismo en
cuanto que reaccion a teoricismo: en e procedimentaismo también se pone entre
paréntesis la “teoria’, enfatizando el trabgjo de la técnica mucho més ala de las técnicas
smples. Ademas, € procedimentalismo completa y mejora la destrivializacién del
conocimiento matematico iniciada por € modernismo. Por todo ello podemos considerar
que & procedimentalismo es un modelo docente de segundo orden, puesto que relaciona
funcionalmente dos dimensiones (0 momentos) de la actividad matematica: e momento
exploratorioy & momento del trabajo de la técnica (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).
En e procedimentaismo no se pretende andizar € pape que juegan las teorias
matemdticas cristalizadas en e aprendizaje de las matematicas ni, en particular, su
relacion con la actividad de resolucion de problemas. Se parte de un alumno hipotético
(Gascon, 1989) que, se supone, ha adquirido los conocimientos necesarios y domina
las técnicas basicas para abordar los problemas de una cierta clase. En estas
condiciones e procedimentalismo se centra en e problema didactico de posibilitar €l
disefio, la utilizacion y el dominio de estrategias complejas de resolucién de problemas.
Su principa limitacién consiste en que trata Unicamente con clases prefijadas de
problemas como consecuencia del olvido del momento teodrico. Por tanto, el
procedimentalismo no puede tomar en consideracion € desarrollo de las técnicas en
manos del alumno ni la correspondiente ampliacion de las clases de problemas
exploradas.

En aquellas ingtituciones didécticas en las que predomina e procedimentalismo, la
resolucion de problemas se utiliza como una estrategia didactica encaminada a que €
alumno llegue a dominar sistemas estructurados de procedimientos mateméticas que
pueden cristalizar, o no, en un patrén de resolucién en € sentido de Polya (1945, 1954 y
1962-65). Este punto de vista comporta necesariamente trabgar con “clases de
problemas’ (nocion dua, aunque relativamente secundaria, de la de “patrén de
resoluciéon”) y pone derelieve una cuestion central: ¢como determinar la amplitud
mas adecuada en cada caso de la clase de problemas que se tomara como base para
ensefiar un patrén de resolucion?
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S se quieren ensefiar, por ggemplo, técnicas de resolucion de “problemas de contar”,
¢qué clase de problemas es la mas adecuada?, ¢Ja clase de los problemas de
“variaciones’?, ¢Ja de problemas de contar “simples’ (que la incluye) o, incluso, la de
todos los problemas de contar “descomponibles’ en una cadena de problemas simples?
¢COmo se relacionan entre si las correspondientes técnicas de resolucion? (Gascon,
1989, pp. 59-65).

En resumen, s nos fijamos ahora en |os tipos de problemas tomados en consideracion en
cada uno de los modelos docentes descritos hasta aqui, € procedimentalismo puede
interpretarse, por una parte, como una completacion del tecnicismo que sdlo toma en
consideracion clases agoritmicas de problemas, excesivamente cerradas y, por otra,
como una reaccion al modernismo que parece no querer poner ningun limite al
universo de problemas potencialmente utilizables, en una exploracion descontrolada
que, en la préctica, es equivalente a considerar cada problema absolutamente aislado de
los otros. Podemos decir, por tanto, que con € procedimentalismo se rompe
definitivamente el aislamiento tradicional de los problemas; tanto € aislamiento clasico
gue encerraba los problemas en clases algoritmicas independientes, como € aidamiento
modernista que prohibia agrupar los problemas en clases (con sus técnicas mateméticas
asociadas) para asegurar que laexploracion fuese “libre” y “creativa’ (Gascon, 1994).

5. Epistemologia constructivista: € desarrollo psicogenético
como nueva base empirica de la epistemologia

Empezaremos resumiendo brevemente las dos primeras etapas de la reconstruccion
racional que estamos haciendo de la evolucion de la epistemologia de las matematicas
que, no hay que olvidarlo, sdlo puede entenderse en el marco de la epistemologia de las
ciencias en la que estd inmersa. En la primera etapa -€l euclideanismo- teniamos una
epistemologia sin ninguna base empirica que asumia, a priori, € ided de latrivializacién
del conocimiento matematico asi como la irrelevancia del proceso de descubrimiento
para justificar la validez de las teorias mateméticas. En este sentido podemos considerar
|a epistemol ogia euclidea como una parte de |a filosofia. ™

En la segunda etapa (la de los modelos cuasi-empiricos) se toman los datos que
proporciona la historia de la ciencia (y, en particular, la historia de las matematicas)
como la base empirica de la epistemologia. Sin embargo, y a pesar de coincidir en este
punto, se produce una gran dispersion (que llega a ser abierta discrepancia) entre los
diversos autores citados (Popper, Lakatos, Kuhn, Feyerabend, Toulmin) cuando intentan
describir los mecanismos del desarrollo del conocimiento cientifico. Una  primera
conjetura para explicar esta falta de acuerdo es la insuficiencia de los datos historicos
(de la historia de las ciencia) como base empirica de la epistemologia. Esta presunta
insuficiencia es, precisamente, uno de los puntos de partida de la epistemologia
congtructivista de Piaget (1972 y 1975), que culminaen Piaget y Garcia (1982).

De hecho, la discrepancia es tan profunda que ni tan sélo hay acuerdo respecto ala
posibilidad o imposibilidad de interpretar racionalmente e desarrollo de la ciencia. No
todos los autores que toman la historia de la ciencia como base empirica de la
epistemologia encuentran algun tipo de racionalidad en e desarrollo del conocimiento
cientifico. De entre los citados, tan sdlo Popper y Lakatos distinguen claramente entre
ciencia y pseudo-ciencia y se atreven a formular normas metodol 4gicas para establecer l1a

19 No deberia ser necesario aclarar que esta consideracion de la epistemol ogia euclidea como una parte de la
filosofia, no tiene ninguna connotacién peyorativa.
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aceptabilidad 0 € rechazo de una teoria (Popper, 1934) o adar criterios paradecidir
lasuperioridad de un programa de investigacién sobre otro (Lakatos, 1978b).

Para Piaget y Garcia (1982, p. 243) nunca hasta aqui setrato e verdadero problema
epistemoldgico que, segun ellos deberia formularse como sigue:

PE? (Constructivismo): ¢En qué consiste e paso de una teoria T de nivel inferior, a
otra teoria T’, de nivel superior? ¢Cuales son los mecanismos del desarrollo del
conocimiento cientifico (y, en particular, matematico)?

Se trata, en realidad, de un problema distinto del planteado por Lakatos que se referiaa
¢COmMo se establece s T’ es superior 0 no es superior a T?, pero no degja de ser una
nueva (re)formulacion del problema epistemolégico en clara continuidad con las
anteriores. Simbolizaremos mediante PE® esta reformulacion constructivista del problema
epistemoldgico. La tesis central de la epistemologia constructivista podria formularse
como sigue: para abordar el problema epistemol égico es imprescindible utilizar como
base empirica, al lado de los hechos que proporciona la historia de la ciencia, los que
proporciona €l estudio del desarrollo psicogenético. La razon de €llo reside en que los
hechos histéricos sblo pueden mostrarnos la realidad factual del desarrollo cientifico y
las diversas formas que toma dicho conocimiento en cada periodo histérico; pero para
conocer los instrumentos y mecanismos del  desarrollo cientifico (y abordar asi el
“verdadero” problema epistemolgico) es preciso recurrir a los datos empiricos de la
psicogénesis.

La tesis anterior descansa, naturalmente, sobre el postulado de que los instrumentos y
mecanismos que determinan € paso de un periodo (de la historia de la ciencia) a
siguiente son andogos a los que determinan e paso de un estadio psicogenético a estadio
siguiente. ¢En  qué consisten estos instrumentos y mecanismos del desarrollo,
presuntamente comunes a la historiade la cienciay a la psicogénesis?

En e caso de las mateméticas, que es € que nos interesa agui, podriamos citar dos
instrumentos de construccion de conocimientos matematicos que seguin Piaget y Garcia
aparecen tanto en la historia de las matematicas como en la psicogénesis de los
conocimientos matematicos (cuya fuente comin son los procesos de asimilacion y
acomodacion): dichos instrumentos son la abstraccion reflexiva y la generalizacién
completiva.

La abstraccion reflexiva extrae sus informaciones a partir de las acciones y
operaciones del  sujeto (y no de los objetos mismos como es € caso de la “abstraccion
empirica’). Este instrumento también podria denominarse tematizacion reflexiva
porque consiste en la conceptualizacién exhaustiva de las entidades mateméticas
construidas progresivamente, y esto aln antes de que éstas se plasmen en
axiomatizaciones. Un eemplo muy caracteristico de estas  construcciones y
tematizaciones sucesivas nos lo da e desarrollo de la actividad matematica que ha
desembocado en la teoria de grupos:

(@) Los primeros grupos, debidos a Galois, fueron referidos a permutaciones, centrandose
laatencion en el estudio de éstas.

(b) Con F. Kleiny los grupos de transformaciones geométricas, se pone € énfasis en €
estudio de los invariantes, esto es, en la estructura concreta e implicita de grupo.

(c) Se elabora por fin lanocién de grupo abstracto que tiene como base un conjunto
cualquiera, pasando a ser la propia estructura explicita de grupo (tematizada) e objeto
de estudio.

La generalizacion completiva congtituye una sintesis nueva en € seno de la cud las
leyes particulares antiguas adquieren nuevas significaciones. Asi  decimos que hay
“generalizacion completiva’ cuando una estructura, conservando sus caracteres
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esenciades se ve enriquecida por nuevos subsistemas que se agregan sin modificar
los precedentes. Por gemplo la incorporacién de las agebras no conmutativas que
completan alas conmutativas.

Esta descripcion de los instrumentos de construccién del conocimiento matemético
proporciona una nueva interpretacion sobre la naturaleza de los objetos mateméticos
como extraidos de las acciones u operaciones del sujeto en lugar de ser entidades
l6gicas, linglisticas, ideales o cuasi-empiricas. Decir que los objetos mateméticos son
construidos por las acciones del sujeto no es metafdrico, significa:

(&) Que las acciones del sujeto nunca son aisladas, estén coordinadas con otras acciones.
(b) Que de estas coordinaciones se extraen formas que pueden desprenderse de sus
contenidos.

(©) Y que estas formas se coordinan a su vez para dar nacimiento, por reflexion, a las
operaciones fundamentales que constituyen €l punto de partida de las estructuras légico -
algebraicas (Piaget y Garcia, op. cit. p. 248).

En cuanto alos mecanismos de desarrollo comunes ala historia de las matematicasy a
la psicogénesis hay que subrayar un proceso de naturaleza completamente general que
conduce de lo intra-objetal (0 andisis de los objetos), alo inter-objetal (o estudio de las
relaciones y transformaciones entre dichos objetos) y de dli a lo trans-objetal (o
estudio de las estructuras construidas tomando como soporte dichas transformaciones).
Setrata de una triada dialéctica que se reencuentra en todos los dominiosy en todos
los niveles tanto de la historia de las matematicas como de la psicogénesis del
pensamiento matematico (Piaget y Garcia, op. cit. p. 33).

Asi, por gemplo, € desarrollo histérico de la geometria se inicia con € estudio de las
relaciones internas entre los elementos de las figuras, sin tomar en consideracion €
espacio como ta ni las transformaciones de las figuras en € interior de un espacio: esla
etapa intra-figural. Es una larga etapa dominada por la geometria euclidea clésica
Viene a continuaciéon una etapa en laque se estudian las relaciones entre las diversas
figuras geométricas y, en especial, @ estudio de las transformaciones que relacionan
unas figuras con otras. Histéricamente corresponde a periodo en € que predomina la
geometria proyectiva (Poncelet y Chades). Constituye la etapa inter-figural. Por fin
tenemos una tercera etapa |lamada trans-figural caracterizada por el predominio de las
estructuras geomeétricas, esto es e estudio y clasificacion de las geometrias que,
hi storicamente, coincid