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INTRODUCCION

El ritmo acelerado del mundo ha producido cambios
fundamentales, y a exigido que uno de sus agentes de transformacion,
la educacion sea concebida como un proceso permanente de
aprendizaje, sin embargo, esta premisa no se a logrado consolidar
como tal, el hecho educativo ha transcendido como un mero
instrumento de transmision de conocimientos, y ha perdido su caracter

formativo, para proyectar sélo un caracter informativo.

En el marco de la estructura social, la educacién como
organizacion, debe proyectarse en sentido coherente y uniforme a
establecer un ideal mas humano que abarque al hombre en toda su
plenitud en relacibn con sus exigencias, aspiraciones y
posibilidades, puesto que el proceso educativo debe estar
estrechamente vinculado con el desarrollo del pais. Las exigencias
de wuna educaciéon y formacion de alta calidad, debe estar
determinada por una eficiente aplicacion del aprendizaje, en
consecuencia, la asuncidon en ejecutar estrategias educativas que

faciliten al alumno un aprendizaje significativo.

Por todos estos motivos, los modulos instruccionales,
representa una alternativa para el discente, que aspiran aprender
una materia en especial, facilitando de alguna manera estrategias.
El modulo instruccional para el aprendizaje del calculo integral fue
realizado siguiendo ciertas pautas, como por ejemplo explicar cada

ejercicios con su detalle.
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CAPITULO I

EL PROBLEMA




1.1.- Planteamiento Del Problema

La educacién se concibe en términos generales, como un
proceso que apunta hacia el cambio de la conducta y la

transformacion del educando. En este sentido, Gil (1980) expresa:

La educacibn es un proceso espontaneo
planificado, de aprendizaje, de transmision vy
asimilacion cultural, que permite a las sociedades a
la vez conservarse y transformarse modelando y
emancipando individuos y generaciones segun
finalidades que surgen de realidades politicas,
econdmicas, morales, tecnoldgicas, intelectuales, y

otras, de la vida social. (p. 57)
Sin embargo, segun lo afirma Guzman (1993)

La aparicion de herramientas tan poderosas como
la calculadora y el ordenador actuales, esta
comenzando a influir fuertemente en los intentos
por orientar la educaciobn matematica. Es claro
que, por diversas circunstancias tales como costo,
inercia, novedad, impreparacion de profesores,
hostilidad de algunos,..., aun no se ha logrado
encontrar modelos plenamente satisfactorios. (p.
4)

53




En relacion con la cita anterior, es importante destacar los

siguientes aspectos: La inercia del modelo tradicional, que a juicio
de Rosado (1979) aun se mantiene vigente en el 95 % de las
instituciones educativas del mundo, es un elemento a considerar
puesto que constituye un gran obstaculo para que se produzca la

transformacion o el cambio mencionado en los parrafos anteriores.

Una de las razones que se pueden conjeturar para
justificar las hostilidades que algunos profesores manifiestan,
cuando se les pide que asuman la realidad educativa actual, es la
propuesta por Rosado (1979), cuando expresa “es dificil la
asimilacion de wuna instrumentacion nacida al margen de la

ensefanza y fuertemente aceptada por la sociedad”. (p. 329)

La comunidad matematica internacional esta realizando
esfuerzos para establecer modelos o métodos que permitan adaptar

la educacion matematica a la realidad educativa actual

Un analisis del modelo de ensefianza tradicional de la
matematica se hace aqui pertinente, ya que justamente dicho
modelo, constituye una de las variables que influye de manera
decisiva en el proceso de ensefianza de cualquier ciencia. Con el
propdsito de problematizar dicho analisis se proponen las siguientes
interrogantes:

v ¢Sera qué el modelo tradicional de la ensefianza de la

matematica toma en cuenta los deseos e intereses del alumno y
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establece claramente como, cuando, qué y para qué aprende el

estudiante?.

v i(Prevee el mencionado modelo los medios para
desarrollar eficazmente el proceso de ensefianza de la Matematica?
v ¢Seran los Modulos Instruccionales, la herramienta
mediante la cual se puede disefiar un conjunto adecuado de
estrategias que regulen el proceso de ensefianza de ciertos
contenidos matematicos, de tal manera que sean tomados en

cuenta los intereses y deseos de quienes aprenden?

La experiencia que todo docente posee, por ser
participante activo del acto educativo, permite establecer ciertas
premisas béasicas que posibilitardn el desarrollo de las etapas o
fases constitutivas de la investigacibn que sera desarrollada
posteriormente. Entre ellas podemos mencionar las siguientes:

El modelo que se emplea tradicionalmente para la
ensefianza de la matematica a dominado durante muchos afos el
ambito educativo de la mencionada ciencia. De alli la resistencia al
cambio, producto (como se menciond antes) de la inercia de un

sistema fuertemente establecido.

En nuestra cultura la frase “proceso ensefanza-
aprendizaje” a cobrado una fuerza increible y se ha enraizado tan
profundamente en la estructura mental del educador, que lo a

llevado a pensar realmente en un proceso unico cuando en realidad
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de acuerdo con la psicologia y la neurociencia se trata de dos

procesos diferentes los cuales estan intimamente ligados. Debido a
ello y a la masificacion, el profesor se considera responsable soélo
del material que debe organizar y no de lo que debe aprender el

estudiante.

El profesor emplea la mayor parte del tiempo de clase,
suministrando informacion y por tanto se desarrolla un proceso que
en un alto porcentaje es unidireccional, fomentando asi la actitud

pasiva del estudiante.

Guzman (1993) expresa: “La enseflanza por resolucion de
problemas pone el énfasis en los procesos del pensamiento, en los
procesos de aprendizaje y toma los contenidos matematicos como
un campo de operaciones con el propésito de adquirir formas de
pensamiento eficaces” (p7), esto se contrapone a la préactica
docente tradicional, en la cual el profesor confunde un ejercicio de
matematica con una situacion problematica real, proponiendo a sus
estudiantes lo que él considera como un problema pero que
generalmente no posee los elementos basicos para ser considerado

como tal, como mucho llega a ser un seudo-problema.

Es tipico observar, a lo largo de la actividad desarrollada
en el aula de clase, que por lo general, el estudiante recibe un
entrenamiento algoritmico para la resolucion de situaciones

sencillas y luego se le valora cuantitativamente, en un lapso de
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tiempo relativamente corto, con el planteamiento de situaciones
complejas en las cuales se ha entrenado muy poco o nada, razén
por la cual experimenta una sensacion de impotencia lo cual incide
negativamente en su rendimiento. Esto es contrario a lo que
recomienda Ruiz (1999) cuando expresa: “Debemos entrenar a
nuestros alumnos en la resolucion de problemas y en el andlisis
critico de situaciones complejas que no se presten a tratamientos

automaticos”. (p. 4)

Tal vez producto de la automatizacion y la mecanizacion es
el resultado desalentador que arrojé la primera evaluaciéon que
aplico el Ministerio de Educacion a una poblaciéon aproximada de
100 mil estudiantes venezolanos de escuelas publicas y privadas.
Tabuas en articulo publicado en el Diario El Nacional, seccidon vida
contemporanea, el Viernes 02 de julio de 1999, sefiala que la
mencionada prueba detecté lo siguiente “a medida que aumenta el

grado de instruccion disminuye el nivel de logro de los alumnos”

Parafraseando a Rosado (1979), se puede establecer que
en el modelo tradicional la practica de una evaluacion continua es
infrecuente y se estila la aplicacion de un numero insuficiente de
pruebas parciales que buscan evaluar cantidades muy extensas del

contenido programatico impartido.

En 1998, la Comision Internacional sobre la Educacion de

la UNESCO planted que “enfrentar los desafios educativos en los
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paises en desarrollo era una tarea particularmente dificil, porque
por la penuria de recursos no se podian satisfacer todas las
demandas”. En Venezuela se estan realizando una serie de
esfuerzos por mejorar la calidad de la educacion, es por ello que se
han organizado una serie de eventos, congresos y asambleas
nacionales en las que diferentes sectores se unen para enfrentar los

problemas de la misma.

En la Asamblea Nacional de Educacion de 1998, se lleg6 a
la conclusion de que “La importancia de la educacion, en cuanto
problema y en cuanto la via para asegurar ya no solo la
participacion politica sino el desarrollo econémico, ocupa el primer

plano en la conciencia nacional”.

La Matematica a pesar de ser una de las disciplinas mas
simples creada por el hombre, ha sido por mucho tiempo la que
mas problemas le ha traido a estudiantes de todos los niveles.
Segun Kline (1974), algunas de las dificultades son superficiales;
una de ellas es el vocabulario, porque los mateméaticos usan
palabras que para muchos resultan extrafas y que posiblemente no
se encuentran en muchas areas del saber. Otras dificultades en el
aprendizaje de las matemaéaticas que tal vez sean mas substanciales

son que la educacion elemental, secundaria y superior tienen por
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finalidad prepararnos para la vida y es mucho lo que hay que

aprender.

Guzman (1993) expresa: "La complejidad de Ila
Mateméatica y de la educacion sugiere que los tedricos de la
educacion Matemaéatica, y no menos los agentes de ella, deban
permanecer constantemente atentos y abiertos a los cambios
profundos que en muchos aspectos la dinamica rapidamente
mutante de la situacion global venga exigiendo” (p. 46). Esto
quiere decir que los profesores deben ser entes innovadores de la
enseflanza aceptando los retos que las nuevas realidades les

presente, combatiendo asi la fuerte resistencia al cambio.

Ya en la década del setenta hacen su aparicion en el
ambito escolar los Mddulos Instruccionales, éstos fueron creados
gracias a Keller quien disefé el conocido Plan Keller apoyado casi
en su totalidad en las ideas conductuales de Skinner, como una
manera para proponer soluciones practicas a los problemas

educativos.

En Venezuela el Instituto Universitario Pedagdgico de
Caracas y la Universidad Nacional Abierta, implementaron en los
pensa de algunas de sus carreras el uso de modulos
instruccionales, sin embargo debido a la novedad y a la falta de
preparacion del cuerpo profesoral no se producen los resultados

esperados.

59




Desde 1994, en la ULA-Tachira se han disefiado y utilizado

con fines didacticos un conjunto de Médulos Instruccionales en las
areas de Algebra y Calculo Diferencial. Actualmente se nota un
resurgir de estos modelos debido a un conjunto de modificaciones
que gracias a la tecnologia educativa a sido posible incorporar a su

estructura basica.

Estos Modulos reformulados y dotados de una
diagramacion dinamica y un lenguaje sencillo sin menoscabo de lo
riguroso, buscan reforzar, complementar o servir de material
didactico en una o mas asignaturas. De esta manera, en forma
general, se propicia el mejoramiento de las practicas pedagdgicas,
los modos de transmitir y adquirir conocimientos, se estimulan las
capacidades y se desarrollan las habilidades de los alumnos.
También ayudan a desarrollar talentos especiales asi como
remediar situaciones en que los alumnos necesitan un ritmo de

aprendizaje diferente.

Aparte de aplicar el principio de aprender haciendo y de
aprendizaje a su propio ritmo, el rasgo mas sobresaliente de los
mencionados Modulos es la presentacion de informacion en
pequefias porciones, seguido de un conjunto de situaciones
problematicas que por una parte ejemplifiqguen y que por la otra
exijan del estudiante el desarrollo de procesos cognitivos tales

como: Observacion, comparacion, relacion, clasificacion, analisis,
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sintesis, generalizacion y transferencia.

Indudablemente que la configuracion del aparato mental
que un individuo adquiere al entrenarse en los mencionados
procesos, no solo va a posibilitarle comprender y obtener mejores
resultados en matematica, sino que le va a dotar de un perfil
adecuado para enfrentar con éxito su carrera profesional y su

entorno social.

De acuerdo con la Asamblea Nacional de Educacion.
Propuestas para Transformar la Educacién. Caracas 1998, la
ensefianza de la matematica, especialmente a nivel universitario, es
quizds una de las areas en las cuales la utilizaciobn de esta
herramienta educativa es altamente beneficiosa, mas aun en
aquellas disciplinas que utilizan los principios, fundamentos vy
propiedades matematicas como herramienta para explicar

situaciones y /o resolver problemas variados.

Dentro de estas disciplinas esta incluida la Administracion
y Contaduria. Un analisis de los pensa de estudios de esta carrera
en la ULA-TACHIRA, refleja un buen porcentaje de contenido

matematico con especial énfasis en el calculo Integral y diferencial.

Por todo lo anteriormente expuesto se propone, como una
alternativa a la referida situacion de ensefianza tradicional, el

disefio de un Mddulo Instruccional, en el cual se ilustre un conjunto
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de situaciones problemaéticas relativas a la Integracion de funciones

reales, dirigido a estudiantes de Administracion de la ULA-Tachira

1.2.- Objetivos

Objetivo General:

Disefiar un Modulo Instruccional basado en estrategias
andragogicas donde se presenten los métodos esenciales de
Integracion de funciones reales para que el participante obtenga un

aprendizaje significativo.

Objetivos Especificos:

v' Diseflar estrategias andragoégicas que permita la
prosecucion de un aprendizaje constructivo y significativo, apoyado
en el principio de aprender haciendo.

v' Determinar la factibilidad de la aplicaciéon del maédulo
instruccional.

v’ Elaborar un moddulo instruccional con los tépicos
previstos en el programa de Matematica Il, referente a los métodos

esenciales de integracion de funciones reales.




1.3.- Justificacion

El disefio del Médulo Instruccional que se propone, queda
totalmente justificado por formar parte del conjunto de actividades
previstas por una linea de investigacion, presentada ante las
instancias respectivas por los profesores Alfonso Sadnchez y Miguel

Vera, la cual contempla el desarrollo de:

3 Modulos para la ensefianza de Matematica 11,
elaborados por el Prof. Alfonso Sanchez.

. Modulos para la ensefianza de Matematica 21,
realizados parcialmente por el Prof. Miguel Vera y Alfonso
Sanchez quedando pendiente los moédulos aplicaciones de
integrales de funciones reales, que es justamente el que se
piensa desarrollar mediante el presente trabajo.

. Libros electronicos para la ensefianza del

Precalculo y el Calculo diferencial.
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CAPITULO 11

MARCO TEORICO




2.1.- Antecedentes:

La universidad nacional abierta promueve los moédulos

instruccinales como herramienta de aprendizaje a distancia.
Matematica |1l : Ingenieria /Universidad nacional Abierta
Caracas: UNA.1985.3V. en 1”Area de matematica”
Matematica 11l : Universidad Nacional Abierta
Caracas: UNA,1980.3V.en 1

Matematica 20/ Villamizar V.Saul/ Universidad de los
Andes

2.2.- Bases Legales:

Las bases legales de la Educacion universitaria y por lo
tanto del material de apoyo bibliografico como el moédulo a
proponer en este trabajo para el aprendizaje significativo de la
Matemaética se encuentran en los mismos fundamentos tedricos del
sistema educativo venezolano: la Constitucion de la Republica
Bolivariana de Venezuela, la Ley Organica de Educacion y su
Reglamento, el Reglamento del Ejercicio de la Profesion Docente,

decretos, resoluciones y circulares.

La Constitucion de la Republica Bolivariana de Venezuela

(1999), en sus articulos 102 y 103 establece los fines de la
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educacion, sefiala como y con quienes lograr esos fines y la
obligatoriedad de colegiarse y el para qué sefialando el fomento de
la cultura en todas sus manifestaciones asi como, el desarrollo del
espiritu de solidaridad humana y la formacién de ciudadanos aptos
para el ejercicio de la vida democratica. Para contribuir al logro de
los fines y objetivos de la educacion en Venezuela, es necesaria la
elaboracion de material bibliografico, basado en estrategias acordes
a la edad y nivel de estudio, tal el caso del médulo a proponer en
esta investigacion, basado en estrategias andragogicas para
orientar el aprendizaje comprensivo de la Matematica
especificamente en lo que respecta a los métodos esenciales de

Integracion de funciones reales en el nivel ya referido.

Prosiguiendo este estudio se tiene que la Ley Organica de
Educacion, (1980); se ajusta a lo establecido en la Constitucion
Bolivariana de la Republica de Venezuela y dentro de su articulado
seflala en los articulos 102 y 103, el destino y objeto de la

educacion.

La correspondencia existente entre la Constitucion de la
Republica Bolivariana de Venezuela, Ley Organica de Educacion y
su Reglamento, la Ley de Universidades, garantizan al facilitador la
libertad para la elaboracion de material bibliografico de apoyo,
ajustado a las normas, que tenga como propdsito contribuir a lograr
los fines y objetivos del sistema educativo de Venezuela por

ejemplo, el modulo ya referido.
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De acuerdo a lo anterior puede decirse que la Educacion

universitaria esta suficientemente normada por la Constitucion de la
Republica Bolivariana de Venezuela (1999) y la Ley de

Universidades.

Para el logro de lo sefialado en el dltimo de los articulos
anteriores, es preciso que el participante alcance Aprendizajes
Significativos y para cumplir este propoésito, el facilitador puede
elaborar material de apoyo, como el médulo a proponer en este
trabajo, basado en los meétodos esenciales de Integracion de

funciones reales.

Fundamentacion teodrica:

2.3.- Planificacion Educativa:

La planificacion consiste en la aplicacion de la inteligencia
para tratar los hechos y las situaciones como son y para encontrar
una manera de hallar la solucion y resolver los problemas, es
entonces, la planificacion lo mas lejano que se conoce de la
improvisacion, para la solucion de problemas institucionales y en el
presente caso educativos. Puede también interpretarse la

planificacion como lo hacen Matute y Flores, (1990); para quienes
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es: “el conocimiento que media entre la decision y la accidon, es un

acto fundamental de precision.” (p. 10).

Esto lo convierte en instrumento fundamental no soélo para
la alta gerencia en la educacion sino también para el docente de

aula.

En atencion a lo anteriormente expuesto es conveniente

recordar a Flores (1995); cuando sefnala que:

La planificacion en cierto sentido es mucho mas compleja
de lo que parece a primera vista y tiene muchas
implicaciones sobre la sociedad en general, esto no deja
de ser una contradiccion porque la planificacién es algo
muy practico, se refiere al calculo que precede y preside

la accion. (p. 13)

Siguiendo el curso de la exposicion se aprecia que los
investigadores en el campo de la planificacion suelen considerar
tres vertientes: la administrativa, la normativa y la estratégica. A
cada una de ellas corresponde un tipo de planificacion Corredor
(1996), las presenta en un amplio estudio del cual, para la primera
vertiente, se puede extraer la de Terry: "Es la seleccion y relacion
de hechos asi como la formulaciobn y uso de suposiciones con
respecto al futuro en la visualizacion y formulacion de las

actividades propuestas que se creen necesarias para alcanzar los
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resultados deseados™ (p. 18). Se aprecia en esta concepcion que:
La certeza o probabilidad de acontecimientos futuros motivan la

planificacion:

El plan es la expresion de la afinidad existente entre los
actores y la institucion; el planificador pone en juego su
pensamiento reflexivo, la imaginacion y la prevision; el plan
soluciona problemas del presente y hace previsiones respecto
problemas potenciales; es un proceso continuo e involucra a todos
los integrantes de la institucion. Para la planificacion normativa
expresa que es en la practica una planificacion del desarrollo, en la
cual la participacion del Estado es determinante para su analisis y

aplicacion.

Con relacion a la planificacion estratégica menciona el
Proyecto Formulacion de una Metodologia de la Planificaciéon de
Mediano Plazo (F.O.R.M.E.P.L.A.N.), para el cual la "planificacion
estratégica propone, estudia y conduce las acciones con una

perspectiva de cambios sustanciales de la situacion” (p. 74).

Continuando la breve referencia a la planificacién
estratégica, Matute y Flores, (1990); sefialan como caracteristicas
de esta planificacion:

La identificacion de planificacién con direccidén y gobierno.

La planificacion se realiza en situaciones de poder
compartido.

La planificaciéon es diferente al disefio normativo.
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La planificacion es un calculo situacional complejo.

La exigencia de una situacion y el uso de la simulaciéon

humana.

La estimacion de categorias de situacion, problema y

oportunidades como basicas.

La consideracion de diferentes escenarios de calculo.
Estima cuatro instancias temporales y formalizadas:
planificacion en Ila coyuntura, planificacion anual operativa,

planificacion mediano plazo y planificacion a largo plazo.

Para Bricefio 1997), esta planificaciobn presenta cuatro
momentos: en el explicativo se caracteriza el problema, sus
caracteristicas negativas que puedan ser cambiadas, evitadas o
inaceptadas; el normativo corresponde el conjunto de operaciones
que podrian resolver el nudo critico; el estratégico comprende los
criterios generales y especificos del proyecto, los cuales determinan
por qué se selecciond el mismo, el tactico operacional, es el

momento de las decisiones y la actuacion.

A menudo cuando se leen estos conceptos no se aprecia
que la planificacion esta precedida de un estudio minucioso de la
problematica que se quiere solucionar, ello implica la realizacién de
un diagndstico fruto generalmente de una investigacion de campo,
el estudio de proposiciones alternativas de solucion y su

jerarquizacion, el conocimiento de las debilidades y fortalezas con
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las cuales habra que contar y del disefio de estrategias para la
realizacion y ejecucion del plan que ha de concluir con la solucién

del problema.

En concordancia con lo anteriormente expuesto todo plan
debe constar de un conjunto de requisitos entre los cuales pueden
mencionarse: identificacion y documentaciéon de las necesidades,
fruto de una investigacion; seleccion de las necesidades prioritarias
atendiendo a una metodologia apropiada; especificacion de los
resultados deseados para el logro de las necesidades a solucionar;
establecer las acciones para satisfacer cada necesidad considerando
tanto las debilidades como las fortalezas; indicar la secuencia de los
resultados deseables para satisfacer las necesidades diagnosticadas
e identificadas con precision; determinar las estrategias alternativas
e instrumentos necesarios para satisfacer las necesidades
considerando las ventajas y desventajas de cada conjunto de

estrategias e instrumentos.

Junto a todo lo anterior es util la reflexion De Bono
(1997):” en un mundo que se mueve a toda velocidad, los planes
son casi siempre erréneos porque hay que basarlos en el presente y
en la extrapolacion de las tendencias actuales” (p. 145). El mismo
razona que la falibilidad de los planes no implica ignorarlos sino una
advertencia para tener en cuenta una de sus caracteristicas la
flexibilidad.
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Para el presente trabajo la investigacion, con el propdsito

de encontrar y precisar los ejes criticos del aprendizaje significativo.
A partir de este conocimiento se planificara, disefiara un maodulo
basado en Estrategias Andragdgicas orientadas a lograr
aprendizajes significativos en la asignatura Matematica Il en los

meétodos esenciales de Integracion de funciones reales.

Estrategias Andragdgicas para orientar el
Aprendizaje Significativo sobre los métodos esenciales de
Integracion de funciones reales.

Iparraguirre, (1998), define las estrategias como: “Las
secuencias integradas de procedimientos o actividades que se
eligen con el propdésito de facilitar la adquisicion, el almacenamiento
y/0 la utilizacion de la informaciéon o conocimientos”. (p. 1). Los
conocimientos en este caso estaran referidos a la Mateméatica de
acuerdo al programa oficial de Matematica Il. Para Ruiz (1992);
estrategia es: “...el conjunto de actividades para alcanzar un
saber...” (p 137). De acuerdo a Wood citado por I.N.S.T.l.A.
(1993), “Las estrategias son medios para alcanzar metas” (p. 1-2).
Esto quiere decir que las estrategias son las acciones efectuadas

para lograr las metas previamente planificadas.

Prosiguiendo el curso de la exposicion, el mismo autor
realiza un detenido estudio acerca de las estrategias desde los
puntos de vista militar, empresarial y educacional. Con relacién a
esta Jdltima analiza numerosas definiciones para mencionar

finalmente a Husc (1992), quien considera que modernamente el
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significado de estrategia abarca los aspectos: producto a obtener
caracteristicas de los estudiantes; recursos a emplear; tiempo
disponible; secuencia de las operaciones; asi como los objetivos a

lograr.

Prosiguiendo el analisis, es conveniente aclarar que el
modelo andragoégico es bidireccional y debe considerar los principios
de horizontalidad y participacion, los objetivos perseguidos, la
experiencia de aprendizajes y el tiempo de los participantes, por
todo esto sera preciso combinar y crear estrategias adecuadas al
estudiante adulto, buscando incluso, durante los “encuentros
educativos” en el aula romper la bidireccionalidad para alcanzar la
multidireccionalidad, a fin lograr responsabilidad compartida en el

proceso de evaluacion.

Las Estrategias Andragogicas, en las cuales se basara el
maodulo a proponer en este trabajo, seran flexibles por cuanto se
comparte con Nieves (1997), que la orientacion del aprendizaje es
un proceso divergente, en el cual se generan contradicciones
internas y externas, dudas, interrogantes, polémicas, decisiones,
errores y aciertos, fruto de la relacién facilitador-participante,
participante-facilitador, las cuales permiten el conocimiento,
aprendizaje, desarrollo del pensamiento y la comunicacion. Estas

estrategias se caracterizaran por:

-. Orientar la necesidad de los participantes de

autodirigirsen; despertar y orientar la actitud de los participantes
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hacia el aprendizaje significativo a fin de enfrentar
satisfactoriamente las tareas y problemas de la vida cotidiana;
estar centradas en la realizacion de actividades de formacion
tedrica y solucion de problemas; propiciar un ambiente de respeto
mutuo, confiable, colaborador y participativo; promover como
actividades de aprendizaje la investigacion bibliografica y la
solucion de problemas; fundamentar la evaluacion por evidencias
reunidas por el participante y validada por el grupo; promover el
aprendizaje significativo como recursos para la solucion de

problemas y ascenso personal.

Lo expuesto permite decir que las estrategias andragogicas
en las cuales se basara el mdédulo a proponer, en esta investigacion
constituirdn un conjunto de procedimientos o actividades orientadas
al logro de aprendizajes significativos sobre los métodos esenciales
de Integraciéon de funciones reales, el cual se evidenciara en el
mejoramiento del rendimiento académico, constatado en las
evaluaciones aplicadas durante los encuentros educativos o por la
aplicacion de los nuevos conocimientos en las actividades cotidianas

para obtener una elevacion en sus condiciones de vida.

La Andragogia

Para Knowles citado por [I.N.S.T.l.LA. (1993): "la
Andragogia es la ciencia y el arte de ayudar a los adultos a
aprender, en contraste con la pedagogia, como el arte y la ciencia

de ensefar a nifnos”. (p. 66). Esta definicion implica clarificar el
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problema evidenciado en la pregunta: (A quién se ensefia? y en
funcion de la misma deslindar la Pedagogia de la Andragogia. El
nino y el adolescente constituyen una realidad biologica, psicoldgica
y social diferente al adulto, tanto en su estructura como en su
comportamiento. El nifio y el adolescente estan en crecimiento. El
adulto es un ser maduro. Su crecimiento bioldégico ha terminado,
pero su capacidad y necesidad de aprender se acrecienta con la
experiencia. Esto justifica el desarrollo de la Andragogia como

ciencia de la Educacion de Adultos.

En este mismo orden de ideas, el aprendizaje en los
adultos se caracteriza por la confrontacion de experiencias, la
racionalidad, su capacidad de abstraccion, de integracion y
aplicabilidad. La integracion de experiencias viejas y nuevas y su
aplicacion al cuerpo social permite al hombre renovar su
conocimiento, contribuir al bienestar propio y al de la sociedad.
Adam (1989); citado por I.N.S.T.l.A., al estudiar el proceso
andragadgico sefala en él las siguientes fases:

- Mantener, consolidar y enriquecer los intereses,
motivaciones o necesidades del adulto; orientar los nuevos rumbos
y promover en él la idea: "Educarse es progresar"; actualizar al
adulto, renovar sus conocimientos para continuar aprendiendo;
proyeccion humana, permite interpretar lo que fuimos, somos y

seremos de acuerdo a la esencia del hombre.

En correspondencia con lo anterior, la Andragogia para la

orientacion del proceso de aprendizaje desarrollé dos principios

76




bésicos. El principio de horizontalidad, entendido como una
relacion entre iguales, una relacion compartida de actitudes,
responsabilidades y de compromisos hacia logros y resultados
exitosos y el principio de participacion como la accién de tomar
decisiones en conjunto o tomar parte con otros en la ejecucion de

una determinada tarea.

En Educacion superior, para planificar el aprendizaje
significativo de cualquier asignatura, es conveniente utilizar el
modelo andragdgico, precisar las actividades a seguir, esto implica
conocer los principios sobre los cuales se basara. En este sentido,
Diaz (1996), al estudiar la Teoria sinérgica considera que la
metodologia del aprendizaje se fundamenta en tres principios: el
primero, asigna a la sinergia una direccion significativa. El
aprendizaje disefiado permite estructurar el proceso y plantear los
pasos para que el participante y facilitador interactuen y realicen
confrontacion de experiencias. El segundo principio, hace
referencia a que la sinergia transmite cooperacion entre los
integrantes del grupo; compartimiento de experiencias y de
conocimientos, estimulando el crecimiento personal de los

participantes.

El tercer principio, seflala que la sinergia establece que en
ciertas condiciones el todo es superior la suma de sus partes. El

trabajo en grupo permite la confianza y compenetracion entre sus
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integrantes, la estimulacion de iniciativas, la responsabilidad
sumando esfuerzos para el logro de objetivos comunes. En
correspondencia con lo anterior el andragogo sustentara la
planificacion en los principios y modelo andragdégico. Este modelo
se presentara en el cuadro N° 1.
CUADRONZ®°1
MODELO ANDRAGOGICO

Relajado confiable. Mutuamente respetuoso.

AMBIENTE _ _
Informal calido. Colaboracion apoyados.

PLANIFICACIO Mutuamente por educandos y facilitador

N
DIAGNOSTICO Por mutua valoracion

DE
NECESIDADES
FIJACION DE Por negociaciéon mutua.

OBJETIVOS
DISENO DE Contratos de aprendizajes. Proyectos de

PLANES DE |aprendizaje. Secuenciados por disposicion.

APRENDIZAJE

ACTIVIDADES Proyectos de investigacion. Estudios
DE Independientes. Técnicas de experiencias.
APRENDIZAJE

EVALUACION Por evidencia reunida por el participante,

validada por sus compaferos, facilitador vy

expertos.

FUENTE: Instituto Internacional de Andragogia. I.N.S.T.1.A. Bases

Teodricas de la Andragogia.




Segun lo expuesto, de acuerdo al enfoque andragdgico,

para contribuir al logro de los objetivos comunes, a quienes
participan en el proceso de orientacion del aprendizaje, el facilitador
de matematica Il deberia reunir al menos las siguientes
condiciones: planificar atendiendo a los principios y modelo
andragogico para facilitar el logro de objetivos comunes a los

participantes y facilitador.

Tener conocimiento y dominio del programa pertinente.

Estar en capacidad de interpretar y aplicar las estrategias
contenidas en el modulo propuesto en este trabajo u otras que se
adecuen a los contenidos.

Aplicar la evaluacion para el mejoramiento personal y

basarse en la multidireccionalidad de este proceso.

En opinion de Hernandez (1999) “la educacion del tercer
milenio sera una educacién a lo largo de la vida, que cultive el
intelecto, valores y principios y nos conduzca a la disciplina de los
modelos mentales, aprendizaje continuo y trabajo en equipo”
(p.21). Esto confiere a la Andragogia una gran relevancia social y
un futuro promisorio, por cuanto sera ésta, la encargada de ayudar
al adulto a su realizacion y una sociedad que logre tal propésito, en
sus habitantes, probablemente tendrd desarrollo y paz social

garantizada.
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Teorias del Aprendizaje

Teoria de Ausubel

Al estudiar la adquisicion y uso de los conceptos, Ausubel
(1998), plantea que los seres humanos interpretan las experiencias
perceptuales de acuerdo a su estructura cognitiva y que los
conceptos son el fundamento para el aprendizaje y la resolucion
significativa de los problemas. En su teoria se pueden distinguir las

siguientes etapas:

Reconciliacion Integrativa: Ausubel (1998) la define
como: “La recombinacion de los elementos que existen en la
estructura cognoscitiva” (p. 117) y considera que esta fase del
aprendizaje significativo alcanza su mayor logro cuando el

facilitador o el material didactico eliminan las fuentes de confusion.

Inclusién o Subsuncién: Ausubel (1986) considera la
inclusibn como una estrategia de caracter cognitivo la cual permite
al aprendiz, a partir de aprendizajes anteriormente establecidos,
englobar nuevos conocimientos, mas especificos o subordinados a

los ya poseidos.

Asimilacion o Proceso de Afianzamiento: Para
Ausubel (1998) “la asimilacion de conceptos se caracteriza por ser
un proceso activo de relacion, diferenciacion e integracion con los

conceptos pertinentes que ya existen” (p. 96), es decir, se necesita
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que el aprendiz de significado, sentido, a los contenidos por
aprender para que estos sean incorporados como una unidad
ideacional al constructo o estructura cognoscitiva establecida en el

aprendiz.

Diferenciacion Progresiva: Ausubel (1998), dice que:
“la asimilacion secuencial de nuevos significados produce la
diferenciacion progresiva de conceptos o proposiciones” (p. 120).
De aqui la conveniencia de presentar al aprendiz inicialmente las
nuevas ideas en forma general para que él progresivamente las

organice e incorpore a su estructura cognitiva.

Consolidacioén: Los participantes estaran en capacidad de
repetir los contenidos aprendidos y dominar los conceptos basicos
de tales contenidos, dando de ellos una explicacion loégica. Este
proceso se logra por medio de la confirmacién, la correccion, la
diferenciacion y con retroalimentacion en el aula o con el material

de aprendizaje.

El aprendizaje significativo exige, segun Ausubel (1998), la
existencia de conocimientos previos; una actitud de aprendizaje
significativo o disposicién del participante para relacionar sustancial
y no arbitrariamente el nuevo material con su estructura
cognoscitiva; el material por aprender debe ser potencialmente
significativo, es decir, relacionable con la estructura cognoscitiva

del participante.
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Respecto a la evaluacion Ausubel (1998), se manifiesta

contrario a “las practicas evaluativas que exigen la repeticion
exacta de la informacion o ideas aprendidas” (p.122). Se explica su
posicion sefalando que las referidas practicas desalientan a los
participantes para el logro de aprendizajes significativos. Para
superar este inconveniente, es util la recomendacion de Calzadilla
(1995), el facilitador debe manejar preguntas de memoria para
estimular los recuerdos; de andlisis para promover las
explicaciones; de evaluacion para motivar la emision de juicios de
valor y creativas para que el participante se proyecte en las

respuestas.

Otro autor, Morles (1995), expresa su punto de vista
respecto al aprendizaje como proceso e indica que el mismo cumple
con las siguientes etapas: Asimilacion: consiste en la captacion y
comprension de lo que se ha de aprender; retencion: fijacion y
conservacion de las experiencias. Puede mejorarse con la
ejercitacion; integracion: consiste en la organizacion de los
conocimientos nuevos para combinarlos con los anteriores y crear
asi nuevos conocimientos. Se desarrolla con la practica de la
reflexion y la actitud critica; aplicacion: solucion de problemas
basadndose en los aprendizajes realizados. Este enfoque de Morles
es muy sencillo y en él se aprecia la influencia de Ausubel pero

ordenada y presentada de acuerdo a su propia vision.

Continuando el estudio del aprendizaje se encuentra a

Piaget (1982), quien enfatiza el concepto de equilibrio el cual es
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considerado como la adaptacion a traves de la asimilacion de
elementos ambientales y la acomodacion y modificacion de los
esquemas y estructuras mentales existentes como resultado de
nuevas experiencias. Al respecto plantea, en todos los casos en los
cuales hay construcciones nuevas, la equilibraciéon se presenta de
tres maneras diferentes: por relacion entre sujeto y objetos. Por
coordinacion de subsistemas y por equilibracion entre las
diferenciaciones y las integraciones, las cuales consisten en la
regulacion de las interdependencias y de la construccion de nuevas
habilidades.

Espindola (1996), al estudiar a Piaget, lo sefiala como: “el
fundador de la teoria genética de la inteligencia y tal vez el mas
influyente psicélogo de nuestra época en el campo de la psicologia
educativa y del aprendizaje” (p.17). En su teoria se sustenta
basicamente el constructivismo, o6sea la necesidad de que el
participante invente o reinvente el conocimiento en lugar de

aprenderlo de memoria y sin significado.

Continuando el curso de Ila exposicion, Barriga y
Hernandez citan a Coll para quien la concepcidén constructivista
considera: al alumno como responsable ultimo de su propio
aprendizaje, él es quien construye o reconstruye los saberes de su
grupo cultural; la actividad mental constructiva del alumno se
aplica a contenidos que ya poseen un grado considerable de

elaboracion, esto significa que el alumno generalmente reconstruye
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conocimientos ya existentes en la sociedad; la funcion del docente
es engarzar los procesos de construccion del alumno con el saber
colectivo culturalmente organizado, es decir el docente propiciara y

orientara intencionalmente las condiciones de aprendizaje.

Al estudiar el constructivismo, Gallego (1998), plantea
que, el facilitador debe propiciar situaciones de aprendizaje para
generar experiencias de aprendizaje, las cuales permitan a los
participantes, una autotransformacion de las mismas de manera
que se aproximen criticamente a las que manejan los integrantes
de la comunidad y las superen rigurosamente. Se trata de lograr
Aprendizaje Significativo y lo define diciendo que “un aprendizaje es
significativo cuando una nueva informacion adquiere significado
para el aprendiz a través de una especie de anclaje en los aspectos
relevantes de la estructura cognoscitiva preexistente en el alumno”

(p-285) e inmediatamente lo califica de constructivista.

En concordancia con lo anterior, Barriga y Hernandez,
(1997); plantean que los constructivistas sefialan un conjunto de
principios los cuales pueden aplicarse al aprendizaje significativo,
entre estos:

El aprendizaje es un proceso constructivo.

El grado de aprendizaje depende del nivel de desarrollo
cognitivo.

El punto de partida del aprendizaje son los conocimientos

previos.
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El aprendizaje se facilita gracias a la mediacion o

interaccion con otros.
El aprendizaje implica un proceso de reorganizacion

interna de esquemas.

El aprendizaje se produce cuando entra en conflicto lo que
el alumno ya sabe con lo que debe saber. La busqueda de este
aprendizaje, procura direccionar el proceso de su orientacion en el
sentido que le asigna Ugas al aprendizaje, (1997); “hacia la
formacién—creacion” (p. 35), para que sus logros sean vitales, sin la
pretension de que los contenidos sean verdaderos o falsos, solo
enunciados epocales sujetos a la dialéctica del progreso y por tanto

perfectibles.

En la resefia anterior se puede apreciar que en lo esencial
para este trabajo, Ausubel coincide con Morles y los
constructivistas, por cuanto busca el aprendizaje comprensivo en
lugar del memoristico y por considerar a los conocimientos previos
y a la actitud, de capital importancia para el logro del aprendizaje

significativo.

El campo de la educacién como el de todas las ciencias
sociales es muy dindmico. Este dinamismo produce cambios y
evoluciéon permanente en las teorias. En educacion surgen
interrogantes como ¢(Qué puede ser aprendido?. Gagné, segun

opinion de Zuarez (1996), considera que a este cuestionamiento
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responden la informacién, las destrezas intelectuales, las
estrategias cognoscitivas, actitudes y las destrezas psicomotoras,
entendiendo por informacion: la retencion por medio de la
memoria de hechos y principios dentro de un contexto significativo

con el cual se pude asociar e incorporar.

Destrezas Intelectuales: referidas a la comprensiéon de
significados y la utilizacion adecuada de los conceptos, reglas por
medio de la discriminacion, el analisis, la sintesis, la aplicacion y la

generalizacion.

Estrategias Cognoscitivas: hacen referencia al aprender a
aprender, a la metodologia, técnicas de solucion de problemas,
aspectos éstos aprendidos a partir de la ejercitacion orientada por

los docentes.

Las Actitudes: se engloba aqui maneras de ser,
actuaciones, confianza en si mismo, honestidad, interés por los
demas. Estas se acrecientan con el ejemplo y las experiencias de

grupo.

Destrezas Motoras: aprendidas por medio de Ilas
demostraciones, la actividad, informacion verbal y por medio de la

solucion de problemas.
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Araujo y Chadwick (1993), distingue en la Teoria de Gagné

las siguientes fases para el aprendizaje: motivacién, comprension,
adquisicion, retencion, recordacion (recuperacion), generalizacion,
evaluaciéon del desempefio y la retroalimentaciéon (afirmacion).
Cada fase del aprendizaje de esta teoria, es tenida muy en cuenta
por Gagné (1997), al desarrollar los acontecimientos de la
orientacion del aprendizaje. La funciébn que desempefian estos
acontecimientos en cada encuentro educativo en el aula y su
relacion con las fases del aprendizaje son las siguientes: Gagne
(1997), considera que las comunicaciones tienen el propdsito de
facilitar el aprendizaje, por tanto deben planificarse y ajustarse a
las circunstancias para que puedan lograr su cometido. Estima que
la orientacion del aprendizaje debe atender a:

Informar los objetivos: El facilitador esta en la obligacion
de informar al participante acerca de la conducta esperada como
evidencia del logro del aprendizaje buscado. Estimulacion del
recuerdo de conocimientos previos requeridos: gran parte del
aprendizaje nuevo es fruto de la combinacion de ideas. Los
conocimientos previos deben ser recordados, actualizados
inmediatamente antes de alcanzar el nuevo conocimiento. Se
aprecia que estas fases constituyen la motivacion para el

aprendizaje.

Presentacion del material de estudio: es necesario

presentar al participante los estimulos adecuados para promover el
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aprendizaje: se le presenta el estimulo, al obtener la respuesta
correcta se le proporciona el reforzamiento para facilitar el
incremento de la frecuencia de esta respuesta. Se orienta asi, al

participante a la comprension de los contenidos.

Orientacion del aprendizaje: el facilitador debe guiar el
aprendizaje, estimular al participante, adaptarse a él, a sus
conocimientos previos para ayudarlo a pensar y codificar la
informacion a almacenar en la memoria a corto plazo. Esta fase
estd orientada a facilitar la adquisicibn o almacenamiento de la

informacion.

Producir o instigar la conducta: cuando el participante a
logrado comprender y almacenar en la memoria a corto plazo, es
necesario pedirle que demuestre su recuerdo y hacerle profundizar
un poco en el mismo pidiéndole ejemplos similares o relacionados
con lo recordado para mejorarlo y procurar que lo adquirido sea

retenido, es decir, pase a la memoria a largo plazo.

Retroalimentar las conductas correctas: esta permite al
participante percibir el logro de la conducta deseada. La
retroalimentacion puede ser automaética. Otra forma de
retroalimentacion puede ser una palabra, una sonrisa o0 una
inclinaciéon de cabeza por parte del facilitador, en fin todo cuanto

se haga para darle al participante informacion acerca de la
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propiedad de su conducta. Constituye una forma de

retroalimentacion y sirve para afirmar el aprendizaje.

Evaluacion del desempefio: El aprendizaje deseado se
logra cuando se es capaz de producir la conducta esperada. Para
que el aprendizaje logrado sea confiable, el participante debe ser
capaz de mostrar ejemplos diferentes y realizar problemas también
diferentes y la validez se lograra cuando el aprendiz muestre esos
logros sin caer en deformaciones, tales como: memorizacion de la

respuesta o recuerdos previos.

Mejorar la retentiva y la transferencia: debe procurarse
que el participante realice repasos sistematicos semanales o
mensuales para que la retentiva sea recuperada y empleada. Para
lograr la transferencia sera necesario colocarle actividades que le
exijan al participante, la aplicacion de lo aprendido, a situaciones
diferentes a la original, pero que estén intimamente relacionadas y
obedezcan a la naturaleza general de la solucidon esperada. Esta
fase se dirige a que el participante logre la recuperacion y

transferencia de informacion y por ende su generalizacion.

Por lo visto, Gagné al igual que Ausubel, Morles y Shuell,
procura el aprendizaje comprensivo y coinciden al dar prioridad a
los conocimientos previos. Otra coincidencia de Gagne con Ausubel

es la referida a la instruccion programada, al respecto escribe: “la
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experiencia con la ensefianza programada y otros métodos, nos
sugiere que la ensefianza individualizada no solo es mas eficaz que
la de grupo, sino también mas sensible a las necesidades del
estudiante” (p.207).

La consideracion anterior la fundamenta en que es mas
humana que los métodos de grupo porque facilita el
establecimiento de metas por parte del estudiante; proporciona
diversidad de materiales para el logro de la meta; hace mas fluido
el tratamiento individual y privado del participante ante alguna
dificultad; le permite aprender a su propio ritmo y proporciona

retroalimentacion individual y constante.

El conjunto de aspectos de la teoria de Gagne, aqui
mencionados constituye el principal soporte para la realizacién de
este trabajo, en el cual se procurara orientar el proceso de
aprendizaje de los participantes de Matematica Il sobre los métodos

esenciales de Integracion de funciones reales.

Para visualizar facilmente la relacion entre las etapas del
proceso de orientacion del aprendizaje y las fases de éste en la
Teoria de Gagne se elabordé el cuadro N© 1 y para resumir el
pensamiento de los autores mas importantes consultados para la

realizacion de la presente investigacion se elaboré el cuadro N°© 2.
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CUADRO N ©° 2
CUADRO RESUMEN

APRENDI COMO
AUTOR PROCESO QUE HACER o
ZAJE Verificarlo
Producir el
Respuesta reforzamiento de _
Estimulo- Evaluacion
esperada manera
SKINNER res-puesta _ de
a un contingente a la
] ESPE-rada resultados.
estimulo respuesta
esperada
El Reconciliaci | Generar interés | Evaluacion
aprendizaj |6n por la materia de del
e del | integrativa. | estudio, inspirar el desempefio
salon de|Inclusién. |empefio por | haciendo
clase se|Asimilacion |aprender, motivar|preguntas
AUSUBEL |ocupa a los alumnos vy |para:
principalm | Diferenciaci | ayudarlos a|estimular
ente de la|on inducir re-cuerdos,
adquisicid |progresiva. |aspiraciones motivar,
n, Consolidaci |realistas de logro|expli-
retencion |6n educativo. (p. 23. |caciones,
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MORLES

SHUELL

y uso de

aprender
cuerpos
de
informacioé
n

potencial
mente
significa

tiva

Asimilacion |Conservar la

, retencion. |salud. Despertar

Integracion |el interés. Utilizar
material de

Aplicaciéon. |aprendizaje
significativo.
Seleccionar el
ambiente de
estudio.

Fase inicial. | Repasar mapas

Fase conceptuales.

intermedia. | Solucionar

Fase final. |problema.
Responder
preguntas.

promover
de
de

emision
juicios
valor y para

la creacion.
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GAGNE

Motivacion.

Comprensi
on.

Adquisicion

Retencion.
Retroalime
ntacion vy
afirmacion
del

aprendizaje

Evaluacion
del

desempeiio

Recordacio
n,
recuperacio

n general.

Cambiar
estimulos.
Informar
objetivos.
Estimular el
recuerdo...
Presentar el
material de
estudio. Orientar
el aprendizaje.
Producir la
conducta.
Retroalimentar
Evaluar el
desempefio.
Mejorar la
retentiva.

FUENTE: Instituto Internacional de Andragogia. I.N.S.T.1.A. Bases

Teodricas de la Andragogia.

Modulo

de Integracion de funciones reales.
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El Médulo Instruccional sobre los métodos esenciales de

Integracion de funciones reales, desarrollara entre otros aspectos:
Definicion de integral, integracidn por sustitucion simple, por parte,

por fracciones parciales y por sustitucion trigonomeétrica.

De acuerdo a esta resefia el médulo es muy ambicioso, de
ahi su extension y el forzoso tratamiento superficial, dejando sobre
el participante la responsabilidad de profundizarlo segun sus
intereses y disposicion personal. Este es un aspecto a considerar
en el momento de evaluar pues debe recordarse que, en
andragogia el propésito no es verificar el logro de los objetivos
programaticos sino los avances Yy progreso personal del
participante, asi como los aportes recibidos de la experiencia

profesional del facilitador.
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Definicion de Términos Basicos

Actitud: Disposicion del animo manifestado
interiormente. (Diccionario Enciclopédico Océano Uno. Color, 1996)

Aplicacion: Solucion de problemas basandose en los
aprendizajes realizados. (Morles, 1995).

Aprendizaje: Proceso mediante el cual se obtienen
nuevas conocimientos, habilidades o actitudes a través de
experiencias vividas que producen algun cambio en nuestro modo
de ser o actuar. (Michel, 1997).

Asimilacion: Proceso activo de relacion, diferenciacion e
integracion con los conceptos que ya existan. (Ausubel, 1986).

Condicionamiento Operante: Proceso de aprendizaje
mediante el cual se hace que una respuesta llegue a ser mas
probable o frecuente. (Bigge, 1975).

Destrezas Motoras: Se aprenden por medio de las
demostraciones, la actividad, la informacion verbal y mediante la

solucion de problemas. (Suéarez, 1996).
Modulo Instruccional:

Conjunto de medios didacticos que ayudan a conseguir la
instruccion. En la unidad base de recursos didacticos que sirven al
alumno y al profesor para lograr que el proceso instructivo se

desarrolle eficientemente. (Diccionario Océano, 1999).
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“ “Introduccion =

Integracion
+¢ Integracion por Férmulas El sistema educativo requiere
< Integracién por Sustitucion Simple cambios, fundamentalmente los

referentes a capacitacion y
actualizaciéon, que han tomado
una importancia significativa en
los dltimos tiempos. Estas
transformaciones exigen que el
Racionales docente a través de médulos

instruccionales este incorporado y

comprometido con la reforma
educativa, tendiente a lograr mayor eficacia.

+¢+ Integracion por Partes

*

%+ Integracion por Sustitucion
Trigonométrica

.,

+* Integracion Para Funciones

Este médulo permite, a quienes se desempefian en la
educacion superior, crear estrategias y técnicas para lograr el éxito
del manejo educativo, con la finalidad de obtener conocimientos.

Es conveniente proseguir la reforma educativa orientandola
hacia un cambio en el sistema y en el modelo, como una alternativa
valida en el cuestionamiento de la sociedad actual. Estas
revoluciones se refieren a la eficiente estructura del hecho
educativo, por ello, se debe incorporar el médulo instruccional de “
Integracion de Funciones Reales ”, para asegurar la mayor
participacién, democratizaciéon y responsabilidad, con el fin de
responder a los propdsitos de esta investigacion.

“Es una reflexion penosa para un hombre considerar lo que ha
hecho, comparando con lo que debié hacer”

Sam Johnson
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Orientaciones para el Desarrollo del Médulo

Para el desarrollo del presente modulo instruccional es necesario

que sigas las siguientes orientaciones:

1. Lee los objetivos del médulo y asegurate de haber entendido lo

que ellos expresan.

2. Desarrolla la evaluacién diagnoéstica, y luego compara las
respuestas con el patron de correccion. Si la respondes con una

exactitud de 100% pasa a tomar la autoevaluacion final.

3. De no lograr el 100% de respuestas correctas, identifica los
objetivos no alcanzados. Los cuales aparecen en el andlisis de
tarea y en la Pag. una vez identificados debes completarlos
desarrollando las sesiones de trabajo que contempla dichos

objetivos.

4. Después de haber logrado los objetivos, pasa a tomar la

autoevaluacion final.

5. Si respondes la autoevaluacion con una exactitud de 100%,
solicita a tu facilitador la prueba de verificacion final; en caso de
aprobarla, has finalizado con las actividades previstas en este

maodulo de aprendizaje.

De no lograr el 100% de respuestas correctas, debes consultar a tu
facilitador para recibir las orientaciones al respecto y/o revisar

nuevamente los objetivos no logrados.
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FLUJOGRAMA DE LA SECUENCIA DE ACTIVIDADES DE

INICIO

LEE LAINTRODUCCION
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LEE LAS ORIENTACIONES PARA
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v
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AUTOEVALUATE

COMPARE TUS RESPUESTAS CON
LA MATRIZ DE CORRECCION

v

Diagrama de Flujo

APRENDIZAJE:

NO
¢(OBTUVISTE EL

100% DE
RESPUESTAS

CORRECTAS?

DESARROLLA LAS EXPERIENCIAS
DE APRENDIZAJE EMANADAS DEL
MODULO

REALIZA LOS
EJERCICIOS
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SOBRE LOS
RESULTADOS

Si

¢OBTUVISTE EL
100% DE

RESPUESTAS

CORRECTAS?

DESARROLLA LA AUTOEVALUACION
FINAL

l

COMPARA TUS RESPUESTAS CON
LA MATRIZ DE CORRECCION DE LA
AUTOEVALUACION FINAL

NO
¢(OBTUVISTE EL
100% DE
RESPUESTAS
CORRECTAS?

SOLICITA PRUEBA DE VERIFICACION
A TU FACILITADOR

NO
¢(APROBASTE

IDENTIFICA LOS OBJETIVOS NO
LOGRADOS

PRUEBA DE
VERIFICACION?

FIN




Objetivos del Médulo

T S, e e

OBJETIVO GENERAL

Durante el trabajo permanente y responsable de este moédulo
instruccional, el estudiante desarrollara habilidades y destrezas
mediante la comprension, ejecucion de la integracion a través del
esfuerzo, dedicacion, disciplina y trabajo organizado que le permita
combinar principios, teoremas, técnicas y artificios (elementos
conceptuales, procedimentales y actitudinales) para aplicar sus

conocimientos a problematicas posteriores.
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‘Objetivos Especificos —

Para el logro del objetivo propuesto, el estudiante debera poseer una vision
integradora y un dominio conceptual, procedimental y actitudinal para:
I Sesion

1. Adquirir el concepto de la integral indefinida o primitiva de

una funcion.
2. Plantear y resolver problemas en las que se apliquen el
meétodo de integracion por sustitucion simple.

3. Calcular las integrales mediante el método de cambio de

variables.

Il Sesion

4. Calcular integrales mediante el método de la integracion por

partes.

5. Calcular intégrales trigonométricas

11l Sesion
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6. Aplicar las técnicas de descomposicion en fracciones parciales para el calculo

de integrales de funciones racionales.

Analisis de Tarea

Durante el trabajo permanente de este moédulo instruccional, el
estudiante desarrollard habilidades y destrezas en el estudio de
integrales de funciones reales a través del esfuerzo, disciplina y
trabajo organizado,

Aplicar las técnicas de descomposicion en fracciones parciales para el calculo de
integrales de funciones racionales.
Calcular intégrales trigonométricas

Calcular integrales mediante el método de la integracion por partes.

Aplicar las propiedades de las primitivas en el calculo de integrales

indefinidas.

Calcular las integrales mediante el método de cambio de variables.

Plantear y resolver problemas en las que se apliquen el método de
integracion por sustitucion simple

Adquirir el concepto de la integral indefinida o primitiva de una
funcion.
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10 Meta Final ; 9 al 2 Sub-tareas ; 1 Pre-requisitos

@ Evaluacion Diagnostica

VALOREMOS NUESTROS CONOCIMIENTOS PREVIOS

Instrucciones Generales:

% Los ejercicios aqui contenidos tienen como finalidad medir los

conocimientos respecto a la derivada de funciones.

s Al iniciar cada parte de la prueba lee detenidamente las

instrucciones y responde de acuerdo a ellas.

% Responde primeramente los ejercicios de menor grado de

dificultad para Ud.

s Trabaje en forma ordenada y pulcra procurando Illevar los

términos a su minima expresion.

Importante: No observe el patron de correccion hasta tanto no culmines la

totalidad de la evaluacion.
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| PARTE (VERDADERO O FALSO)
Instrucciones: A continuacion se presentan varias afirmaciones. Analiza si

cada una de ellas es verdadera o falsa. Explique su respuesta. Cada respuesta

correcta tiene el valor de un punto (1 Pto.)

1)Las integrales definidas surgen del concepto de

= L] 0 [T V7= Vo [ o ()

2)Sea la formula Idu =u+c se puede decir que

S ()
3) Dada la formula '[cosudu =COSU+C entONCesS €S......vvvvvneennnnn. ()
4) La identidad trigonométrica sen*Xx=cos*X—1 €S........ccevvvuenenen.. ()
5)La integral de I X°dX =5X+C S€ diCe UE €S......evivenenenenananennns. ()
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Il PARTE: COMPLETACION

Instrucciones: en cada una de las siguientes preguntas escribe el
termino que el da un significado verdadero a la
proposicién. Cada respuesta correcta tiene el

valor un punto (1 Pto.)

6) Dada Isenudu=

7) Sea tag’x =

)

P
8) La integracion de expresiones de la forma J.%dx donde el grado

de P(x)

9) La integral por partes Iudv =
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I11 Parte: SELECCION SIMPLE

Instrucciones: En cada una de las siguientes items selecciona la

alternativa que consideres correcta. Cada

respuesta
correcta tiene valor de un
punto.
10) La siguiente integral ngzdx = i \
a) 9x+c
iPiensa!
5
b) 9x*+¢ Una seccion del
5 liceo tiene 37
C) X’ +c¢C
alumnos y se
N requiere formar
d) 9?+ c equipos de
basquet (5
NG jugadores)
e) 9? +C equipos de
fatbol (11

L . jugadore in
11)La siguiente férmula Iu”du = 1H9200se 5
que sobre ni
falte nadie.

¢cual debe ser

n+5 el nimero total
a) 5 +cC de equipos?
n+5
b +C
) 5u 4
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3n+5

\
12) La Identidad Trigonomeétrica tanxcotx =
iDiviértete!
a) senx Dos numeros

cumplen las
b) senx+cosx

siguientes
C) 1 condiciones: la
d) 9 suma de ellos

cuadruplica al

7
13) integral J.Fdx

menor y su
producto
4
a) 5x"+c
duplica al
3
X mayor de ellos
b) Z +C
¢Cuales son los
x4 ndmeros?
c) 7|—|+c
—4

e

14) dada la integral Ide
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a) 2x*+c

b) x*+c
C) 2x+¢C

d) 2x*+c

IV PARTE.(DESARROLLO)
Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios en forma ordenada

y detallada.

N . dx
15.- Resolver la siguiente integral I—3
X

x* +3x% -5

16.- Hallar la siguiente integralj

17.- Determinar dex
1+X

18.- Obtenerjsensxcos xdx

19- Calcular Jarcsen Xdx

I dx
20- Determinar x? -25

\

jPiensa !

Juan y Pedro
hacen apuestas
mutuas.
Inicialmente
entre ambos
tenian Bs. 1.000

y al perder Juan

un medio de lo
gue teniay
luego un medio
a lo anterior
iguala a lo que
tenia Pedro al
comienzo.
icuantos
bolivares tenian
Juan y Pedro,
respectivamente
, al comienzo
del juego?

R el




[o]

Matriz de Correccion

Respuestas a la evaluaciéon diagndéstica

I PARTE: VERDADERO O FALSO

1) Las integrales definidas surgen del concepto de
F= LY AT [T gV 7= Tox o] o PR V)

Respuesta:
Si, porque la integracion es lo inverso de la derivacion.

2) Sea la formula Idu =U+C se puede decir qUe €S.........cccevennn.. )
Respuesta:

Es una formula de la tabla de integracion
3) Dada la formula '[cosudu =COSU+C eNntONCES €S...cvviiiiiineennnnnnn. (3

Respuesta:

Porque la solucién de la integral anterior es senu+c
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Respuesta:

La identidad trigonométrica es: sen”x+cos® x =1
5) La integral de I N e e o =Y S (@)

Respuesta:

6
. X
La solucion es E +C

Il PARTE: COMPLETACION

6) Dada Isenudu: —COSU+C

7) Complete la siguiente identidad tan’x +1
Respuesta:

sec? x

)

P
8) La integracion de expresiones de la forma I%dx donde el

grado de P(x) es menor que Q(X).

9) La férmula por partes es:

Respuesta:




_[udv = uv—jvdu

111 PARTE: SELECCION SIMPLE

10) Dada la siguiente integral ngzdx =
3

X

d) 9—+c
) 95+

ngzdx: Sacando la constante de la integral, nos queda.

3

X
9.[ x2dx :9?+ c Resolviendo la integral

11) La siguiente formula Iu”du =

12) La Identidad Trigonomeétrica tanxcotx =
01

tanxcotx =1
Sen X Cos X

COSX SenX

7
13) La integral J‘?dx




14) Dada la integral I2dx
C) 2Xx+cC

.[de :ZI dx Sacando la constante de la integral

2x+c¢ Integrando

IV PARTE: DESARROLLO
dx
PROBLEMA # 15: [
Solucion:

El denominador pasa al numerador, con exponente negativo, esto
es por propiedad de potenciacion

= x e

haciendo uso de la formula N°© 2




PROBLEMA # 16:

x* +3x* -5 x* 3x° 5 . .
:J.f :J.de+dex—J.;dx (Aplicando las propiedades de

las integrales)

dx . L
:Ix3dx +3j xdx —5]7 (Por propiedades de potenciacion)
x* 3x?
=T+T_5L|X|+C (por formula 2 y 7)
Solucion del ejercicio #17 %dx Lo primero que hacemos
+ X

va ha ser el cambio de variable y llamaremos t=1+x* luego
derivamos esta funcion y nos queda;
dt =2xdx hay que observar que el no esta en la funcién original,

por esto dividimos y multiplicamos por 2 para no alterar la

integral.




Lt
27 t

y aplicando la formula # 2 de toda la tabla nos

queda

1 - .
Elnt+c y sustituimos de nuevo la variable nos queda

%In(1+ x*)+c¢

Solucién del ejercicio # 18 : jsen3xcosxdx

Realizamos el cambio de variable, u=senx, donde la derivada
es du = cos xdx

Y sustituyendo la integral original tenemos:

jsen3xcos xdx = J'(senx)3 oS xdx = Iu3du

3+1

y aplicamos la formula #1 U +C
3+1

4
nos quedas uT+c y restituyendo la variable

(senx)’ e sen*x

+C
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Solucién del ejercicio #19Ix2exadx

Sabemos que u=x’y la derivada u=x%dx

zj.xzexsdx =%I3X26ngx (y haciendo cambios de variable
tenemos)
=%je”du (esta es una integral conocida enumerada
# 5)

=lj'e“du :le“ +C
3 3

y luego restituyendo la variable nos queda

1
==X +c
3

Solucién de la integral # farcsen xdx

i dx
Haciendo u=arcsen x,du:? y dv =dx,v=x

—X

—Iarcsen xdx = xarcsen x—J.LdX (Aplicando la formula por
V1-x®

partes)

=xarcsenx ++v1-x* +c (integrando el segundo

termino)

120




dx
Determinar '[\/x2 -25

Solucion del # 20: Sea x=5sec#, donde 0<6’<% si x>5 vy

3
IMT<0<—-IT si x<-5. Entonces, dx=5secag&dd vy

2
VX2 =25 = \/25sec? 625 (Sustituyendo x por 5secé)
:\/25( sec’ x -1 ) (Sacando factor comun)
:5\/ta9720 (Por identidad trigonomeétrica)
=5tagd (Simplificando el radical)
Por lo tanto,

J- dx :ISSecataané?
VX% =25 Stané

los cambios realizados)
= [ secado (Simplificando)

(Ahora la integral original se sustituye por

=Injsecd+tand|+c (Por tabla de integrales)




'«'\N«'«'«?\q'«'«?\q'«'«?\q'«'«?ﬂ'«?ﬂ'«?ﬂ?«?ﬂ'«?ﬂ'

jPiensa!

Un ndmero
entero se
llama capicuo
Si leido en el
orden normal
( de izquierda
a derecha ) o
leido en el
orden inverso
(de derecha a

Estrategias de Aprendizaje

izquierda) el
no cambia. Asi
Para el logro de los objetivos propuestos en esta actividad de por ejemplo
. . , 121 es
aprendizaje, se presentan tres alternativas que te ayudaran a desarrollarlos. B EOIbeT
Escoge la que més te beneficie y se ajuste a tus posibilidades. 122 no lo es.
¢Cuantos
Alternativa 1 Estudio del material bibliografico que se nameros
sefialan a continuacion: capicdos hay
entre 500y
1.000?

EDWARDS Y PENNEY. (1994) “Calculo con Geometria
Analitica” Prentice Hall Hispanoamericana, S.A. México Pag.
481 a 508.

LEITHOLD LOUIS (1992) “ Calculo con Geometria Analitica” Harla
S.A. de C.V México, Pag. 687 a 712.

GRANVILLE/ LONGLEY. (1967) “Calculo Diferencial e Integral ”
Uteha. S.A. Espafa Pag. 227 a 274.

Consultas las paginas sefalas en la bibliografia anterior a objeto

de lograr los objetivos propuestos.




Alternativa 2
Lectura y estudio del material anexo en este mddulo instruccional,
que se encuentra a partir de la pagina ---- el cual esta disefiado

para alcanzar los objetivos propuestos.
Alternativa 3

Una alternativa propuesta por ti, que te permita alcanzar los

objetivos propuestos.

Consultar con tu facilitador, para que recibas las instrucciones al

respecto.
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Concepto de la Integral Indefinida o Primitiva de una
Funcion

Método de integracion por sustitucion simple

Integracion mediante el Método del Cambio de Variables.

de Trabajo

|

10N

Se_s




- - 1
Obj etivo Adquirir el concepto de integral indefinida o
primitiva de una funcién.

Especifico
Definicion

La integracion es el proceso inverso a la derivacion. Esto quiere
decir:

Sea y = f(x) una funcién. Sea y' = g(x) la derivada de y = f(x) Si
calculamos la integral de la funcion g(x), obtendremos como
resultado f(x).

Sin embargo, esta definicion de integral es poco desarrollada (esto
quiere decir que nos hemos quedado como estdbamos). Se
comprende mejor el concepto de integral sabiendo que surgi6o (fue
descubierto por Leibnitz y Newton) para resolver problemas de
medidas (medir longitudes de curvas, superficies, volumenes).

La integracion es una suma (el signo de integral surgi6 como
deformacion del signo sumatorio).

En el siguiente trabajo se puede encontrar algunas de formulas
de integracion. Es probable que la integral que tengas que resolver
esté en una de esas féormulas, pero si utilizas las formulas no
aprenderas a integrar.

Solo debes saber las integrales méas elementales (las que se
derivan directamente de las formulas de las derivadas
equivalentes), las demas se obtienen aplicando métodos muy
variados.
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Método de cambio de variable: Es el método mas frecuente.
Consiste en hacer una expresion (elegirla es lo dificil) igual a una
nueva variable (por ejemplo t), calcular la derivada de esta nueva
variable y sustituir estos datos en la expresidn que queremos
integrar. En muchas ocasiones las integrales que se obtiene es mas
sencilla que la original y asi podemos integrarla.

Observa la expresion que tienes que integrar con detenimiento.
Este es el mejor consejo. Si ves que la expresiéon se puede
descomponer en dos partes y una de ellas es la derivada de la otra,
iguala esta dudltima expresibn a t, a continuacion deriva esta
expresion y sustituyes todo en la integral.

Si la expresion a integrar tiene una raiz cuadrada con dos
términos (si son cuadrados perfectos es probable que sea el
método mas adecuado) sumados, dibuja un triangulo rectangulo y
pon la raiz en la hipotenusa y en los catetos la raiz cuadrada de
cada uno de los sumandos. A continuacion llama t a uno de los
angulos agudos del tridngulo y utiliza las relaciones trigonométricas
(seno, coseno y tangente) para hacer las sustituciones.

Si la expresién a integrar tiene una raiz cuadrada con dos
términos (si son cuadrados perfectos es probable que sea el
meétodo mas adecuado) restados, dibuja un triangulo rectangulo y

Hasta ahora hemos definido la integral como una operacion la
inversa de la derivacion. Pero en muchas aplicaciones del
Calculo integral es preferible definir la integracion como un
procedimiento de la suma. limitadas. Histéricamente el signo
integral no es otra cosa que la S larga, empleada por lo
primeros autores para indicar la palabra suma.

pon la raiz cuadrada del término positivo en la hipotenusa y en los
catetos la raiz cuadrada de cada uno de los sumandos. A
continuacion llama t a uno de los angulos agudos del triangulo y
utiliza las relaciones trigonométricas (seno, coseno y tangente)
para hacer las sustituciones.
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Si la integral es trigonométrica debe tener en cuenta las
siguientes identidades:

sen®x + cos’x = 1

1 + tag®x = sec®x

1 + cot?x = csc?x

sen®x = 1/2(1 - cos2x)

cos®x = 1/2(1 + cos2x)

sexcosx = 1/2sen2x

sexcosy = 1/2[sen(x - y) + sen(x + y)]
sexseny = 1/2[cos(Xx - y) - cos(X + y)]
cosxcosy = 1/2[cos(X - y) + cos(X + y)]
1 - cosx = 2sen®1/2x

1 + cosx = 2co0s?1/2x

1+ senx =1+ cos(1/2 - x)
1-senx=1-cos(1l/2 - x)

Método de integracion por partes:

La formula de la derivada de un producto de funciones u y v es:
d(u.v) = u.dv + v.du
Si integramos esta ecuacion nos queda:
u.v =0 u.dv + 0 v.du
O u.dv = uv - 0 v.du
Supongamos que tenemos que integrar una expresion y hacemos
una parte de la expresion igual a u y la otra parte igual a dv. Si
podemos calcular du, v y 0 v.du, tendremos resuelta la integral.

Método de las fracciones simples:

Al aplicar este método si no ha funcionado los otros dos.
Si tenemos que integrar una fraccion de polinomios, y el grado del
polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del
denominador, descomponed el polinomio en factores.
Se pueden dar los siguientes casos:
Todos los factores son distintos y de la forma ax + b
Los factores son de la forma ax + b pero hay algunos factores
iguales.




Todos los factores son distintos y de la forma ax® + bx + ¢

Los factores son de la forma ax® + bx + c pero hay algunos factores
iguales.

Formulas de integracion

TABLA DE INTEGRALES

a1 _ 2 _
o Id;=j+|:' W) Isec J.'.:ix—_[ms]xdr I{l +tanx)dx = tanx +¢
w+l
o J-;'dt = j+1 + (13) Isecxtan:;dx= seck +0
zixfr =A% te
(3
dr 1 L4
@ 2 ¥ +e ” I — arcIemMx + 0
-1
[e¥dr=é&"+c I dr = arocosy +¢
3
) (15) l=x
a* 1 -
© J-a".:i; - E+.:- 15) I1 n rga'x arctanx +o
-1 B
- I% = Llxl+¢ . ‘[;—;i = dy = arccosecy +0
Isemdx=—cnsx + I;tﬁ = GFC BB X +
® ag) | xEE-L
_[ S oty +
9) [c=5.75:= ML+ 19) mj I=arecomxy +¢

= [ SENE o _ _
a0) Itmzdr—lm”ci:— Lleos x| +¢

_ feosx 5 _
) Jn:u:l:xdx— senxdx Lisenx|+c¢
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NOTA: La constante arbitraria C, es una constante de integracion y es una

cantidad independiente de la variable de integracion.

METODO DE INTEGRACION SIMPLE

Es un método que nos ayuda a resolver integrales de una manera muy simple
utilizando la tabla de integracidn, por lo tanto es recomendable aprenderse las
formulas mas importante ya que nos facilitara él calculo. La integracion depende de
ultima instancia del empleo de una tabla de integrales. Cuando en un caso dado no se
encuentre en la tabla ninguna forma semejante a la integral dada, a menudo es posible

transformar la integral de manera que se puedan aplicar las formulas de la tabla.

129




Teorema 1: La integral indefinida de la suma
algebraica de dos o varias funciones es igual a la
suma algebraica de sus integrales.

[Lf 100+ 2001dx =] £1(x)dx + [ £2(x)dx

Teorema 2: El factor constante se puede sacar
fuera del signo de la integral, es decir, si
a = constante, entonces:

[afcxydx =a f (x)dx
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Informate!
La integracion
aunque no con ese
nombre la abordo
en la antigliedad
Arquimedes
(¢287-212? a.c);
sin embargo, el
desarrollo
sistematico del
calculo se
atribuye a lsaac
Newton y
Gottfried Wilhelm
Leibniz , muchas
mentes
esclarecidas,
pedro de Fermat,
Galileo Galilei,
Juan Kepler
contribuyeron al
nacimiento del
Calculo y a Isaac
Barrow un
profesor de
Newton le Falto
poco para
comprender la
intima relacion
que existe la
derivada y la
integracion.




Objetivo Aplic_a_r las propiedades _ de las
primitivas en el calculo de integrales

indefinidas

Especifico

INTEGRACION POR SUSTITUCION SIMPLE:

EJEMPLO 1: I(a + bx? )2 dx

Solucién:

_[(az + 28.bX3 + bZX6 )jX ( Resolviendo el producto notable)

jazdx + J 2abx3dx + J bZXGdX (Aplicando las propiedades de la

integracion, el teorema # 1)

az I dx + 2abj X3dX + b2 I XGdX (Por tabla de integrales, formula # 2)

, 2abx® b*x’
a’x+=—

+C (Resolviendo cada integral)

EJEMPLO 2: Encontrar Iq/prdx

Solucién:

J.1/2 pxdx :J. (2p*+/x )dx (Separando ambos factores)

:.[ 2p*x}/2dx (Llevando a exponente

fraccionario el

radical)




:1/2pJ'x 2dx (Por propiedades de integracion,

teorema 2)

%+1
=.,/2p X +cC (Por tabla de integracion, formula 2)
1

L+

=%,/2 px% +cC (Efectuando operaciones)

=§ 2px® +c (Introduciendo x bajo el signo radical)
2 . - :

:§X 2px +cC (Simplificando el radical)

EJEMPLO 31 [(Vx +1fx—x + 1)
Soluciodn:
I ( x/x =x2 +4/x +x-+/x +1 )dx (Aplicando la propiedad

distributiva)

=I(x X —X+X +1)1x (agrupando los términos semejantes y

simplificando )
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= | xo/xdx + | dx (Aplicando las propiedades de la

integral,

teorema # 1)

= Ix*x%dx+_[dx (Convirtiendo el radical en exponente

fraccionario)

= Ix%dx+_|'dx (Resolviendo la adicion de los exponentes)

&
=——+X+¢ (Por formula # 2)

+1
%+1

%
X ix+c (Efectuando la adicion)

%

EJEMPLO N° 4: Encontrar: jtagzxdx

Solucién:

jtag25xdx=j( sec’x—1 Jdx (Por identidad trigonométrica)

J.seczxdx—jdx (Separando cada termino)




tagx — x+¢ (Resolviendo la integral)

EJEMPLO N° 5 ENCONTRAR: J3X5dx

Solucion:
jsxsdx:3jx5dx (Por propiedad de la constante)
=§x6 +C (Resolviendo por propiedades de

integracion)

L (Simplificando)

EJEMPLO 6: ENCONTRAR: j(1+\/§)3dx

Solucion:

IdX+I3&dX+I3XdX+I\/FdX (Se desarrolla el producto notable

Aplicando el teorema N°© 1de la
integracion a cada  término)

:.[dx+3'|'x%dx+3.[xdx.[x%dx (Convirtiendo los radicales en

exponentes
fraccionarios y aplicando propiedad

de

integrales)




32 gty st

=X+ + + +c (Por la tabla de integrales)
L+ 141 341

= x+3*§x% +§x2 +§x% +c¢ (Resolviendo las adiciones)

3 2 . .
=X+ 2/x° +§x2 +g\/x5 +c  (Llevando los exponentes fraccionarios

a
radicales)
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ObJ etivo 3 Calcular las integrales mediante el método
de cambio de variables

Especifico

METODO DE INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Supongamos, que es preciso hallar la integral:
j f (x)dx
Pero, no podemos elegir inmediatamente la funcién primitiva para f

(x), aunque sabemos que esta exista.

Realicemos el cambio de variable, en el elemento de

integracion haciendo.

X=vy.(t)

donde y (t ) es una funcion continua, lo mismo que su

derivada, y tiene una funcion inversa, entonces dx = y, (t) dt .

Aqui se sobreentiende, que la variable t sera sustituida
después de la integracion del segundo miembro de la igualdad, por

su expresion en funciéon de x.

La sustitucion es transformar la integral dada a una
integral conocida. Con frecuencia se puede transformar una integral

que no aparezca en alguna tabla de intégrales en otra que si esta.
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EJEMPLO # 1: ENCONTRAR : jxsen(l—xz) dx
Solucion :

jxsen(l— X2) dx
Como puede observarse la integral no es inmediata, por lo tanto
tenemos que hacer un cambio de variable para poder resolver la
integral, procederemos asi:

La sustitucion es: u =1 — x 2 y luego se deriva esta funcion du =
- 2xdx

Hay que observar que el 2 no esta en funcién original por lo tanto
hay que dividirlo por 2 para no alterar la funcién.

du = - xdx
2

luego Ixsen(l— x%)dx = — %I(—Zx)sen(l— x*)dx

entonces queda, sustituyendo

—% j senudu

y es una formula conocida que la N° 8

—%(—cosu)+c

Sustituyendo, nos queda:

= %COS(].—XZ)-}-C
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J.(x2 +1)2xdx

Haciendo el cambio de variable en la integral original

u :(x2 +l)
du = 2xdx
I(xz +1)2xdx :Iudu :(ETJ+C

Sustituyendo el cambio de variable en la integral.

2
:[X 2+1]+c Restituyendo la variable original.

Aplicando la féormula # 2

EJEMPLO # 2: ENCONTRAR : _[xcotg(xz +1)dx
Solucidn:El procedimiento es muy parecido a la anterior.Llamamos u = x2+1 y la
derivada es du = 2xdx como se puede observar el 2 no esta en la funcion original por

lo tanto hay que dividirla'y multiplicarla por 2 para que no se altere la integral.

jxcot g(x* +1)dx = %chot g(x* +1)dx

luego sustituimos por le cambio de variables y nos queda

%jcot gudu

esta ya es una integral conocida y se busca en la tabla, que es la #

9 y queda:




% In|senu|+ ¢ = % In‘sen(x2 +1)‘ +C

EJEMPLO # 3 : ENCONTRAR Ixzexsdx Solucién:

Como puede observarse en esta integral e esta elevado a la x?, si
Ilamamos :

u=x

La derivada es du =3x’dx,como puede observarse hay que

multiplicar y dividir por tres y nos queda:

.[xzexs dx = %Isz.ex3dx

sustituyendo la variable, y usando la tabla que es la # 5 resulta
1J'e“du Sleieote oo let e
3 3 3 3

2
EJEMPLO # 4:ENCONTRAR J.X—-de
X_

Solucion:
Como puede ver la integral es una division de polinomios, por

lo tanto hay que resolver primero la division, por lo tanto se

procede asi tomando en cuenta lo siguiente.
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Cuando el grado del polinomio dividendo es mayor o igual que

el grado del polinomio divisor, es necesario ejecutar previamente la

division del polinomio.

xX2+1 Xx—1
X2 + %o x +1
X+1
- X+1
2
D=d.c +R
X*+1=(X-D(x+1)+2+(x-1)
2
X+l (x +l)+i1 Al ejecutar la division nos queda
X+1+_2 , luego nos queda
Xx—-1

la integral se convierte

jxdx+Idx+2]%
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La primera y la segunda integral son directas aplicando la formula
la#2y #1

En la tercera hay que hacer una sustitucion y llamar u=x-1y la

derivada du =1dx y la integral nos queda
dx du
2| —=2|—
Jx—l J‘u

y al resolver y aplicar la formula conocida

2Injul+c

dex+Idx+2I%:§+x+2ln|x—]1+c

2
X
la respuesta es > x+2Inx=1+c

EJEMPLO N© 5: ENCONTRAR: .[(xz +2)sen(x* + 4x — 6)dx

Solucioén:
Para resolver la integral procedemos asi:
Primero llamamos u = x° +4x-6
Y aplicamos la derivada
du = 2x+4

Luego factorizamos
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du= 2 (x+2) vy dividimos y multiplicamos por 2 para que no se
altere la funcion y el integral queda:

I(xz +2)sen(x? +4x —6)dx = %I 2(x+ 2)sen(x2 +4X — 6)dx

Luego se tiene

Ejsenu.du , lo que implica que es una integracion inmediata.

1Isenu.du = 1I(—cosu)+c:>lcosu +C
2 2 2

Sustituyendo los valores de u nos queda

—%cos(x2 +4x-6)+cC

EJEMPLO NP©° 6: ENCONTRAR.I\/senx. cos xdx

Haga la sustituciéon t = senx Yy su derivada es

dt = cosx.dx y por lo tanto la integral

J«/senx. cosxdx = _[\/f.dt que es igual a




aplicando la ecuacion # de la tabla nos

[tz

queda

1
tra+ 1l lo que queda es igual a

‘ =

+ 1

NN
—_
w
X
+
o

Sustituyendo la variable original queda

2 3
—sen3x+c

EJEMPLO # 7: ENCONTRAR Igdx
V1+X

Resolviendo llamamos u=x? +1 siendo su derivada du= 2x

Como el no esta en la funcién principal multiplicamos y dividimos

por 2 y nos queda:

[ ot i

como hay que llevarlo a una formula conocida y resolviendo nos

queda
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y sustituimos variable nos queda

X
———dx=x"" +c
J.\/x2+1
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ObJ etivo 4 Calcular integrales mediante el método

de la integraciéon por partes.

Especifico

INTEGRACION POR PARTES

De la formula para la derivada del producto de dos funciones
se obtiene el método de integracion por partes. Si f y g son

funciones diferenciables, entonces.

Dx[f (x)g(x)]= f(x)g" () + g(x) f"(x) & f(x)g"(x) = Dx[f (x)g(x) - g(x) f"(x)]

Al integrar en cada miembro de esta ecuacion se obtiene.

fOAg'(Ydx = [ Dx [f(x) g1 dx - [ gG)f '()dx

f()J'{)g’(x)dx = f(x) g(x) - I g()f '(xX)dx ( Ecuacion 1)

La Ecuacion () se llama formula para integracion por partes; una

manera mas adecuada de escribir esta formula se obtiene al hacer.

u=~fx) vy v=9()

du=f*'(X)dx y dv=gXx)dx

Asi que la ecuacion (1) se transforma en




udv = uv — | vdu

La ecuacion (1) expresa la integral udv en términos de otra
integral, ,fvdu. Por medio de una eleccion adecuada de u y dv puede
ser mas féacil evaluar la segunda integral que la primera, para ello

aplicamos la palabra ILATE que significa lo siguiente.

Recuerde:

La técnica ILATE es una
ayuda, pero no resuelve
todos los problemas, ya
que no es una técnica
general.

I : Funciones Inversas.
: Funciones Logaritmicas.
: Funciones Algebraicas.

: Funciones Trigonomeétricas.

m - >

: Funciones Exponenciales.

Se aplica de la siguiente manera, se observa las dos
funciones llamandose dv aquella que este mas a la derecha de la
palabra ILATE.

También es conveniente tener en cuenta los dos criterios
siguientes:

1. la parte que se iguala a dv debe ser facilmente integrable.

2. jvdu no debe ser mas complicada que judv

Ejercicios:

1) _[ xInxdx

Aplicamos la palabra ILATE
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Observemos jx Inx dx

La funcién logaritmica va primero que la funcién algebraica en la

palabra ILATE por consiguiente llamamos u a Inx y a dv a xdx.

Es decir u = Inx dv = xdx

Derivamos (u) du = ( 1/x) dx Integramos (dv) jdv:jxdx
v = (X?/2)

Sustituimos en la ecuacion (1) Idv:juv—jvdu

j udv = Inx (xX3/2) - j (x3/2)(dx/X)

R

Ix Inx dx = (x*/2)Inx — I(X/Z)dx por propiedad de potenciacion

= (1/2) xX? Inx - (1/2)jx dx por teorema # 2 y aplicando la
formula # 2

= (1/2) X? Inx - (1/2)(X*/2) + c

= (1/2) x* Inx - (1/4)(x®) + ¢
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2) _[ X cosx dx

Aplicamos la palabra ILATE

Observemos:j X cosx dx

L1J

trigonométrica
algebraica

La funcién algebraica va primero que la funcion trigonométrica en la

palabra ILATE por consiguiente llamamos u = Xy a dv = cosxdx.

Derivamos (u) du = dx Integramos (dv) _[ dv = j cosxdx
V = senx

Sustituimos en la ecuacién I udv =u.v - _[ v.du

!

_[ udv = senx - _[ enx dx resolviendo la integral queda:

!

du

J' X cosx dx = x senx - (-Cc0SX) + C = X senx + COsSX + C
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3) | Tan'x dx

Aplicamos la palabra ILATE

Observemos:_[ Tanix  dx

|

algebraica

Inversa

La funcidn inversa va primero que la funcién algebraica en la

palabra ILATE por consiguiente llamamos u = Tan™’x y dv = dx.

Es decir u = Tan*x dv = dx

Derivamos (u) du = (dx/1+x?) Integramos (dv) _[ dv =j dx

vV =X

Sustituimos en la ecuacion J. udv =uv - _[ vdu

_[ udv = Tan'x (x) - I x (dx/1+x?®) Aplicando la formula por
parte Lﬁ L‘J

u \Y; \Y, du

usando tabla integrales, la # 1
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Tan*x dx = x Tan™x - (17 2) (In (1+x%)) + ¢

4) _[ xZe*dx
Aplicamos la palabra ILATE
*dx

i

dv

Observemos '[

La funcion algebraica va primero que la funcidon exponencial en la

palabra ILATE por consiguiente llamamos u a x> y a dv a e*dx

Es decir u = x? dv = e*dx
Derivamos du = 2xdx Integramos (dv) I dv = J e* dx
v =¢e"

Sustituimos en la ecuacion J. udv = udv - _[ vdu

J. udv = x* e* - I e* 2xdx = xzex—zj e x dx
u v v du
Aparte resolvemos la integral j e“xdx u;p=x dv; = e* dx

du; = dx I dv1='|. e dx = ¢€*

_[ e*xdx = xex—j e“dx = xe“- e +c (Integral Il)
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Sustituimos la Integral Il en la Integral |

I x*e*dx= x*e—2((xe‘- e)+c=x’e-2xe*+ 2e°+c

6.- .CALCULAR: _[arcsen xdx

Lo importante de esta integral es identificar, cual es la funcion derivable y cual es la
gue vamos a integrar.

Aqui aplicamos los criterios 1y 2 y procedemos.

Como puede observarse es facil derivar la funcion arcsenx y la integracion dv=dx

X
u=arcsenx,du= T y dv=dx,v=x
—X

Aplican

xdx

= j arcsen xdx = xarcsen x —.[ N
1-x°

Como puede observarse la integral que nos queda es por

Sustitucion simple que estudiamos en la Sesion 1.

=xarcsenx +v1-x* +c (integrando el segundo

termino)

7.- Calcular jsenzxdx

Solucion: Como se puede observar, no se puede aplicar
I.L.A.T.E, es decir, aplicamos los criterios 1 y 2

Haciendo u=senx,du=cosxdx Yy dv = sen xdx,v = —CosS X
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= jsenz Xdx = —sen X cos X +Icoszxdx (Aplicando la formula por

partes)

= —Sen X Cos X +J‘(l—sen2 x)dx (Por sustitucion de identidad

trigonométrica)

1 o . .
= —Esen2x+.[dx—.[sen2 xdx (Por sustitucion de identidad

trigonométrica y haciendo uso de propiedades de integrales)

1 1 1
=2I sen’ xdx = —Esen2x +X+C Y _[sen2 xdx = P —Zsen2x +¢'  (Pasando

al primer miembro la integral del segundo)

8.- Calcular: J'sec3 xdx

Solucion: Nos podemos dar cuenta que esta integral no se
puede resolver por I.L.A.T.E. luego aplicamos los criterios 1 y 2.

Haciendo u=secx,du=secxtagxdx y dv=sec’xdx,v = tagx

_|‘sec3 xdx = sec xtagx — jsec xtag®xdx (Aplicando la formula por partes)
= sec xtagx — Isec x(sec2 X —1)dx (Por identidad trigonomeétrica)

= sec xtagx — J‘sec3 xdx + Isec xdx (Por propiedad distributiva)

2_|.sec3 xdx:secxtagx+jsecxdx (levando el segundo término al primer

miembro)

Luego,
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1
sec® xdx = E{ sec xtagx + Injsec x + tagx\ } +C
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ObJ etivo 5 Calcular intégrales por sustituciéon

trigonométricas

Especifico

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Si el integrando contiene una expresion de la forma
Ja®-u?,~Ja’ +u?,-u’-a’ ,donde a>0. Donde a es una constante,

puede transformarse en otras formas a bases de funciones
trigonométricas de una nueva variable z. Consideramos cada forma
COmo un caso separado.

Caso |1

El integrando contiene una expresion de la forma -/a®-u® , donde
a=>0. Introducimos una nueva variable z haciendo u = a senz,
donde.

0<z<()r siuz0 y (-Y)r<z<osiu<o

Entonces, du = a cosz dz, y

\Ja? —u? =-Ja’ —a%en?z =./a?(l-sen?z ) =a/cos? z

Como (—%)7[32 S(%)ﬂ', cosz > 0

Por tanto, -/cos’z =cosz, Yy -/a’—u’ =acosz
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Ya que senz = % y (—%)ﬂ' <z < (%)7[, se concluye que z = sen’

1[%
a

Para a Cambios

a —u u=asenz

<Ja?—u? =acosz

Ejercicio para el Caso |

J'\/ 9X—2X 2 Ix

Soluciéon Sea x =3 senz ,donde 0<z<(¥)rzr six>0 vy
(-¥)r<z<0

si Xx < 0. Entonces, dx =3 coszdz vy

J9—x? =-/9-9sen?z =3/cos?z =3c0sz

Por lo tanto

J-(9X—2x2)dx :ISSZ(:fZZZ(SCOSZdZ ) = [ cot” zdz ZI(CSCZ 2 -1ftz =

= -cotz—-2z +cC

Yaquesenz= (Y)x y (-¥)r<z<H®r z=sen*(¥)x.
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Para encontrar cot z, consultamos las figuras 1 (parax > 0) y la
\9—x?

figura 2 (para x < 0). Vemos que z
X

lo_y?2 _y?2
I : 2X dx =2 —senl(éjﬂz
X

Por lo tanto
X
A A
3
X 9—x?
) Z - )Z "
" X
g_x 2 3

Figural (x=0) Figura 2 (x<O0)

Caso Il

El integrando contiene una expresion de la forma -+/a’*+u® donde
a > 0. Introducimos una nueva variable z haciendo u = a tanz,

donde.

0<z <(%)7z’ siu>0 vy (—%)7;<z <0 si u<O
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Entonces du = a sec’zdz, y

Ja?+u? =-/a’+a’tan’z =a/1+tan’z =a/sec’z

Ya que (—%);z <7< (%);z, secz >1; de este modo “sec®z =secz

Y Ja’+u? =asecz

Ya que tanz = (%) Yy (—%)ﬂ' <7< (%)7:, se concluye que z =
-1
tan (%)

Para a Cambios

a?+u? u=atanz “Ja? +u? =asecz

Ejercicio para el Caso 11

J‘«/x 2 4+ 5dx

Solucién Sea x = /5 tan, donde 0<z <(%)7z' six>0 vy
(—%)72'<Z <0 six < 0. Entonces dx = -/5 sec’zdz y
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Ix?+5=-/5tan?z +5 =/5+/sec’z =-/5secz

Por lo tanto

j«/x2+5dx = 5x°+5x WXTES X o=
2 I N ( "
;Xw/x2+5+glnw/x2+5+x_25In£+c
Caso 111

El integrando contiene una expresion de la forma J'w/u2 —a’ donde

a=>0 .Introducimos una nueva variable haciendo u = a.secz, donde.
0<z <(%)7r si U200 y n<z <(%)7r Si u<-a

Entonces du = a secz.tanzdz y

Ju?-a® =-/a%sec’z —a’ :Jaz(seczz ~1)=a-/tan?z

Yaque 0<z < (%)ﬂ' o0 bien 7<z < (%)ﬂ', entonces tanz >0; de este

modo, -/tan’z =tanz, y tenemos -Ju’-a’ =atanz
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Como secz :% y z esta en 0,(%)7; v 7[,(%)7[
—gec (U
Z =sec (A)

Para a Cambios

u?-—a? u = a.secz Ju?-a? =atanz

Ejercicio para el Caso 111

J‘ dx
3

x3Jx?%-9

Solucién: Sea x =3secz donde 0<z <(;J7T Six>3y r<z <(2]7z Si

Xx<-3. Entonces dx =3secz tanzdz y

Jx? -9 =-/9sec?z —9 = 3/tan?z =3tanz
Por tanto

dx 3secz tanzdz 1 ) 1
= =— dz =—|(1 2
J.X%/XZ_g -[27sec323tanz 27 cos 26z 54-'.( +00522 )iz

1 1 1
=~ |z +-sen2z |+c ="(z +senz cosz )+c
2 54

54




z :sec—J.(;jx . Cuando x>3, 0<z <(;j7[ y se obtiene senz y cosz

de la figura 1. Cuando x<-3, 7 <z < [2]72‘ y se obtiene senz ycosz

. . x%-9 x?-9
De la figura 2. En cualquier caso, senz = yz-= y
X X
dx 1 4X x?-93
'[7: sec™ —+ — |+C =
x3/x2-9 54 3 X X
1 x Ax*-9
=—sec —+ ,— tC
54 3 18x
Figura 1 (x>3) Figura 2 (x<-3)
A A
-3 R
X /‘ x?-9
> x%-9 -X
3 x>-9




Solucidén: Sea x =5secz, donde 0<z <@j7z Si x>5 vy

<z <@j7z si x <-5. Entonces dx =5secz tanzdz y

Jx?-25 :\/(55ecz)2 25 =-/25sec?z — 25 :\/25(sec2 z -1) =5/tan?z =5tanz

Por lo tanto

J ax ISsecz tan zdz

= :jseczdz =Insecz +tanz|+c
x?2_-25 5tanz

Para encontrar tanz consultamos la figura 1 para x >5 y la figura 2
para x <-5. En cualquier caso secz :(éjx y tanz :(é}/xz -25

Tenemos, entonces.

X /x?-25

+C :In‘x +4/x 2 —25‘—In5+c =

dx
J.w/xz _25
In‘x ++/x2=25+c




Figura 1 (x=>5) Figura 2 (x<-5)

v

A/x? =25 —x?=25|/-x

v

X 2dx

2 e

Solucion: Sea x =2secz, donde 0<z S(;jﬂ' six>0 vy

(_Zl}zSZ <0 si  x<0.Entonces dx =2coszdz y

Ja-x? =J4—(25enz)2 =-/4—4sen’z =J4(1—senzz) =-J/4cos?z =2cosz

Por lo tanto

J- X 2dx :J»(Zsenz)z(Zcosz)dz :J-4senzz (2cosz)

J4—x? 2C0sz 2C0sz

dz = 4Isen22dz

Aplicando una de las ocho Identidades fundamentales
sen’z =1-cos’z




4jsenzzdz = 4J'(l—cos2 z bz = 4Udz —J'cos2 zdz ): 4Idz —4'[0032 zdz

=47 —4cotz -z +cC

oy Glrerelpfrz ()
Yaquesenz =| - |x Yy |—lr<z<|>|r,z=sen"z =] |X.
2 2 2 2

Para encontrar cotz , consultamos las figural para x >0 y lafigura 2 para

x <0 Vemosque z =sen’'z =(;jx. Por lo tanto

N4 —x?

X 2dx X X
=4sen — -4 —Ssen— —+cC
J’«/4_)(2 2 X 2
Figura 1 (x=0) Figura 2 (x<O0)
A
ax |
2/ | X 2\ X

J4—x2

3) J dx

AJx2-16




Solucién: Sea x =4secz, donde 0<z <@j7z six>4 'y

T<1 <(2]7Z‘ Ssi X <—4. Entonces dx =4secz tanzdz y

X2 -16 = /(4secz)?z —16 =/16sec’z —16 = ,/16(sec?z —1) =4-/tan’z = 4tanz

Por lo tanto

4secz tanzdz

2]
Ix?2-16 4tanz

= J'seczdz =Injsecz +tanz|+c

Para encontrar tanz consultamos la figura 1 para x >4 y la

figura 2 para x <—4. En cualquier caso secz :(i]x y

tanz :(‘11}/)(2 -16 Tenemos, entonces.

X +/x?2-16

7+7
4 4

In

+c :In‘x +4/x 2 —16‘—In4+c =

Idix:
AJx?-16

In‘x +4/x 2 —16‘ +C

Figura 1 (x>5) Figura 2 (x<-5)




4)Iw/x 2 +3dx

Solucién Sea x = -/3 tan, donde 0<z <(%)7z six>0 vy
(—%)72’<Z <0 six < 0. Entonces dx = -/3 sec?zdz y

Jx?+3=-/3tan?z +3 =/3/sec?z =-/3secz

Por lo tanto

2 _ 34/x%+3 x 3\/+ X .
J.w/x +3dx = ETE 5 ~hB Eﬂ;_

5)

Ix/25 X2




Soluciéon Sea x =b5senz , donde 0<z <(¥)xr si x>0y
(-¥)r<z<0

si x <0. Entonces, dx =5coszdz y

J25-x?% =+/25—-25sen?z =5+/cos?z =5c0sz

Por lo tanto

2

JEET ik = [ 2052 (scoszdz) = feot? zdz = [(esc?z -1z -

= —cotz -z +c

Ya que senz :(;)x y (¥r<z<®)r z=sen (¥x.

Para encontrar cot z, consultamos las figuras 1 ( para x >0) y la
25— x?

X

figura 2 (para x <0). Vemos que z =

Por lo tanto

/ 2 / 2
J'257—2xdx = —%X_X—sen 1(;) +C
X




Figura 1 (x=0) Figura 2 (x<O0)

25— x?

v

v




6. Tecnicas de Descomposicion en Fracciones parciales
para el calculo de integrales de funciones.
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Aplicar las técnicas de descomposicion

Objetivo

ESpECIIﬁCO' de integrales de funciones racionales.

en fracciones parciales para el calculo

INTEGRALES DE FUNCIONES RACIONALES

e trata de resolver integrales de la forma I%dx enlas que p(x) y gx) son

polinomios.

Inteqgrales racionales inmediatas

Son aquellas que se convierten en suma de integrales inmediatas
sin mas que dividir p(x) entre q(x). Para ello es preciso que el
grado de p(x) sea mayor o igual que el grado de q(x).

Se sabe que en una division D = d - ¢ + r . Dividiendo ambos
miembros entre el divisor, d ,

i d 4 “d
En general, para polinomios, si p(x) es el dividendo, q(x) el divisor,

c(x) el cociente y r(x) el resto,

P, F
T,

Far consiguiente, I%dx = I[c(xj + ;EE] e = IC(XWX + I%dx'

Ejercicio: calculo de integrales de funciones racionales

2

I Calu:ular_[ ;{ ol
xe o+




Resolucion:

A2
*Se divide 2 entrex2+1. - x° -1 1

-1

El cociente es 1 y el resto - 1.

-[x +1d I[ ]dx Id -[x2+ sx-arc tgx+ G

2 Hallar I%dx

Resolucion:
Se dividen los polinomios.
X2-5x+4=(x+1)(x-6)+ 10

El cociente es X - 6 y el resto 10.

JES e [0+ 12

Hay, no obstante, integrales racionales que no se convierten tan

facilmente en inmediatas. Para resolverlas es preciso hacer uso de

la descomposicion en fracciones simples.

INTEGRALES DE COCIENTES (1)

Una fraccion simple es cualquier fraccion propia de polinomios (el
grado del numerador es estrictamente menor que el grado del
denominador), cuyo denominador sea de la forma (ax + b)n 6

(ax? + bx + c)n si el polinomio ax® + bx + c no tiene raices reales,

Yy n es un nidmero natural.

, 3 Ax-2 0 x-3 . .
Al X X son fracciones simples.
+d oy e 3 Qxe




Al hacer el estudio de integrales de la forma I% dy, g8 supondra que el grado

del numerador, p(x), es estrictamente menor que el grado del
denominador, pues si el grado del numerador fuese mayor o igual
al grado del denominador, se dividiria p(x) entre q(x), obteniéndose
un cociente c(x) y un resto r(x), en cuyo caso la integral

Flx)

I%dx se convierte en I clx) +@] ale.

La integral Ic(xjdx es inmediata por tratarse de un polinamio y la integral I@dx
% es del

caso supuesto, ya que el grado del resto, r(x), en una division de

polinomios, es estrictamente menor que el grado del divisor q(x).

Método de integracion por_ descomposicion _en fracciones

simples

Para resolver este tipo de integrales

ol %)
Fe

se procede del siguiente modo:
1. Se descompone factorialmente el polinomio q(x), es decir, se

hallan las raices de la ecuacion q(x) = O.
Pl
X

2. Sedescompone la fraccidn en suma de fracciones simples como se verd

en los ejemplos.

3. Se integran los sumandos que resulten.

Ahora bien, al resolver la ecuacion q(x) = 0 es posible encontrar
resultados distintos y éstos se pueden clasificar en tres casos:

- obtencion de raices simples (ninguna raiz esta repetida).



- obtencion de raices multiples (al menos hay una raiz repetida).
- obtencion de raices imaginarias (numeros complejos).

Hay que estudiar, pues, cada uno de los casos.

A) Se obtienen raices reales simples.

Si x1, X2, ., xn son las raices simples de q(x), se tiene:

@dx=j[ ALt L L ]d

qx) X=X K- X-X

=I al dx+j v dx+...+jidx

X=X X=X X=Xy
Al, A2, .., An son constantes que se tienen que determinar. Como

se aprecia, las integrales que resultan son inmediatas.

Ejercicio: calculo de integrales

X =3 41

T
-1

T Calcular la integral I

Resolucion:
Al ser el grado del numerador, 3, mayor que el del denominador,
2, se dividen los polinomios y se obtiene:

X3-3x2+1=X2-1)(x-3)+xX-2)

._[de:j[x_3+ X_E] e =

% -1 w1

= I(x -3) o +I:2_ 21 oy = é -3x+ j:;i o

®lasraices dex?-1sonm x2-1=0= x° = 1= x = +1

Tiene, por tanto, dos raices simples distintas, 1y - 1.

*5e descompone —— en fracciones simples:
®

x-2 _ A B _Alx+N)+B{x-1)
¥ -1 x-1 x4 %2 -1




Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores
también han de serlo:

X-2=AKX+ 1) +B(x-1).

Para determinar A y B, se dan valores a x:
six=1,1-2=AQ+1)+B(1l-1),-1=2A,A=-1/2
six=-1,-1-2=A(-1+1)+B(-1-1),-3=-2B,B=3/2
Debe hacerse notar que, aunque a X se le pueden dar valores
arbitrarios, en este caso se han elegido aquellos que anulan uno

de los sumandos para simplificar los calculos. Este sera un
procedimiento muy generalizado.

¥-2 _-12 372
w1 x-1 x+1'

/2 32 = D+l
_[X _1ar_[ b [ ode = - oin e+ S e |

Asi pues: por lo gue

Finalmente, I%ﬁ”dx = é—Bx— ;—.I'n |x—1|+%1’n [+ 1)+ C

B) Se obtienen raices reales multiples.

Si a es una raiz multiple de multiplicidad n (esta repetida n veces),

descomposicidn en fracciones simples de &jn
la (x-a)

PR A A A A

(x-a)" x-a (x-a® (x-af

Bs

Al, A2, A3, ..., An vuelven a ser constantes a determinar. De

de la forma Ide son inmediatas.
nuevo, las integrales (x-a)

Ejemplo: calculo de integrales

D Calcular de
¥ -3 +2



Resolucion:
Como el grado del numerador, 2, es menor que el del
denominador, 3, no se dividen los polinomios.

Las raices del polinomio x3 - 3x + 2 se obtienen aplicando la regla
de Ruffini:

X3-3Xx+2=X-1)2 XX+ 2)

El polinomio tiene una raiz simple, - 2, y una raiz mdltiple, 1, de
multiplicidad dos.

La descomposicion en fracciones simples de la fraccion es:

¥+Ix-5_ A B C
0 =3x42 w1 (k- x+Z

Al =T (x+ 2+ Blx+ 2)+ Clx - 1)°
(3 - 1% (x+ 2)

Como en el caso anterior, se igualan los numeradores y se dan
valores arbitrarios a x para determinar A, By C.

X2 +3x-5=AKX-1)(x+2)+B(Xx+2)+C(x-1)2

Six =T, -1=38=£=-143

Six=-2 -7=80=0C=-79

Six=0 -5=-24+28+C=-24-23-V78=A=16/9

Por tanto,

X;j—:jdx =I%dx+j(;jﬁ2 dx+j;i"§dx=
g [y e nee 5l
=§In|x—1|—%ix__1j_1-;_rjn|x+2|+c=
=§In|x—1|—;—rfn|x+2|+al:x1_1j+C

INTEGRALES DE COCIENTES (11)



Ejercicio: calculo de integrales
A pesar de haber aplicado la formula, ésta no debe aprenderse de
memoria ya que se olvida con suma facilidad. Es conveniente

aplicar el proceso tedrico paso a paso:

3x- 1 3130300, p3xen-4
T ks dhe= | 227 % e =
a:'-r(ij?w ) -r (x+1)% + 4 ) -r|:><+1;|2+4 )

_ 1
_-[ x+;:l<+ e -[x+1

Se resuelven por separado las dos integrales.

+1) x+1 .
L) X 23— e Siw= (x4, 0= 2+
.[Ex+'] -[Ex+']:|2+4
Por tanto,
(x+T) (x+T) _3 2
e = 2 ) +1)=+ 4|+
Iix+'] 2-[}{+1 zn[lzx :I ] CI

+ 2+ = [X+1:|2+ - [X+1]2+
) (x+ 1%+ 4 4[T 1] 4[T 1

At -[Iix+1 X__d-[ [x+1] ‘:_-[[xn]zn

W+ 1 1
Llamandao u = L= 5 Multiplicando v dividiendo por = 5
_.[ dxz = ‘2_[ V2 o = X+,
K+ K+ 2

[2]” [2]2”

d ) Sumando los resultados de b) y ¢). (C1 + C2 = C),

Ix -1 3 3
—_——dx == N=+4]|-2 H
-[x2+2x+5 fie 5 n[(x+j| + ] arc




Resultado igual al obtenido aplicando directamente la

formula.
2x+h
& Calcular I—dx
w0+ Bx? +9x
Resolucion:

Se calculan las raices del denominador.

x=0
3+ Bx% + O = x(x” +Bx+91 = 0= {0
% +Bx+9 =1

-B+36-36 _-B:0 _
2 2

WorBx+9=0= x= -3

Tiene las raices x = 0, simple, y x = - 3, doble. Asi,

X(X2 + 6x + 9) = x(x + 3)2

2x+5

————=—— enfracciones simples:
% +Bx” + 9

®5e descompone

2%+6  _A_ B C

BBl +Ox X x+3 (x+3)2

_ Alx+3) + Bulx +3) + Ox
x(x+ 3P

Igualando los numeradores,
2x +5 = A(X + 3)2 + Bx(x + 3) + Cx

Se dan valores a X:



Six=0 65=AD+3=94=4A=

| m

Six=-3, 2(-3)+5=-3C= 1= -3C=C=1

W]

Six= ?:1E,ﬂ.+45+c=}}':15.g+45+1§;\_‘

=F3=080+36E+3=-20=368= 0= —g‘
Asi,
2x+5 a8 -58 13 )
5 e+ | iy + iy =
-[X3+Ex2+9x -rx .[x+3 '[EX+332

=E |l - J'nx+3 w3 TSy =
g { )

-1
:%J'n |X|-§J’n |x+3|+l@+c -
_5 5 1
_§In|x|_§.|ln|}(+3|— +3+G
EF Calcular_r 3 +5 che

(3-2) (27 + 2 + 4)
Resolucioén:
Raices de (X - 2) (x2 + 2x + 4):

¥=-2=0=x=2

x2+2x+:1:|:|;x. x1=—1+w"§
x2=—1—a'ﬁ

W4 2x+ A= (XA 1= f3) e 143 = (x+ 1P + 3



Descomposicion en fracciones simples:

32+ 5 _ AL MxeN |
(x-21 (2 +2x+ ) x-2 [x+D%+3

_ADE + 2+ )+ (Mx + W) (- 2)
(3-2) (27 + 2 + 4)

Se identifican los numeradores y se dan valores a x:
3X2+5=AX2+2x+4)+ (Mx+ N) (x-2)

Six=2 17 =412= -7

17 _k
_ -3 =l

Six=0 5=44-N=5= 3 2= N 5 =N 3
. 119 1 19
Six=1 8=FA-M-N=8=—-W-—=M=—
e 12 3779
'_[ 3x2+5 I12 e + 23 e
(x =27 (x +2x+4]| x+1]| 3
17

A2 .

of —I 2+

12 o= Zinpe-2006,

19 1 19

X+ — —

12_3_ dx:Em[(x+1;F+3]+

(x+1°+3 2

1 18

—+—(-1)

312 LT
+ arc by +10 =

B +3
—%Iﬂ[(xﬂj +3] ,\EWCEQXEJ{CQ




I 3 +5 e
X_
(3= 21 (% + 2% + 4)

arc g ahdl + 0

12 2
—EmhthmWHjﬂ] 7

.5



Autoevaluacion
o .

Primera Parte: VERDADERO O FALSO

Coloca dentro del paréntesis V si consideras que la proposicion es
verdadera y F si la considera falsa. Justifica tu respuesta haciendo

los céalculos respectivos. Cada respuesta correcta tiene el valor de (

1 Pto.)
X 6
1) La integral j3x *dx :7+c ......................................... O
- . du
2) La siguiente férmula J'— SU HC e )
u
3) La identidad Sen®X +C0S° X =1....ccuiuiuruieeinineneeaeanennnn. O)

4) La integral judv =uv —Jv 20U ce e )



Sequnda Parte: SELECCION SIMPLE

Instrucciones: En cada uno de los siguientes items selecciona la

alternativa que consideres correcta. Cada respuesta correcta

tiene el valor de un punto ( 1Pto.).
1) La integral jd—)i:
X

X3
a) —+c¢
) 3

2) La integralj'(xz +5)3xdx =
a) 411( *45) +c
b) i(x3+5)3+c
c) ;(x2+5)4+c

d) ;( 2425) +c



3) La integraljx sec’ xdx =

a) x*tanx —In(secx )+c
b) 5x +9x +c¢

c) 5x tanx —In(secx )+c

d) x tanx —In(secx )+c

4) La integral J-dix:
\Ix? —64

a) secz +tanz +c

b) In‘x3 +4/X —64‘+c

c) In‘seczz +tan? z‘+c

d) In‘x +M‘+c

Tercera Parte: DESARROLLO

Instrucciones: Resuelva los siguientes problemas en forma
ordenada y detallada. Cada respuesta correcta tiene un valor de
cuatro puntos ( 4 Pts.).

nf " -
X7 —X°—2X

2) j(5x3 +6X2 +3x +5)dx =
3) [(x?+7x —5)cos2xdx =



Matriz de Correccion

™

PRIMERA PARTE :

6
1) La integral J'3x *dx :X?+c

_[3x dx = "
5+1

+c Integramos utilizando la férmula

n+1

u
n+1

+¢c endonde n=-1.

Iu”du =

6 XG

3X
j3x5dx=?+c=7+c Sacando tercera en el numerador y el

denominador.

. . du
2) La siguiente formula J'—:u +c es falsa ya que las formas
u

fci : du
basicas para integrar tenemos J'— =Inu|+c
u

3) La identidad sen®x +cos’x =1 es verdadera por ser una de las
ocho identidades fundamentales de Trigonometria, que son

las siguientes:



senx cscx =1
cosx secx =1
tanx cotx =1

Senx
tanx =

COSX

COSX
COtX =——

Senx

sen?x +cos’x =1
1+tan?x =sec?x
1+cot?x =csc? x

4) La integral Iudv =uv —Iv 20U e (P).

De la formula para la derivada del producto de dos funciones se
obtiene la formula para la integracion por partes. Si f y g son

funciones diferenciables, entonces.

Dx[f (x)g (x)]= (x)g '(x)+g (x )f "(x) &= (x)g'(x )= Dx]f (x)g (x)]- g (x ) '(x)
Al integrar en cada miembro de esta ecuacion obtine.

_[f (x )g "(x Jix :IDX [f (x)g (x )lx —Ig(x)f '(x Hix (Ecuacion)



La ecuacion anterior se llama formula para la integracion por

partes; una manera mas adecuada de escribir esta formula es:

v=g(x)
du =f '(x Jdx
dv =g '(x Jx

Asi que la ecuacion se transforma en Iudv =uv —Ivdu

SEGUNDA PARTE

1) La integral J.d—XA =
X

Al subir el denominador, el exponente cambia de signo.

dx . - , u"t
—4:.[x ‘dx Integramos utilizando la féormula Iu”du =
X

donde n = -1.

+C en
n+1

dx u™*

= +¢ Resolviendo nos queda
X -4+1

dx x°



2) La integralj(x 2 4+5)%dx =

Haciendo cambio de variable

Uu=x2+5
du = 2xdx
d—u:xdx
2

Sustituimos el cambio de variable en la integral.

.|'u3d2u= Sacamos la constantes de la integral para que sea igual

a la integral original.

n+1

_[Uad*u +C

1 . - n
:—ju3du Integramos utilizando la féormula Iu du =
2 2 n+1

en donde n = -1.

4
J'u3d::;|.u3du :(;j(u‘lJ+c Sustituyendo el cambio de variable y

resolviendo, nos queda.

jus’dgz(;j(xz +5) +c

3) La integral J'x sec’ xdx



Aplicando el método de Integracion por partes cuya formula es:

judv =uv —jvdu ECUACION

Hacemos u y du
u=x

du =dx

dv = sec’ xdx

jv = j sec? xdx

v =tanx
Sustituyendo en la integral original cada una de las variables.

J'x sec’ xdx = x tanx —J'tan xdx

Resolviendo la integral Itan xdx por medio de la féormula directa de

integracion J'tan xdx = In\secx\+c nos queda:

jx sec? xdx = x tanx —In[secx |+c¢

. dx
4) La integral | — =
) J J‘x/xz — 64

de

X2 —64



Solucién: Sea x =8secz, donde 0<z <[;j7z Si x>8 vy

<1 <Gj7z si x <-8. Entonces dx =8secz tanzdz y

Sustituyendo los cambios en +/x* — 64 obtenemos -/(8secz)? — 64

Luego resolvemos el cuadrado -/64sec’z —64 , sacamos factor comun
./64(sec’z —1) sacamos la raiz cuadrada de 64 y utilizamos la

identidad sec’z —1=tan’z y obtenemos 8./tan’z =8tanz

Es decir :

x2-64 :\/(SSecz)2 — 64 =-/64sec’z — 64 :J64(sec2 7 -1) =8/tan’z =8tanz

Por lo tanto

= J'seczdz =Injsecz +tanz|+c

J- ax _I8secz tan zdz
2 _p4 8tanz

X

Para encontrar tanz consultamos la figura 1 para x >8 y la figura 2
para x <-8. En cualquier caso secz :(;jx y tanz :(;j x?—-64

Tenemos, entonces.

2_
):3+X864 +C :In‘x +x/x2—64‘—ln8+c =

-




Figura 1 (x=5) Figura 2 (x<-5)

A
s |

\x? - 64 —/x*-64 | /-x

v

v

CUARTA PARTE:

A B C

X=|—+—
_)_J. I x—2)(x+l J.x Xx -2 x+1
Factorizamos el denominador y tenemos.

X -1 X -1

x3—x?-2x :x(x—2)(x +1) ECUACION |

Asi escribimos

m=§+f_2+xcﬂ ECUACION 11

La ecuacion Il es una identidad para todo x (excepto x=0,2,-1).

De la ecuacion Il obtenemos.

~1=(A+B+C)x?+(-A+B -2C )x —2A  ECUACION III



La ecuacion 11l es una identidad, la cual es cierta para todos los
valores de x incluyendo 0,2 y —1. Deseamos encontrar las
constantes, A,B, y C.

De la sustitucion de 0 por x en la ecuacion Il obtenemos

~1=-2A, <A =;

Al sustituir la ecuacion Il por x en la ecuacion 11l obtenemos.

1=6B B _1
6

Sustituyendo —1 por x en la ecuacion Il obtenemos.

—2:3C,c>C=_32

Existe otro método para obtener los valores de A,By C. Si en el
lado derecho de la ecuacion Il combinamos Términos.

x -1=(A+B +Cx?+(-A+B -2C)x —2A ECUACION IV

Para que la ecuacion IV sea una identidad, los coeficientes en la
izquierda deben ser iguales a los coeficientes correspondientes en
la derecha. Por tanto.

A+B+C =0 A =
-A+B-2C =1 %
“2A =-1 B =14

Al resolver estas ecuaciones simultdneamente obtenemos

A =;,B =(13 y C =_32. Sustituyendo estos valores en la ecuacion 1l

obtenemos.



x -1 _%

x(x —2)x +1) x x-2 X

Por lo tanto, la integral dada se puede expresar como sigue:

x -1
AT k=
j£x3—x2—2x]

. . . . du .
Aplicando la formula de integracion j—z Inu/+c ; el método de
u

integracion por cambio de variable y sacando las constantes de
cada una de las integrales, obtenemos.

dx dx 1 1 2 1
) —j =ZInx|+Inx =2 = ZInx +1 + > Inc
X+1 2 6 3 6
8x dx
2) j =
x +2)
Haciendo el cambio de variable.
u=x°%+2
du = 3x dx
du _ X %dx
3
8x dx
Sustituyendo el cambio de variable en la integral j)g nos
x +2
queda:

.[é :;Iu “du = Sacando las constantes de la integral y luego
u



u3
en donde n % -1.

du 34 -
I[ §J=(1JW+C:(1JW+CZ1(x3+z)2+c
u 3)-3+1 3)-2 6

3) J.(5X +6x%+3x +5)dx Integramos utilizando la formula

[[f @)+ gu)bu = [f ()du + [ g(u)u

_[ A:éju*du Integramos utilizando la formula J'u“du:

n+1

u

n+1

I(Sx 3 4+6x%+3x +5)dx = _[5x 3dx +_|'6x 2dx +J'3xdx +.[5dx Sacamos las

constantes de cada una de las integrales.

5jx3dx +6jx2dx +3dex +5Idx

n+l

- . u
Integramos utilizando la féormula _[u”du =1
n+

Y la féormula .[du =U+C

5X 3+1 6X 2+1 3X 1+1 5X 4 6X 3 3X 2
+ + 5 +5X |[+C = + +2+5x +C

4 3 4 3

4) J'(x 2 4+ 7x —5)cos 2xdx

Aplicamos el método de Integracidon por partes

U=x2+7x -5
dv =Cos 2xdx

Haciendo

+C

+¢c endonde n=-1.



Entonces

du = (2x + 7)dx

Sen 2x
V =

2

J'(x2 +7X —5)cos2xdx ) = X * + 7x _ 5N 2X —I(Zx +7)

2

Sen 2x dx =

Aplicamos el método de integracion por partes a la ultima
integral, teniendo en cuenta que:

22X+

u
o2
dv, = sen2xdx

J

du, =dx
Entonces —Co0s 2x
A
2
2X +7Sen oxdx — 2X +7(_C082X)_I_COSZX
2 2 2

4

_ (2x +7)Cos 2x L Sen2x

4

dx

IPiensaj

En una plaza hay
8 arboles
distribuidos
uniformemente a
cada lado
¢Cuantos arboles
tendra a su
alrededor?

Respuesta: uno en
cada esquina que
suman 4y 6 entre
las esquinas que
suman 24.
entonces en total
hay 28 arboles

De donde finalmente obtenemos como respuesta lo siguiente:

J'(x2 +7x —5)Cos2xdx = (x> +7x —5)

Sen 2x
2

+ (2x

+7)

Cos2x  Sen2x
- +C

4
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