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PREFACIO 

 

Este trabajo esta diseñado para facilitar el estudio de las �Ecuaciones 

Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer Grado� a los estudiantes de 

matemáticas en las escuelas de computación e ingeniería de la Universidad 

Nueva Esparta. 

 

A los efectos de lograr el objetivo, se ha tratado de presentar cada uno de 

los casos en forma sencilla, evitando el uso riguroso del cálculo, introduciendo 

artificios sencillos, fáciles de comprender y aplicar sin menoscabar la profundidad 

del tema. 

 

A la presentación teórico práctica del objeto de estudio le sucede un 

problemario que presenta los ejercicios resueltos en tres partes de manera que el 

estudiante vaya logrando etapas en la medida que avanza en la resolución del 

ejercicio. 

 

Este trabajo constituye una recopilación de información que pretende 

orientar y estimular a todo estudiante del tercer curso de matemática a fin de 

permitirle adquirir la destreza necesaria en el manejo de las Ecuaciones 

Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer Grado. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES 
 

 

Una ecuación se llama diferencial porque contiene una o  más derivadas ó 

diferenciales. Existen ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. En este 

trabajo se estudiarán las Ecuaciones diferenciales  Ordinarias, que son aquellas 

que contienen una o más derivadas de una función de una sola variable  

independiente. 

 

Las ecuaciones diferenciales también se pueden clasificar por el orden y el 

grado. El orden de una ecuación diferencial  es el de la mayor 

derivada involucrada en la expresión y el grado el de la potencia de la derivada de 

mayor orden. 

 

  Este estudio se centrará en las ecuaciones diferenciales ordinarias de 

Primer Orden y Primer Grado, es decir ecuaciones que contienen funciones que 

se han  derivado una sola vez, con respecto a una variable independiente y dicha 

derivada está  elevada a la potencia uno.  

 

Ejemplos: 

 

yx
yx

x
ya

+
−=

∂
∂)  

 

0) =−−
∂
∂

x
yxseny

x
yxb  

 

 En las funciones de ambos ejercicios se derivó la variable " y "  con respecto  

a la variable " x " una sola  vez  
x
y

∂
∂   y esa derivada  está elevada a la potencia  

unidad. 
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  Si en el ejercicio "b " se despeja 
x
y

∂
∂ , la ecuación queda como sigue: 

 

x
ysen

x
y

x
yb +=

∂
∂)  

  

 En general suele expresarse una ecuación diferencial ordinaria de 

primer orden  y primer grado de la  siguiente manera:  

 

1) ).(`).( yxfyyxf
x
y =⇒=

∂
∂  

 

2) 0).().( =+ dyyxNdxyxM    

 

 La primera ecuación está dada en forma explícita, es decir se expresa 

claramente  que la función " y "  fue derivada con  respecto a la variable 

independiente " x ", y la solución debe expresarse de la misma forma. 

 

  La segunda ecuación está dada en forma implícita, es decir no señala cual 

es la variable independiente, por lo tanto dicha variable puede elegirse a 

conveniencia  y la solución debe darse también en forma implícita. 

 

 Existen diferentes métodos para resolver este tipo de ecuaciones, en 

este trabajo se presentarán los métodos de solución de  las ecuaciones 

diferenciales: Separables, Homogéneas, Con Coeficientes Lineales, exactas,  

Lineales, de Bernoulli y de Riccati.  
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ECUACIONES DIFERECIALES SEPARABLES 
 
 

 También llamadas de variables separables, si la ecuación está expresada  

de la siguiente forma: 

).( yxf
x
y =

∂
∂  

 

).( yxf es una constante o una función sólo de " x ", entonces dicha ecuación sería 

equivalente a )(xf
x
y =

∂
∂ , puede resolverse integrando directamente ambos lados 

de la ecuación, usando los métodos ordinarios de integración. 

 

 Si en la ecuación 0),(),( =+ dyyxNdxyxM , se puede escribir "M " como 

una función  solo de " x " y "N " como una función solo de " y ", se obtendría de 

manera equivalente 0)()( =+ dyyNdxxM , la cual se llama ecuación de 

variables separables ya que  puede escribirse también así: 

 

dyyNdxxM )()( −=  

     

y su solución se obtiene integrando directamente ambos miembros de la 

ecuación   así: 

  

CdyyNdxxM +∫−=∫ )()(   ó  CdyyNdxxM =∫+∫ )()(  

 

 Está solución se llama " Solución General de la Ecuación Diferencial" 

 

 La constante de integración se escribe de la forma más conveniente, así en 

muchos ejercicios, múltiplos de constantes o combinaciones de constantes suelen 

sustituirse por  una sola constante. 
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Ejemplo 1:  032 =+ ydydxx  

 

 La estructura de esta ecuación encaja dentro de la fórmula: 

0)()( =+ dyyNdxxM ; por lo tanto la solución puede obtenerse aplicando 

directamente los métodos de integración ya conocidos. 

             

032 =∫+∫ ydydxx  

Cyx =+
2

3
3

23

 

    

Ejemplo 2: 

   

  
y

x
x
y

2
35 2 +=

∂
∂  

    

 Haciendo transposición de términos la ecuación puede escribirse como: 

dxxydy )35(2 2 +=  

 Integrando miembro a miembro queda: 

  dxxydy )35(2 2 +∫=∫  

  dxdxxydy ∫+∫=∫ 352 2  

  Cxxy ++= 3
3

5
2

2 32

 

 

  Cxxy ++= 3
3
5 32  

 
  

 Las soluciones de las ecuaciones diferenciales pueden comprobarse, si se 

deriva la función obtenida, debe encontrarse la ecuación original, así procediendo 

a derivar la solución anterior, se tiene: 
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  dxxydy 





 += 33

3
52 2      

  ( )
y

x
dx
dydxxydy

2
35352

2
2 +=→+=  

                    
        

Solución  Particular de una Ecuación Diferencial 

 

 Si se suministran condiciones iniciales en el ejercicio propuesto, entonces 

será posible encontrar la solución  particular de la ecuación diferencial. 

    

Ejemplo 3: 

         

 Hallar la solución particular de la ecuación diferencial: 

 

0=− xe
dx
dyy  

   

 Sujeta a la condición inicial: 

 

                    4)0( =y , es decir 4=y   cuando 0=x    

  xe
dx
dyy =  

 

  dxeydy x=  

    

 Integrando miembro a miembro, se obtiene la solución general. 

 

Cey x +=
2

2

      



 11

 

 Para obtener  la solución particular se sustituyen los valores de " x " y de 

" y " de la siguiente manera: 

 

  CCCe =−→+=→+= 1818
2
4 0

2

 

  C=7   

 

 Luego la solución particular es: 

 

  7
2

7
2

22

=−→+= xx eyey  

  1422 =− xey  
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ECUACIONES DIFERECIALES HOMOGÉNEAS 

 

 

 La ecuación diferencial 0),(),( =+ dyyxNdxyxM es  homogénea sí M  y N  

son funciones homogéneas del mismo grado, o también si la ecuación puede 

escribirse como:   

 

)/( xyf
dx
dy =  ó en su forma equivalente )/( yxf

dy
dx =  

  

Definición de función Homogénea: 

 

    Sea la función ),( yxfZ = , se dice que es homogénea de grado "n " si se 

verifica que ),(),( yxfttytxf n= ; siendo "n " un número real. En muchos casos se 

puede identificar el grado de homogeneidad de la función, analizando el grado de 

cada término:  

 

Ejemplo: 4322 45),( yyxyxyxf ++=  

 

 ),( yxf  consta de tres términos, el grado de cada término se obtiene 

sumando los exponentes de las variables, así: 42222 =+→yx ; 4135 3 =+→yx ; 

444 4 =→y . Todos los términos tienen grado cuatro por lo tanto ),( yxf  es 

homogénea de grado cuatro. 

                        

Ejemplos: 

 

 a)       4322 5),( yyxyxyxf −+=  , aplicando la definición se tiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4322 5),( tytytxtytxtytxf −+=    

( ) 4434224 5, ytyxtyxttytxf −+=  
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  ( ) ( )43224 5, yyxyxttytxf −+=    

  ( ) ),(, 4 yxfttytxf =  

 

 Por lo tanto la función es homogénea de grado 4. 

 

 b)      ( ) 2

2

5
3.
y
xyxf =  

         ( ) ( )
( ) 2

20

22

22

2

2

5
3

5
3

5
3.

y
xt

yt
xt

ty
txtytxf ===   

 

  ( ) 







= 2

2
0

5
3.
y
xttytxf  

   

  ( ) ),(, 0 yxfttytxf =  

   

 

 Entonces la �(x ,y) es Homogénea de grado 0. 

 

 c)       xxyyxf 35),( += , No es una función homogénea ya que: 

  ( ) ( ) txtxtytytxf 35, +=  

  ( ) txxyttytxf 35, 2 +=  

  ( ) ( ) ( )xxytxtxyttytxf n 3535, +≠+=  

  ( ) ( )yxfttytxf n ,, ≠  

 

 Si se determina que en la ecuación ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM ;  M  y N  son 

funciones homogéneas del mismo grado, o si la ecuación puede escribirse como: 

 

( )xyf
dx
dy /=  ó en su forma equivalente ( )yxf

dy
dx /=         
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 El cambio de variable xvy .=  ó   yvx .=   transforma la Ecuación 

Homogénea en Ecuación Separable   

 

Ejemplo 1: 
332 ´ yxyxy +=  

Rescribiendo la ecuación se tiene: 

                          332 yx
dx
dyxy +=  

    ( )dxyxdyxy 332 +=  

Transponiendo los términos se tiene: 

 

                        ( ) 0233 =−+ dyxydxyx , donde ( )33 yxM +=  y 2xyN −=  

 

M  y N son funciones homogéneas  de grado 3. 

 

Probando: 

Sea ),( yxfM =  entonces:  
33 )()(),( tytxtytxf +=  

3333),( ytxttytxf +=  

)(),( 333 yxttytxf +=  

),(),( 3 yxfttytxf =  

 

Visto de otra manera ( ) 33, yxyxf += , ambos términos de la ecuación son 

de grado 3 por lo tanto ( )yxf , es homogénea de grado 3.  

 

Sea ),(2 yxgxyN =−= ; entonces: 
2))((),( tytxtytxg −=  

22),( ytxttytxg −=  
23),( xyttytxg −=  
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)(),( 23 xyttytxg −=  

),(),( 3 yxgttytxg =  

 

Por lo tanto "N" es homogénea de grado 3 

 

Se puede enfocar también de la siguiente manera:  
332 ´ yxyxy +=  

                    332 yx
dx
dyxy +=  

          2

3

2

3

xy
y

xy
x

dx
dy +=  

         





+








=

x
y

y
x

dx
dy

2

 

 

Luego el cambio de variable: 

v
x
y =      ó    xvy .=    

 

  Su derivada es:       

  xdvvdxdy +=  

 Transforma la ecuación en separable 

dxyxdyxy )( 332 +=  

dxvxxxdvvdxxxv ))(())(( 3322 +=+  

dxxvxxdvvdxvx )()( 33323 +=+  

dxvxdxxdvvxdxvx 3332433 +=+  

 

Reduciendo términos semejantes se tiene: 

dxxdvvx 324 =  

dxdvv
x
x =2

4

3
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dx
x

dvv 12 =  

 

Integrando se obtiene:  

dx
x

dvv 12 ∫=∫  

         CInxv +=
3

3

 

   

  Devolviendo el cambio de variable se tiene: 

  

Si xvy .=  entonces: 

x
yv =  

Cxx
y

+=








ln
3

3

 

   

Cx
x
y += ln

3 3

3

 

   

  ( )Cxxy += ln3 33   

          

Ejemplo 2: 

  ( ) x
x
yarctgyxy =−´  

 

Rescribiendo la ecuación se tiene: 

 

x
x
yarctgy

dx
dyx =






 −  
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Despéjese: 

dx
dy       

    

y

x
yarctg

x
dx
dyx

x
yarctg

xy
dx
dyx +=






⇒=






 −   

 

x
y

x
yarctgdx

dy += 1  

 

Se aprecia que: 







=
x
yf

dx
dy  

 

El cambio de variable xvy .= ; xdvvdxdy +=  

Transformará la ecuación en separable:  

 

v
arctgvdx

xdvvdx +=+ 1  

 

Transponiendo dx : 

vdx
arctgv
dxxdvvdx +=+  

 

Simplificando: 

arctgv
dxxdv =  

 

Transponiendo términos de nuevo: 
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x
dxarctgvdv =  

Integrando: 

 

a) 
x
dxarctgvdv ∫=∫  

Intégrese )(varctg  usando método de integración por partes, comenzando 

con el cambio de variable se tiene: 

 

Cambio de variable: 

uarctgv =   

 

Derivando: 

dudv
v

=
+ 21
1  

 

dtdv =  

 

tvdtdv =⇒∫=∫  

 

Resulta  

dv
v
varctgvvarctgvdv 21

.
+

∫−=∫    

La integral  

dv
v
v

21+
∫      

 

Se resuelve por: 

Cambio de variables: 

           zv =+ 21    

dzdvv =.2  
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2
. dzdvv =  

Sustituyendo en la integral  se obtiene:  

z
z
dzdv

v
v ln

2
1

2
1

1 2 =∫=
+

∫  

 

Regresando el cambio de variable  

2
2 1ln

2
1

1
vdv

v
v +=

+
∫  

 

Por lo tanto la integral 

21ln
2
1.. varctgvvdvarctgv +−=∫  

 

Sustituyendo este resultado en la integral (a) se concluye que 

Cxvarctgvv +=+− ln1ln
2
1. 2   

 

Simplificando y devolviendo  el cambio   

x
yv =  

 

Se obtiene:  

C
x
yx

x
yarctg

x
y ln1lnln

2
1

2

+





++=  

 

C
x
yx

x
yarctg

x
y 2

1

2

2

1ln 







+=  
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 += C
x
yxx

x
yarctg

x
y

2

22

ln  

 

C
x
yx

x
x
yarctg

x
y 22

ln
+

=  

 

Cyx
x
yarctg

x
y 22ln +=  

 

Buscando la inversa de la función logarítmica resulta:  

Cyxe x
yarctg

x
y

22 +=
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ECUACIONES DIFERECIALES CON COEFICIENTES LINEALES 
 

 

 Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura: 

 

0)()( =+++++ dyfeydxdxcbyax  

 

También suelen llamarse ecuaciones diferenciales transformables a 

homogéneas. 

  

Para resolver estas ecuaciones diferenciales se deben realizar algunos 

cambios de variables  que permitan eliminar el término independiente del 

coeficiente lineal (" c " y  " f ") conseguido esto, la ecuación se transforma en 

homogénea. 

  

Ejemplo 1: 

  
1
93

++
−−=

yx
yx

dx
dy  

                    

            Pasos a seguir: 

 

1. Hacer transposición de términos, de manera de darle la estructura 

adecuada. 

dxyxdyyx )93()1( −−=++  

        0)1()93( =++−−− dyyxdxyx  

      0)1()93( =−−−+−− dyyxdxyx  

 

2. Escribir un sistema de ecuaciones en �h�y �k� con los coeficientes 

lineales y encontrar los valores de �h�y �k�. 





=−−
=−

1
93

kh
kh
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Al resolver el sistema resulta: 

2=h   

          3−=k  

3. Hacer el cambio de variables: 

 

kvy
hux

+=
+=

     es decir,      
dvdyvy
dudxux

=→−=
=→+=

3
2

 

 

4. Sustituir los cambios de variables en la ecuación. 

           0)1()93( =++−−− dyyxdxyx  

Resultando: 

            ( ) ( )[ ] [ ] 01329323 =+−++−−−−+ dvvuduvu  

Efectuar operaciones y reducir términos semejantes 

           
[ ] [ ]
( ) 0)(3

09363
=+−−

=+−−+−+
dvvuduvu

dvvuduvu
  

Esta es una ecuación diferencial homogénea; proceder en consecuencia. 

 

5. Efectuar un nuevo cambio de variable 

duzdzudv
zuv

..
.

+=
=

 

 

6. Hacer la sustitución en la última ecuación obtenida 

0))(()3( =++−− zduudzuzuduuzu  

 

7. Efectuar operaciones hasta transformarla en separable 

))(1()3( zduudzzuduzu ++=−  

 

Al simplificar y reducir términos semejantes resulta: 

          
dzzuduzz

duzuzdzzduudzzdudu
)1()23(

3
2

2

+=−−
+++=−

 

Al separar las variables e integrar miembro a miembro se obtiene: 
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dz
zz

z
u
du

∫∫ −+
+−=

32
1

2      (*) 

La integral del lado izquierdo es inmediata; la del lado derecho se resuelve 

por cambio de variables así: 

 

          dz
zz

z
∫ −+

+
32

1
2  

Por lo tanto; 

           

2
1

)1(2
)22(

322

dtz

dtdzz
dtdzz
tzz

=+

=+
=+
=−+

 

Al sustituir los cambios en la integral resulta: 

 

         32ln
2
1ln

2
1

2
12 2 −+===



















∫∫ zzt
t
dt

t

dt

 

Sustituyendo este resultado en e integrando el lado izquierdo de esa 

ecuación se obtiene: 

 

        Czzu ln32ln
2
1ln 2 +−+−=  

 

8. Aplicar las propiedades de los logaritmos para simplificar la expresión 

                     

Czzu

Czzu

Czzu

=−+

=−+

=−++

2
1

2

2
1

2

2

)32(

ln)32(ln

ln32ln
2
1ln
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      Elevar al cuadrado ambos miembros     

    Czzu =−+ )32( 22  

 

  Donde CC ≈2  luego:  

Czzu =−+ )32( 22      

 

9. Revertir todos los cambios de variables y simplificar 

Cxyxy

C
x

xyxyx

C
x
y

x
yx

C
u
v

u
vx

=−−+−++

=







−

−−+−++−

=







−

−
++

−
+−

=







−+−

22

2

22
2

2

2
2

2

2
2

)2(3)3)(2(2)3(

)2(
)2(3)3)(2(2)3()2(

3
2

)3(2
)2(
)3()2(

32)2(

 

Solución General. 
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ECUACIONES DIFERECIALES EXACTAS 
 

 

Se dice que una ecuación diferencial  0),(),( =+ dyyxNdxyxM  es exacta si 

se verifica que:  

                                                 

    ).().( yxN
dx

yxM
dy

∂=∂  

  

     

Para resolver este tipo de ecuaciones se procede de la siguiente manera: 

         

1. Se integra ),( yxM  con respecto a �x� (cuando se integra con 

respecto a �x�, entonces �y� es constante) se reemplaza la constante  de  

integración por una función de  �y� (G(y)).  

 

∫ +== )(),(),(),( yGyxfdyyxMyxf  

 

2. Se deriva la función �(x ,y) + G (y) con respecto a �y�, se iguala con N 

(x, y) 

 

  ).()().( yxN
dy

yG
dy

yxf
dy

∂=∂+∂         

 

 Al despejar 

  )(yG
dy
∂  

 

 Resulta:   

).().()( yxf
dy

yxN
dy

yG
dy

∂−∂=∂  
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3. Se integra ambos lados de la ecuación anterior con respecto a �y� , 

para obtener el valor de  G (y)  y se sustituye este resultado en el paso "1".  

                  

                El ejercicio también puede resolverse comenzando el proceso de 

integración en el paso " 1 " con respecto a "x".  

           

Ejemplo 1: 

 

  
xyyxN

xyxyxM
xydydxxyx

2),(
2),(

02)2(
22

22

=
++=

=+++
 

 

           Es una ecuación diferencial exacta ya que: 

 

  yyxM
dy

2),( =∂   yyxN
dx

2),( =∂  

             

Luego 

 

  ),(),( yxN
dx

yxM
dy

∂=∂  

            

Se procede a seguir los pasos de "1" a "3".   

 

1. Se integra ),( yxM  con respecto a � x � 

 

   ∫ ∫∫∫ ∫ ++=++== xdxdxydxxdxxyxdxyxMyxf 2)2(),(),( 2222   

 

            )(
2

2
3

),(
2

2
3

yGxxyxyxf +++=  
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2. Se deriva  con respecto a "y" 

  )(2),( yG
dy

xyyxf
dy

∂+=∂                 

   

          Se iguala a ),( yxN  

 

  

xyyG
dy

xy

yxN
dy

yxf
dy

2)(2

),(),(

=∂+

∂=∂

 

             

           Despejando se obtiene: 

 

  

0)(

22)(

=∂

−=∂

yG
dy

xyxyyG
dy

 

                                                                             

3. Se integra el resultado anterior con respecto a �y� para obtener: 

 

  ∫∫ =→=∂ CyGdyyG
dy

)(0)(  

                          

        Se sustituye G(y) en " 1" obteniéndose 

 

  0
3

),( 22
3

=+++= Cxxyxyxf  
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Ejemplo 2: 

 

  032
4

22

3 =−+ dy
y
xydx

y
x  

           3

2),(
y
xyxM =          4

2

4

2

4

22 33),(
y
x

y
y

y
xyyxN −=−=  

  

44
2

42

4
43

623031

6)3(22

y
xx

y
x

dxyydxdx
N

y
xyxy

dy
x

dy
M

−=−=∂−∂=∂

−=−=∂=∂ −−

 

                 

               Es una ecuación diferencial exacta ya que  

 

  ),(),( yxN
dx

yxM
dy

∂=∂  

                      

1. Integrar con respecto a "y" 

 

*)(1),(

31),(

),(),(

3

2

4

2

2

xG
y
x

y
yxf

dy
y
x

y
yxf

dyyxNyxf

++−=









−=

=

∫

∫

 

             

2. Derivando F ( x, y) con respecto a "x" se tiene: 

 

)(11),( 2
3 xG

dx
x

dxyydx
yxf

dx
∂+∂+








−∂=∂  
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)(20),( 3 xG
dxy

xyxf
dx

∂++=∂  

 

             Igualando  ),( yxf
dx
∂  con ),( yxM  se tiene                

 

  33

2)(2
y
xxG

dxy
x =∂+                                 

              

              Despejando   

 

  

0)(

22)( 33

=∂

−=∂

xG
dx

y
x

y
xxG

dx
 

                             

3. Integrando el resultado anterior con respecto a "x"  se obtiene: 

              

 
CxG

Cdx
dx

xG

+=

+=∂
∫∫

0)(

0)(

 

 

            Sustituyendo el resultado obtenido en " * " se tiene:  

 

  01),( 3

2

=++−= C
y
x

y
yxf  

             ó en su forma equivalente     

C
y
x

y
yxf =+−= 3

21),(  
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Cyyxyxf

y
Cy

y
xyyxf

322

3

3

3

22

),(

),(

=−=

=+−=
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ECUACIONES DIFERECIALES TRANSFORMABLES EXACTAS 
 

 

Algunas ecuaciones diferenciales 0),(),( =+ dyyxNdxyxM  pueden resultar no ser 

exactas, es decir  no se cumple que:  

 

),(),( yxN
dx

yxM
dy

∂=∂  

              

Pero si se da el caso de que: 

 

)(),(),(
).(

1 xhyxN
dx
dyxM

dy
d

yxN
=








−  

   

es una función solamente de �x�, entonces ∫ dxxhe )(  es un factor integrante; es decir, 

si se multiplica dyyxNdxyxM ),(),( +  por dicho factor, la ecuación se transforma en 

una ecuación  diferencial  exacta. 

  

         De la misma manera sí:  

 

  )(),(),(
),(

1 ykyxM
dy
dyxN

dx
d

yxM
=








−  

       

es una función solamente de " y" entonces  ∫ dyyke )(  es un Factor  

Integrante  de  la ecuación  diferencial. 

  

Ejemplo 1:  

 

  0)ln( 3 =−+ dyxydx
x
y  
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x

yxM
dy
d 1),( =   

x
yxN

dx
d 1),( −=  

No resulta ser una ecuación diferencial exacta; probando a conseguir un 

factor integrante:  

y
yk

xy
x

xxy
xyk

yxM
dy
dyxN

dx
d

yxM
yk

2)(

211)(

),(),(
),(

1)(

−=





−=



 −−=









−=

 

Por lo tanto ∫−
y
dy

e
2

, es un factor integrante 

 

            2
lnln2

2 12

y
eee yyy

dy

===
∫ −−

−
 

 Multiplicando  la ecuación por el  factor obtenido resulta: 

 

0ln1

0ln1

2

22

3

2

=







−+

=







−+

dy
y
xydx

xy

dy
y
x

y
ydx

x
y

y
   

Probando el criterio de exactitud:  

             2

1),(
xy

yxM
dy
d −=            2

1),(
xy

yxN
dx
d −=  

 

    Por lo tanto se obtuvo una ecuación diferencial exacta,  

Procediendo según este caso: 

1. )(ln111 yGx
yx

dx
y

dx
xy

+== ∫∫  * 
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2. Derivando ( 1) con respecto a " y" e igualando con  "N " 

22

ln)`(ln1
y
xyyGx

y
−=+−     

 

Simplificando se obtiene: 

yyG =)`(     

 

Integrando miembro a miembro   

           

CyyG

dyydyyG

+=

=∫ ∫

2
)(

.)`(

2

 

 

Sustituyendo este resultado en  " * " resulta: 

0
2

ln1),(
2

=++= Cyx
y

yxf  

 

Ejemplo 2:      

)0)2()( =+++ −− dyyeedxee xyxy       

yeyxM
dy
d =),(                   xyeyxN

dx
d −−= 2),(  

),(),( yxN
dx
dyxM

dy
d ≠  

 

Entonces ),( yxf  no es una ecuación diferencial exacta, probando a 

conseguir  un factor integrante: 

1
2
2)(

),(),(
),(

1)(

=
+
+=









−=

−

−

xy

xy

yee
yeexh

yxN
dx
dyxM

dy
d

yxN
xh
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Luego )(xh  en función de solo " x", por lo tanto   ∫ dxxhe )(  es un factor  

integrante 

           xdx eeIf =∫=.  

 

Multiplicando la ecuación por el factor integrante  xe   se obtiene: 

 

          
0)2()1(

0)2().(

=+++

=+++ −−

dyyeedxee

dyeyeeedxeeee

xyxy

xxxyxxxy

 

             xyeeyxM
dy
d =),(                      xyeeyxN

dx
d =),(  

 

Resulta una ecuación diferencial exacta, procediendo en consecuencia: 

1. ∫ ++=+ )()1( yGxeedxee xyxy * 

 

2. Derivando el resultado con respecto a " y " e igualando " N "  resulta:  

yeeyGee xyxy 2)`( +=+  

 

Reduciendo términos semejantes se obtiene: 

yyG 2)`( =  

 

Integrando miembro a miembro 

CyyG

ydyyG

+=

=∫ ∫
2)(

2)`(
 

 

Sustituyendo en " * " se obtiene: 

0),( 2 =+++= Cyxeeyxf xy    
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ECUACIONES DIFERECIALES LINEALES 

 

 

Si una ecuación diferencial 0),(),( =+ yxNdxyxM , puede escribirse de  la 

forma )()( xQyxPdx
dy =+





  ó en forma equivalente  )()(` xQyxPy =+   entonces 

recibe el nombre  de " Ecuación Diferencial Lineal�.  

  

 Si se multiplica ambos lados de la ecuación por un factor integrante de la 

forma  ∫ dxxpe )(  y se  integra  miembro a miembro la solución es inmediata, es decir 

 

)()(` xQyxPy =+  

               

1. Multiplíquese ambos lados por ∫ dxxpe )( : 

 

      dxxQeyexPye dxxpdxxpdxxp
)()(

)()()( ∫=∫+∫  

     

  El primer miembro de la ecuación no es otra cosa que la derivada 

con respecto a " x"   del   producto   y ∫ dxxpe )(                  

             

2.  ∫=∫∂ dxxPdxxP exQye
dx

)()(
)(  

                               

3. Integrando miembro a miembro se obtiene: 

                    CdxexQye dxxPdxxP
+∫=∫ ∫

)()(
)(  

  

            Solución de la Ecuación Diferencial 

  

            De la misma manera  la ecuación puede escribirse como: 
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  )()(` yQxyPx =+  

  

El factor integrante tendría la forma  ∫ dyype )(  y  la  solución vendría dada  

como:    

     ∫ +∫=∫ CdyeyQxe dyyPdyyP )()(
)(  

                   

Ejemplo 1:    

  32 x
x
y

dx
dy =+   

ó  en su forma equivalente    

      

          32` xy
x

y =+               

1. Identificar P (x) y  Q ( x ) 

x
xP 2)( =       3)( xxQ =       

2. Encontrar el factor integrante 

2lnln222
)( 2

. xeeeeeIF xxx
dxdx

xdxxP ====∫==
∫∫  

 

3. Multiplicando ambos miembros de la ecuación por el factor integrante 

se  obtiene: 

            
52

2322

2`

2`

xxyxy

xxyx
x

xy

=+

=+
 

 

El primer miembro de la igualdad no es otra cosa que la derivada con 

respecto a " x" del producto y x², por lo tanto integrando miembro a miembro 

se tiene:           
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( )

Cxyx

dxxxyxy
dx
d

+=

=+ ∫∫

6

2`

6
2

52

         

       

              Solución de la ecuación diferencial. 

  

 Haciendo el procedimiento más simple, se puede trabajar de  la 

siguiente manera:  

 

          3.2` xy
x

y =+  

 

1. Identificar )(xP  y )(xQ  

 

2. Encontrar el factor integrante, en este caso x²(como se  obtuvo en el 

paso dos). 

 

3. Aplicar directamente la fórmula  

 CdxxQeye dxxPdxxP
+∫=∫ ∫ )(

)()( ,  obteniendo: 

 

Cxyx

Cdxxyx

Cdxxxyx

+=

+=

+=

∫

∫

6

6
2

52

322
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Ejemplo 2: 

                 xyxy 32` =+  

 

 Recuérdese que para que la ecuación sea lineal debe tener la siguiente 

estructura: )()(` xQyxPy = , donde y ' denota la derivada de " y" con respecto a "x", 

por lo tanto, la ecuación dada  no lleva esa  estructura pero si se dividen ambos 

lados de dicha ecuación  por la variable "x" se obtiene: 

                     32` =+ y
x

y   

 

Siguiendo los pasos:    

1. 
x

xP 2)( =                      3)( =xQ  

 

2. Buscando el Factor Integrante. 

 2222
2

xeeee InxInxx
dxdx

x ===∫=∫  

 

3. Aplicando la fórmula: 

          

( )

2

22

3

3
2

22

22

)()(

3
3

3

3

)(

−+=

+=

+=

+=

+=

+∫=∫

∫

∫

∫

Cxxy

x
C

x
xy

Cxyx

Cdxxyx

Cdxxyx

CdxxQeye dxxPdxxP
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Ejemplo 3: 

                     yxyx =−̀   

                 x' denota la derivada de "x" con respecto a "y", dividiendo ambos 

lados de la ecuación entre "y" se obtiene: 

                    

11` =− x
y

x       

1.    
y

yP 1)( −=              1)( =yQ  

 

2. Obteniendo el Factor Integrante: 

         
y

yeeee yIny
dy
ydyyP 11ln
1

)( 1

====
∫

=∫ −−
− −

 

3. Aplicando la fórmula: 

Cy
y
x

Cdy
yy

x

CdyyQexe dyyPdyyP

+=

+=

+=∫

∫

∫

ln1

)1(11

)()()(

 

Despejando " x" se obtiene: 

Cyyyx += ln   
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ECUACIONES DIFERECIALES DE BERNOULLI 
 

 

Una ecuación diferencial de Bernoulli  tiene la siguiente estructura: 

                            

nyxQyxP
x
y )()( =+

∂
∂   También puede escribirse como  nyxQyxPy )()(` =+  

       

 Esta ecuación diferencial puede transformarse en lineal si se divide 

miembro a miembro  entre ny , y haciendo luego un cambio de variable. 

Procediendo como se  indica, se obtiene: 

    

n

n

nn y
yxQ

y
yxP

y
y )()(` =+  

         

                  1) )()( 1 xQyxPyy nn =+ −− ι  

                  

Haciendo el cambio de variable    wy n =−1 ,   y derivando  parcialmente con 

respecto a " x" resulta: 

  

  ``)1( 11 wyyn n =− −−  , es decir 

  ``)1( wyyn n =− −  

                                      

Multiplicando miembro  a miembro la ecuación (1) por (1- n)  se obtiene: 

  )()1()()1(`)1( 1 xQnyxPnyyn nn −=−+− −−  

                                                         

Sustituyendo en esta expresión el cambio de variable, puede escribirse 

como: 

 

  )()1()()1(` xQnwxPnw −=−+  
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  Que es una ecuación lineal en " w ", ya que (1 - n) es una constante. 

       

Ejemplo 1: 

                  32` yeyy x=−  , dividiendo entre 3y   

              

        3

3
2

33 `1
y
ye

y
yy

y
x=−     

             xeyyy 223 ` =− −−   (1)              

  

Hágase el cambio de variable wy n =−1 , y derívese parcialmente con 

respecto a "x�. En este caso n = 3 (exponente de " y " en el ejemplo dado) 

quedando:              

  

             Cambio de Variable: 

                     wy =−31 , es decir 

                     wy =−2   

 

             Derivando con respecto a " x"  

                     ``2 3 wyy =− −  

 

             Multiplicando la ecuación (1) por -2 resulta:  

                      xeyyy 223 22`2 −=+− −−  

 

            Sustitúyase el cambio de variable: 

                     xeww 222` −=+   

  

  Se obtuvo una ecuación lineal en " w ", procediendo en consecuencia 

se tiene: 
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                     2)( =xP   xexQ 22)( −=   

  Buscando el factor integrante  xdx ee 22
=∫   por lo tanto la solución             

  es:                  

                    

                      

( )

x

x

xx

xxx

e
Cew

Cdxewe

Cdxeewe

2

2

42

222

2

2

2

+−=

+−=

+−=

∫

∫

                          

                                

Revirtiendo el cambio de variable  

                      x

x

e
Cey 2

2
2

2
+−=−   

 

         Este resultado puede expresarse también como:   

                      x

x

e
Ce

y 2

4

2 2
21 +−=               

                         

Donde 2 C es equivalente a  �C�. Obteniéndose  mediante el inverso: 

    x

x

eC
ey 4

2
2 2

−
=                          

                                                                     

Ejemplo 2:  

                     3
4

36` xyyxy =+ , pasos a seguir: 

 

 

1. Dividir entre 3
4

xy  

3
4

3
4

3
4

3
4

36`

xy

xy

y

y
xxy

xy =+  
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2. Simplificar 

36` 3
1

3
4

=+ −− y
x

yy  

 

3. Hacer el cambio de variable 

3
1−= yw , y calcular 

3
4

3
1` −−= yw  

4. Sustituir el cambio de variable y multiplicar toda la expresión por 
3
1−  

         12` −=− w
x

w  

 

5. Resolver la ecuación diferencial lineal  donde: 

x
xP 2)( −=                  1)( −=xQ  

Factor integrante: 

2
22 12

x
eee InxxInx

dx

===∫ −−−
 

 

Resultando: 

Cdx
xx

w +−= ∫ 22

11  

6. Resolver la integral 

C
xx

w += 11
2  

7. Despejar " w " 

2
2

Cx
x
xw +=   

8. Revertir el cambio de variable:      

           23
1

Cxxy +=−  
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9. Buscar el inverso       

           

2
3

1

2

3
1

1

1

Cxx
y

Cxx
y

+
=

+=
 

10. Todavía se puede elevar ambos miembros a la potencia �3� para 

obtener: 

( )32

1
Cxx

y
+

=  
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ECUACIONES DIFERECIALES DE RICCATI 
 

 

Este tipo de ecuación diferencial tiene la estructura: 

 

)()()( 2 xRyxQyxP
x
y ++=

∂
∂   o en su forma equivalente )()()(` 2 xRyxQyxPy ++=    

                               

En la cual si se conoce alguna raíz  )(xS  del polinomio de segundo grado 

en �y�,  el cambio de variable:  

 

z
xSy 1)( +=  

      

La transforma en  una " Ecuación Diferencial Lineal".   

                                                            

Ejemplo 1:  

                     22 12` xxyyy ++−=       xxS =)(     

 

Pasos a seguir:                

  

1. Hacer el cambio de variable    

z
xy 1+=        

Calcular; 

      `11´ 2 zz
y −=   

 

y sustituir en la ecuación diferencial  

           2
2

2 1121`11 x
z

xx
z

xz
z

++





 +−






 +=−    
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2. Operar y reducir términos semejantes: 

         

22

22

22

22
2

2
2

1`1

111`1

11`11

12212`11

z
z

z

z
z

z

z
z

z

x
z
xx

zz
xxz

z

=−

−+=−

+=−

++−−++=−

 

 

3. Despejar z', lo cual se obtiene multiplicando miembro a miembro por            
2z−   

            
1`

` 2

2

−=

−=

z
z
zz  

 

4. Resolver la ecuación separable : 

    ∫∫ ∂−= xz´                    cxz +−=   

 

5. Revertir el cambio de variable despejando " z " de la ecuación: 

 
z

xy 1+=  

Obteniéndose: 

z
xy

z
xy

=
−

=−

1

1

 

 

6. Sustituyendo en  " 4 "  resulta: 

Cx
xy

+−=
−
1  
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yx
Cx

xy
Cx

=+
+−

−=
+−

1

1

 

 

 

Ejemplo 2: 

                    2
2

14 yy
xxdx

dy +−−=                            
x

xS 2)( =  

 

 Pasos a seguir: 

                 

1. Realizar el cambio de variable, 

       
z

xSy 1)( +=  

es decir, 

zx
y 12 +=  

 

2. Derivar ambos lados de la expresión anterior con respecto a �x�  

            `12` 22 z
zx

y −−=  

 

3. Sustituir los valores de: y e y'  en el ejemplo    
2

222

121214`12






 ++






 +−−=−−

zxzxxx
z

zx
 

 

4. Realizar operaciones y reducir términos semejantes  

          

22

222222

13`1

144124`12

zxz
z

z

zxzxxzxx
z

zx

+=−

+++−−−=−−
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5. Multiplicar ambos lados de la ecuación por 2z−  

( )
2

22

2

2 3`
z
z

xz
zz

z
z −−=−−  

13` −−= z
x

z  

 

6. Transponer términos para obtener una ecuación diferencial lineal 

13` −=+ z
x

z   

 

7. Resolver la ecuación diferencial 

x
xP 3)( =      1)( −=xQ  

 

Factor  Integrante  3333
3

xeeee InxInxx
dxdx

x ===∫=∫      

 

8. Solución de la ecuación diferencial lineal 

                

3

33

4

4
3

33

4

4

4

x
Cxz

x
C

x
xz

Cxzx

Cdxxzx

+−=

+−=

+−=

+−= ∫

 

 

9. Revertir el cambio de variable y sustituir en el paso anterior 

 

          Si  
zx

y 12 +=  
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Entonces: 

zx
y 12 =−  

                  
z

xy
x

zx
xy

=
−

=−

2

12

 

                  342 x
Cx

xy
x +−=
−

 

 

10. Solución general de la ecuación diferencial: 

 

 Despejar "y" en función de "x" 

                

x
y

x
Cx

xx
xy

x
Cx

xy

x
Cx

x

2

4

1

2

4

1

2

4

3

3

3

−=
+−

−=
+−

−=
+−

 

 

 y
x

x
Cx

=+
+−

2

4

1

3
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EJERCICIOS  DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Separables 

Ejercicio 1: 

            0)1( 2 =∂++∂ yxxxy  

             Paso 1: Separar variables  

y
yx

x
x ∂−=∂

+ 21
 

Paso 2: Integrar el lado izquierdo de la igualdad por cambio de variables y 

el lado derecho por tablas. 

cyx +−=+ ln1ln
2
1 2  

           Paso 3: Transponer términos y aplicar propiedades de los logaritmos  

cyx lnln1ln 2
1

2 =++                      

( ) cyx =+ 221  

Ejercicio 2: 

( )( ) xxyyxy ∂−+=∂ 11  

Paso 1: Separar variables  

x
x
xy

y
y ∂−=∂
+

1
1
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           Paso 2: integrar ambos lados después de dividir los polinomios  

            ∫ ∫ ∂





 −=∂








+

− x
x

y
y

11
1

11          

                 cxxyy +−=+− ln1ln   

           Paso 3: transponer términos y aplicar propiedades de los logaritmos  

                ( ) xcyxy 1ln +=+    

                  ( )xcye xy 1+=+   

Ejercicio 3:      

             yye
xx

x
y 12 +=

∂
∂   

           Paso 1: transponer términos 

                  ( ) dxxxyye y 2
1

2 1+=∂   

Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuación usando métodos de 

integración por partes y el lado derecho por cambios de variable  

                ( ) ( ) cxye y ++=−
3

11
2
3

2

  

            Paso 3: transponer términos 

                ( ) ( ) cxey y ++=− 2
3

2 113   
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Ejercicio 4: 

            3
ln'
xyxy
xy

+
=                    

Paso 1: escribir y' como dx
dy  sacar �x� como factor común en el 

denominador de la fracción del lado derecho. Separar variables 

                 ( ) x
x
xyyy ∂=∂+ ln3  

Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuación por tablas y el lado por 

cambio de variable 

                   cxyy +=+
2

ln
42

242

   

Paso 3: sacar mínimo común denominador de ambos lados de la ecuación 

y aplicar propiedades de los logaritmos 

                  cxyy +=+ 442 ln2   

Ejercicio 5:  

              
1
3

2 +
+=

∂
∂

t
tty

t
y                    ( ) 22 =y  

Paso 1: sacar factor común "t" en el numerador de la fracción del lado 

derecho y transponer términos para separar variables 

                  t
t
t

y
y ∂

+
=

+
∂

13 2  
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Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuación por tablas y el lado 

derecho por cambio de variable  

                  cty ln1ln3ln 2
1

2 ++=+  

                    
( )

c
t

y =
+

+

2
1

2 1

3  

           Paso 3: aplicar la condición inicial ( ) 22 =y  

                
( ) 5

5

1

3

2
1

2
=

+

+

t

y      

Ejercicio 6: 

             ( ) 0=⋅+
∂
∂ tCosy
t
y   

Paso 1: transponer términos y separar variables  

                 ( ) ttCos
y
y ∂−=∂   

           Paso 2: integrar por tablas ambos lados de la ecuación  

                ( ) ctSeny +−=ln  

          Paso 3: buscar la inversa de la función logarítmica 

                ( ) yce tSen =−   
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Ejercicio 7: 

              12 ++=
∂
∂ yxe
x
y  

Paso 1: rescribir la ecuación  

                 12 +=
∂
∂ yxee
x
y   

           Paso 2: separar variables 

                  ( ) xeye xy ∂=∂+− 21  

           Paso 3: integrar por tablas 

                 ( ) cee xy +=− +− 212   

 

Ejercicio 8: 

            212 y
x
yx −=

∂
∂   

           Paso 1: separar variables 

                     
x
x

y
y

21 2

∂=
−
∂  

Paso 2: Integrar lado izquierdo por sustitución trigonométrica (o 

directamente por tablas); lado derecho por tablas 

                     cxarcseny +=  

           Paso 3: despejar "y" 
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                    ( )cxSeny +=   

Ejercicio 9: 

            22222 1' yxyxyx −+−=  

           Paso 1: rescribir la ecuación  

                     ( ) ( )2222 11 xyx
x
yx −+−=

∂
∂   

                     ( ) ( )222 11 yx
x
yx ++−=

∂
∂  

           Paso 2: Separar variables 

                     x
xy

y ∂





 −=

+
∂ 11

1 22  

     

           Paso 3: integrar por tablas ambos lados de la ecuación  

                    ( ) cx
x

yArc +−−= 1tan  

                    





 +−−= cx
x

y 1tan  

Ejercicio 10: 

            ( ) ( ) 0sectan2 =∂−∂⋅ yxxyx             

Paso 1: Separar variables 

                      ( ) yyCotgxxCosx ∂=∂⋅ )(2  
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Paso 2: Integrar lado izquierdo de la ecuación usando el método de 

integración por partes y el lado derecho por tablas. 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) cysenxSenxCosxxSenx +=⋅+⋅+ ln222   

           Paso 3: Calcular la inversa 

                        
( ) ( ) ( ) ( )ySene cxSenxCosxxSenx =+⋅+⋅+ 222
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 

  

Ejercicio 1: 

22 yxy
x
yx +=−

∂
∂  

           Paso 1: Hacer transposición de términos 

( ) xyyxyx ∂++=∂ 22  

         

           Paso 2: Aplicar el cambio de variable 

vxy =  

vxxvy ∂+∂=∂  

          Para obtener: 

x
x

v
v ∂=

+

∂
21

 

Paso 3: Integrar lado izquierdo por sustitución trigonométrica y lado derecho 

por tablas para obtener, después de revertir el cambio de variable 

222 cxyxy =++  

  

 

 



 59

Ejercicio 2:  

( ) y
x
yyx =

∂
∂+  

           Paso 1: Hacer transposición de términos 

( ) xyyyx ∂=∂+  

           Paso 2: Aplicar el cambio de variable. 

vxy =  

uxxuy ∂+∂=∂  

           Para obtener: 

u
u
u

x
x ∂+=∂− 2

1  

Paso 3: Integrar lado izquierdo y derecho por tablas, después dividir ambos 

términos del numerador de la fracción entre u2, luego revertir el cambio de 

variable. 

c
y
xy =−ln  

            Equivalente a: 

ye y
xc

=
+
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Ejercicio 3: 

323 yyx
x
yx −=

∂
∂  

           Paso 1: Hacer transposición de términos 

                     ( )dxyyxdyx 323 −=  

           Paso 2: Aplicar el cambio de variable. 

uyx =  

yduudydx +=  

           Para obtener: 

u
u

u
y
y ∂







 −=∂ 12

 

           Paso 3: Integrar ambos lados de la ecuación por tablas, después de dividir 

ambos términos del numerador de la función del lado derecho entre "u" para 

obtener luego de revertir el cambio de variable. 

2

2

2
lnlnln

y
xc

y
xy =++  

           Equivalente a: 

xce y
x

=
2

2

2  

Ejercicio 4: 

032 233 =
∂
∂+−
x
yxyyx  
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           Paso 1: Hacer transposición de términos para obtener: 

                     ( )dxxydyxy 332 23 −=  

           Paso 2: Aplicar el cambio de variable  

vxy =  

uxxuy ∂+∂=∂             

Para obtener:  

u
u
u

x
x ∂








+

−=∂
1

3
3

2

 

Paso 3: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho por cambio de 

variable  ( )tu =+13  para obtener, después de revertir el cambio de variable  

c
x
xyx lnlnln 3

33

++−=  

           Equivalente a: 

c
x
xyx lnlnln 3

33

=++  

c
x
xyx =+

3

33

 

           Equivalente a: 

  233 cxxy =+  
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Ejercicio 5:  

             ( ) 022 =+− xydydxxy  

            Paso 1: Transponer términos y aplicar el cambio de variable vxy =   

uxxuy ∂+∂=∂                       

Para obtener: 

u
u
u

x
x ∂

−
−=∂

12 2  

Paso 2: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho por cambio de 

variable para obtener. 

cux ln12ln
4
1ln 2 +−−=  

Paso 3: Aplicar en propiedades de los logaritmos y revertir el cambio de 

variable para obtener. 

c
x
yx =








−12

2

2
4  

           Equivalente a: 

cxyx =− 4222  

 Ejercicio 6: 

( ) 01 =∂









++∂− teyytye y

t
y
t
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Paso 1: Hacer transposición de términos y aplicar el cambio de variable                   

yduudydtuyt +=→=  para obtener. 

ue
e

y
y

u

u

+
+−=∂ 1  

Paso 2: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho mediante el 

cambio de variables zueu =+  para obtener después de revertir el cambio 

de variable. 

cuey u lnlnln ++−=  

Paso 3: Transponer términos, resolver la ecuación y revertir el cambio de 

variable para obtener. 

ctye y
t

=+  

Ejercicio 7: 

            ( ) x
x
yyxy =−  arctg'   Con la condición inicial  ( ) 01 =y  

 Paso 1: Hacer transposición de términos y el cambio de variable                                  

xduudxdyuxy +=→=   para obtener. 

x
xuu ∂=∂ arctg  

Paso 2: Integrar lado izquierdo aplicando el método de integración por 

partes y lado derecho por tablas para obtener 

( ) cxuarctguu lnln1ln
2
1 2 +=+−  



 64

 

            Equivalente a: 

( ) cxuarctguu lnln1ln
2
1 2 +++=  

( ) xcuarctguu 2
1

21ln +=   

xcue uu 2
1

2arctg 1+=  

 Paso 3: Revertir el cambio de variable y considerar la condición inicial para 

obtener. 

22arctg
yxe x

y
x
y

+=  

  

Ejercicio 8: 

             0cos 
x
ycosy -

x
ysen =∂+∂






 y

x
yxxx      

 Paso 1: Transponer términos y hacer el cambio de variable                                        

xduudxdyuxy +=→=  para obtener: 

u
u
u

x
x ∂−=∂

sen
cos  

             Paso 2: Integrar por tablas ambos lados de la ecuación para obtener 

csenux lnlnln +−=  
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Paso 3: Transponer términos y revertir el cambio de variable: 

c
x
yenx =s  

Ejercicio 9: 

             
x
yy

x
yx ln=

∂
∂  

 Paso 1: Hacer transposición de términos y el cambio de variable                                    

xduudxdyuxy +=→=  para obtener; 

( ) x
x

uu
u ∂=

−
∂

1ln
 

Paso 2: Integrar lado izquierdo haciendo el cambio de variable  tu =ln       y 

lado derecho por tablas para obtener; 

cxt lnln1ln +=−  

Paso 3: Revertir el cambio de variable en "t" y el cambio de variable en "u" 

para obtener; 

1ln += xc
x
y  

            Equivalente a: 

x
yexc =+1  

yxecx =+1  
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Ejercicio 10: 

            
x
ye

x
y x

y

+=
∂
∂  

 Paso 1: Hacer transposición de términos y el cambio de variable                                 

xduudxdyuxy +=→=  

( )dxuexduudx u +=+  

            Equivalente a: 

x
dxue u =∂−  

Paso 2: Integrar miembro a miembro por tablas: 

cxe u lnln +=− −  

Paso 3: Aplicar propiedades de los logaritmos y revertir el cambio de 

variable: 

xce x
y

ln=−
−
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes Lineales 

 

Ejercicio 1: 

            
42
52'

+−
−−=
yx
xyy  

            Paso 1: Hacer transposición de términos para obtener la estructura  

                        ( ) ( ) 0,`, =+ yxNdxyxM  

                       ( ) ( ) 04252 =−+−+−+− dyyxdxyx   

            Paso 2: Resolver el sistema de ecuaciones  

                        52 =+− kh   

                        42 =+− kh   

               Donde 1−=h    2=k   

               Efectuar el cambio de variable  

                      dudxuxhux =→−=→+= 1                         

dvdyvykvy =→+=→+= 2   

                Sustituir estos valores en la ecuación del paso "1" para obtener la 

ecuación homogénea. 

                         ( ) ( ) 022 =+−++− dvvuduvu   

Paso 3: Resolver dicha ecuación homogénea mediante el cambio de 

variable.  
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                     zvu =   

vdzzdvdu +=   

           Se obtiene la ecuación separable 

                       
v
vz

z
z ∂=∂
−
−

21
2  

            Integrando ambos lados de la ecuación y revirtiendo los cambios de 

variable se obtiene: 

                      ( ) ( )23 21 −=−+ ycyx     

           Sugerencia: resuelva ∫ ∂
−
− z
z

z
21
2  usando el método de integración por 

fracciones parciales (fracciones simples). 

Ejercicio 2: 

            ( ) ( ) 01212 =++−++− dyyxdxyx  

            Paso 1: Resolver el sistema de ecuaciones  

12 −=− kh                           

12 −=+− kh  

            Donde 1−=h ;  1−=k  

            Efectuar el cambio de variable;    

                     hux +=     

                     kvy +=   
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                    es decir,   

                     dudxux =→−= 1                           

dvdyvy =→−= 1                      

Sustituir estos valores en la ecuación original para obtener la 

ecuación homogénea. 

                     ( ) ( ) 022 =+−+− dvvuduvu  

Paso 2: Resolver dicha ecuación homogénea mediante el cambio de 

variable.                   

                     uzv =    

                     zduudzdv +=   

           Se obtiene la ecuación separable  

                    z
zz

z
u
u ∂

+−
−−=∂

222
12

2  

          Equivalente a:  

                    







+−
−−=∂

1
12

2
1

2 zz
z

u
u  

Paso 3: Integrar ambos lados de la ecuación separable y revertir los 

cambios de variable para obtener; 

                     cxyyxyx =−−++ 22  

           Sugerencia: resuelva la integral  
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                    ∫ ∂
+−

− z
zz
z

1
12

2     

           Efectuando el cambio de variable 

                     tzz =+− 12  

                     ( ) dtdzz =−12  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 71

Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Exactas 

 

Ejercicio 1: 

             ( ) ( ) 03256 3 =+++ dyyxdxxyx  

           Probar el criterio de exactitud 

                
x
Nx

y
M

∂
∂==

∂
∂ 26  

           Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     )(
23

2
52 yGxyx ++  

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo con "N" 

                     ( ) yxGx y 32'2 33 +=+                  

           Paso 3: Despejar G´(y) e integrar con respecto a "y" 

                     ( ) yG y 3' =  

                     ( ) ∫= ydyG y 3  

                     cyG y +=
2

3 2

)(  

            Sustituir G(y) en el paso "1" 

            Solución general: 
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                     cyxyx =++ 223

2
3

2
52  

Ejercicio 2: 

             ( ) ( ) 02 2 =+++ dyxxedxxyye xyxy  

            Probar el criterio de exactitud 

                 
x
Nxxyee

y
M xyxy

∂
∂=++=

∂
∂ 2  

            Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( ) ( )y
xyxy Gyxedxxyye ++=+∫ 22   

            Paso 2: Derivar con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                     ( )
22 ' xxeGxxe xy

y
xy +=++   

            Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y" 

                     ( ) 0' =yG   

                     ( ) ∫ == cdyG y 0  

            Sustituir ( )yG en el paso "1"  

            Solución general 

                     cyxexy =+ 2  
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Ejercicio 3: 

             ( ) ( ) 0cos33 =+++ dyyxdxey x  

           Probar el criterio de exactitud  

                 
x
N

y
M

∂
∂==

∂
∂ 3  

           Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                      ( ) ( )y
xx Gexydxey ++=+∫ 33  

           Paso 2: Derivar este resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                      ( ) yxGx y cos3'3 +=+  

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y" 

                     ( ) yG y cos' =  

                     ( ) ∫ +== csenyydyG y cos  

           Sustituir el resultado en el paso "1"  

           Solución General 

                              csenyexy x =++3  

Ejercicio 4: 

             ( ) ( ) 0224 443 =++++ +++ dyxexdxxexex yxyxyx  

           Sujete a la condición inicial ( ) 10 =y  
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           Probar el criterio de exactitud 

                 
x
Nexex

y
M yxyx

∂
∂=+

∂
∂ ++ 434  

           Paso 1: Integrar "N" con respecto a "y" 

                      ( ) ( )x
yxyx Gyeexdyyeex ++=+∫ 244 2   

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "x" e igualarlo con "M"  

           ( ) xeexeexGeexeex yxyx
x

yxyx 24'4 4343 ++=++                                      

Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "x", luego sustituir la 

condición inicial ( ) 10 =y . 

                     ( ) cxG y += 2  

            Solución general  

                     cxyeex yx =++ 224            

 Si ( ) 10 =y entonces la solución particular es: 

                     1224 =++ xyeex yx    

Ejercicio 5: 

             ( ) ( ) 03cos2 223 =+++ dyeyyxdxeyxseny xx  

           Probar el criterio de exactitud  

                
x
Neyyx

y
M x

∂
∂=+=

∂
∂ 23cos2  
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           Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( )y
xx Geysenyxdxeyxdxseny ++=+ ∫∫ 3232  

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo con "N"  

                     ( )
x

y
x eyyxGeyyx 2222 3cos'3cos +=++   

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y"  

                     ( ) 0' =yG   

                     ( ) cG y =  

          Sustituir ( )yG  en el paso "1"  

          Solución general          

                     ceysenyx x =+ 32  

 

Ejercicio 6: 

            ( ) 5sen24cos2 −=+
∂
∂+ yx
x
yyyx  

          Rescribir la ecuación y probar el criterio de exactitud  

                  ( ) ( ) 04cos52 2 =+++ dyyyxdxxseny  

                 
x
Nyx

y
M

∂
∂==

∂
∂ cos2  

            Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  
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                     ( )yGxsenyxdxxdxseny ++=+∫ ∫ 552 2  

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N" 

                     ( ) yyxGyx y 4cos'cos 22 +=+  

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y"  

                     ( ) yG y 4' =  

                     ( ) cyG y += 22  

           Sustituir ( )yG en el paso "1"  

           Solución general  

                     cyxsenyx =++ 22 25  

 Ejercicio 7: 

            ( ) 01
41

22
2

2 =∂−+∂







+

+ xeyy
y
yye xx   

             ( ) 2
1

0 =y  

           Probar el criterio de exactitud 

                
x
Nye

y
M x

∂
∂==

∂
∂ 22  

            Paso 1: Integrar M con respecto a "x" 

                     )(

22
22

2 y

x
x Gxeyxxey +−=∂−∂ ∫∫    
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           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                     2
2

)(
2

41
'

y
yyeGye x

y
x

+
+=+   

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y" 

                     
y

yG y 41
' )( +

=  

                     ( ) cyG y ++= 241ln
8
1  

           Sustituir ( )yG  en el paso "1"  

           Solución general:      cyxey x =++− 222 41ln84   

           Solución particular: 2ln141ln84 222 +=++− yxey x  

Ejercicio 8: 

             ( ) 022 3 =++ dyyxsenxyysenxydx  

            Probar el criterio de exactitud  

               
x
Nxyxyxy

y
M

∂
∂=+=

∂
∂ cos2sen2    

            Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( )∫ +−= yGxysenxydxy cos22  

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  
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                     ( )
32'2 yxsenxyGxsenxy y +=+   

          Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrarlo con respecto a "y"  

                     ( )
3' yG y =  

                     cyG y +=
4

4

)(  

          Sustituir ( )yG  en el paso "1" 

          Solución general  

                     cyxy =+−
4

cos2
4

 

Ejercicio 9. 

             ( ) 0cos 2 =−− dyyxsenyydx  

            Probar el criterio de exactitud  

                
x
Ny

y
M

∂
∂=−=

∂
∂ sen  

            Paso 1: Integrar "M" con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                    ( )∫ += yGyxydx coscos  

            Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                      ( )
2' yxsenyGxseny y +−=+−   

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y"           
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                     ( )
2' yG y =   

                     cyG y +=
3

3

)(  

           Sustituir ( )yG en el paso 1 

           Solución General  

                     cyyx =+
3

cos
3

         

Ejercicio 10: 

             ( ) ( ) 0543432 =+++++ dyyxdxyx  

           Probar el criterio de exactitud 

               
x
N

Y
M

∂
∂==

∂
∂ 3  

           Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( ) ( )yGxxyxdxyx +++=++∫ 43432 2  

           Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                      ( ) 543'3 ++=+ yxGx y   

            Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar con respecto a "y"  

                     ( ) 54' += yG y  

                     ( ) cyyG y ++= 52 2   
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           Sustituir ( )yG  en el paso "1" 

           Solución General 

                     cyyxxyx =++++ 5243 22  
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Transformables a Exactas 

 

Ejercicio 1: 

             ( )dxyxydyxdx 22 +=+   

           Rescribir la ecuación y probar el criterio de exactitud  

                 ( ) 022 =−−+ ydydxxyx  

                02 =
∂
∂≠=

∂
∂

x
Ny

n
M  

           Paso 1: Buscar un factor integrante  

                      202'' −=
−

−=−
y

y
N
NM  

                     xx eeFI 22 −∂−
=∫=  

           Multiplicar la ecuación por el factor integrante y probar de nuevo el 

criterio de exactitud. 

                     ( ) 02222 =−−+ −− dyyedxexyx xx  

                     
x
Nye

y
M x

∂
∂==

∂
∂ −22  

            Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y" 

                      )(

22
2

2 x

x
x Gyeyye +−=∂− ∫

−

  

           Derivar el resultado con respecto a "x" e igualarla a "M" 
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                      ( )
xxx

x
x xeeyexGey 2222222 ' −−−− −+=+   

Paso 3: Despejar ( )yG'   e integrar el resultado con respecto a "x" (usar 

método de integración por partes). 

                     ( )
xx

y xeexG 222' −− −=   

           Cambios de variables sugeridos para cada una de las integrales: 

                     ux =2                                 ux =  

                     duxdx =2                             dudx =  

                     ve x

=− −

2

2

                             ve x

=− −

2

2

 

                     cexG
x

x +−=
−

2

22

)(  

           Sustituir ( )yG  en el paso "2" y simplificar  

           Solución general:  

                     cexye xx

=−− −−

22

2222

  

           Equivalente a: 

                     xceyx 222 =+   

Ejercicio 2. 

                 0ln =+− dxxxdyydx  

          Rescribir la ecuación y probar el criterio de exactitud. 
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                     ( ) 0ln =−+ xdydxxy  

                     11 −=∂≠=
∂
∂

dx
N

y
M  

           Paso 1: Buscar un factor integrante  

                      
xxN

NM 211'' −=
−
+=−  

                     2

2 1
x

eFI x
=∫=

∂−  

           Multiplicar la ecuación por el factor integrante y probar de nuevo el 

criterio de exactitud. 

                      01ln
22 =∂−∂





 + y

x
x

x
x

x
y  

                      
x
N

xy
M

∂
∂==

∂
∂

2

1  

           Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y" 

                      )(
11

xGy
x

y
x

+−=∂− ∫   

           Derivar el resultado con respecto a "x" e igualar a "M" 

                      22)(2

ln'
x
x

x
yG

x
y

x +=+  

Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar el resultado con respecto a "x" (usar 

método de integración por partes). 
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                     2)(

ln
'

x
x

G x =  

           Cambio de variable sugerido  

                     ux =ln   

                     ux
x

∂=∂1  

                     v
x

vdxx =−≈=∫ − 12   

           Por lo tanto;  

                     c
x

x
x

G x +−−= 1ln1
)(  

           Sustituir ( )yG  el resultado en el paso "2"  

           Solución general:  

                      c
x

x
xx

y =−−− 1ln1  

            Equivalente a: 

                     cxxy =++ 1ln   

Ejercicio 3: 

             ( ) ( ) 03 22 =+++ dyxyxdxyxy  

           Sujeta a la condición inicial ( ) 12 =y  

           Probar el criterio de exactitud     
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                 yx
X
Nyx

y
M +=

∂
∂≠+=

∂
∂ 223  

            Paso 1: Buscar un factor integrante  

                
xyxx

yxyx
N
NM 1

)(
223'' =

+
−−+=−            

                     xeFI
dx
x =∫=
1

  

           Multiplicar la ecuación por el factor integrante y probar de nuevo el 

criterio de exactitud 

( ) ( ) 03 2322 =+++ dyyxxdxxyyx                           

x
Nxyx

y
M

∂
∂=+=

∂
∂ 23 2  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( ) )(

22
322

2
3 yG

yxyxxxyyx ++=∂+∫  

           Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N" 

                      ( ) yxxGyxx y
2323 ' +=++  

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar el resultado con respecto a "y"  

                     ( ) 0' =yG  

                     ( ) cG y =  

            Solución general: 
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                     cyxyx =+
2

22
3   

           Solución particular  

                     10
2

22
3 =+ yxyx    

           Equivalente a: 

                     202 223 =+ yxyx   

Ejercicio 4: 

            0
2
1 34 =∂+∂ yxyxy  

           Probar el criterio de exactitud  

                332 y
x
Ny

y
M =

∂
∂≠=

∂
∂  

            Paso 1: Buscar el factor integrante 

                      
xxy

yy
N
NM 12''

3

33

=−=−   

                     xeFI
x

x =∫=
∂

1

 

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud: 

                      0
2
1 324 =∂+∂ yyxxxy  
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x
Nxy

y
M

∂
∂==

∂
∂ 32  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                      )(
424

4
1

2
1

yGyxxxy +=∂∫  

           Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"  

                     ( )
3232 ' yxGyx y =+   

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar el resultado con respecto a "y"  

                     ( ) 0' =yG   

                     ( ) cG y =  

           Sustituir ( )yG en el paso 2 

           Solución general  

                     cyx =42

4
1  

            Equivalente a: 

  cyx =42  

Ejercicio 5: 

             ( ) 0=++ tgxdydxyx  

           Probar criterio de exactitud  
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             1=
∂
∂
y
M        x

x
N 2sec=

∂
∂  

           Paso 1: Buscar el factor integrante  

                     x
x
x

N
NM  tg

 tg
sec1'' 2

−=−=−  

                     ( ) xeeFI xtgxdx coscosln ==∫= −−  

          Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar el criterio de exactitud 

                      ( ) 0coscos =++ senxdydxxyxx   

dx
dNx

dy
dM == cos  

           Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y"  

                     ( )∫ += xGysenxdysenx  

           Derivar el resultado con respecto a "x" e igualar a "M"  

                     ( ) xyxxGxy x coscos'cos +=+  

Paso 3: Despejar ( )yG'   e integrar el resultado con respecto a "x" (usar 

método de integración por partes)                                     

                     ( ) xxG y cos' =  

                     ( ) cxxsenxG y ++= cos   

           Sustituir ( )yG  en el paso 2 
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           Solución general: 

                     cxxsenxysenx =++ cos  

Ejercicio 6. 

                ( ) ( ) 02332 222 =++++ dyyxdxyyxxy  

           Probar criterio de exactitud  

                    x
x
Nyxx

y
M 2632 2 =

∂
∂≠++=

∂
∂  

           Paso 1: Buscar el factor integrante  

                      ( ) 3
2
23''

2

2

=
+
+=−
yx
yx

N
NM  

                      xdx eeFI 33
=∫=   

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud. 

                      ( ) ( ) 02332 32322 =++++ dyeyxdxeyyxxy xx  

                     
x
NGyxe

y
M

y
x

∂
∂=++=

∂
∂ )32( )(

23             

Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x" (usar el método de integración por 

partes); 

                     )(
3232

y
xx Geyyex ++  

           Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N"  



 90

                     xx
y

xx yeexGyeex 332
)(

332 2'2 +=++     

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar el resultado con respecto a "y" 

                     ( ) 0' =yG   

                      ( ) cG y =  

Sustituir ( )yG  en el paso 2 y reducir términos semejantes 

           Solución general: 

                     ceyyex xx =+ 3232  

           Equivalente a: 

                      ( ) cyyxe x =+ 223  

Ejercicio 7: 

                ( ) 0ln3 =∂−+∂ yxyx
x
y  

           Probar el criterio de exactitud  

                    
xx

N
xy

M 11 −=
∂
∂≠=

∂
∂  

            Paso 1: Buscar el factor integrante  

                     
y

x
y
xx

M
MN 2

11
'' −=

−−
=−  



 91

                      2

2 1
y

eFI y
y

=
∫

=
∂

−
 

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud. 

                      0ln1
2 =∂







−+∂ y
y
xyx

xy
 

                      
x
N

xyy
M

∂
∂=−=

∂
∂

2

1  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     )(ln111
yGx

y
x

xy
+=∂∫  

           Derivar el resultado con respecto a "y"  e igualar a "N"  

                      2)(2

ln'ln
y
xyG

y
x

y −=+−  

           Paso 3: Despejar ( )yG'  e integrar el resultado con respecto a "y" 

                      ( ) yG y ='   

                      ( ) cyG y +=
2

2

 

           Sustituir ( )yG  en el paso 2 

           Solución general: 

                     cy
y
x =+

2
ln 2
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Ejercicio 8. 

                 1cos' =+ xyysenx  

           Rescribir la ecuación  

                     ( ) 0cos1 =+− xdydxysenx   

           Probar criterio de exactitud  

                    x
x
Nx

y
M sen sen −=

∂
∂≠=

∂
∂  

           Paso 1: Buscar el factor integrante 

                      x
N
NM  tg2'' =−  

                     xeFI xtgx 22 sec=∫=
∂  

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud. 

                      ( ) 0secsecsec 2 =+− xdydxxxtgxy  

                      
x
Nxx

y
M

∂
∂==

∂
∂ tgsec  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( )yGtgxxyxdxxtgxdxy +−=−∫ ∫ secsecsec 2   

           Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N" 

                     ( ) xGx y sec'sec =+  
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           Paso 3: Despejar ( )yG' e integrar el resultado con respecto a "y" 

                      ( ) 0' =yG   

                      ( ) cG y =  

           Sustituir ( )yG  en el paso 2 

           Solución general  

                     ctgxxy =−sec  

           Equivalente a: 

                     xcsenxy cos+=  

Ejercicio 9. 

             ( ) ( ) 0223 22 =+++ dyxyxdxyxy  

          Probar criterio de exactitud  

                  yx
x
Nyx

y
M 2243 +=

∂
∂≠+=

∂
∂  

        Paso 1: Buscar factor integrante  

                     
xN

NM 1'' =−  

                     xeFI
x

x =∫=
∂

1

 

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud 
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                      ( ) ( ) 0223 2322 =+++ dyyxxdxxyyx  

                      
x
Nxyx

y
M

∂
∂=+=

∂
∂ 43 2  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ( )yGyxyxxdxydxxy ++=+ ∫∫ 22322 23  

           Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"                          

                      ( ) yxxGyxx y
2323 2'2 +=++   

           Paso 3: Despejar ( )yG' e integrar el resultado con respecto a "x" 

 ( ) 0' =yG   

                      ( ) cG y =  

           Sustituir ( )yG en el paso 2 

           Solución general. 

                     cyxyx =+ 223   

Ejercicio 10: 

             02 2 =+ ctgydyxxdx 2 

           Probar el criterio de exactitud  

                yx
x
N

y
M  cotg20 =

∂
∂≠=

∂
∂  
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            Paso 1: Buscar factor integrante  

                     
xN

NM 2'' −=−  

                     2

2 1
x

eFI x
x

=∫=
∂

−
 

           Multiplicar todos los términos de la ecuación por el factor integrante y 

probar de nuevo el criterio de exactitud. 

                     0 cotg2 =∂+∂ yyx
x

 

                     
x
N

y
M

∂
∂==

∂
∂ 0  

           Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"  

                     ∫ +=∂
)(ln22 yGx

x
x      

           Derivar el resultado con respecto a �y� e igualarlo a �N� 

                      ( ) ctgyG y ='   

            Paso 3: Integrar el resultado con respecto a �y�  

                      ( ) csenyG y += ln  

            Sustituir ( )yG  en el paso 2  

            Solución general  

                     csenyx lnlnln2 =+  c 
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            Equivalente a:  

 csenyx =2   
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales lineales 

 

Ejercicio 1. 

             xsenxxyy coscos' =+  

           Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante  

                     ( ) xP x cos=          ( ) xsenxQ x cos=   

                     senxxdx eeFI =∫=
cos  

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(  

                     cxdxsenxeye senxsenx
+=∫ ∫ cos  

           Resolver la integral usando primero el método de integración por 

cambio de variable y luego el método de integración por partes 

                     dtxdxtsenx =→= cos  

           Resultado  

                    CV 1.   cdtet +∫    

                    CV 2. Método de integración por partes  

                     dtdutu =→=   

                     uet =  

           Por lo tanto cetedte ttt +−=∫  
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           Paso 3: Revertir los cambios de variable y despejar la variable "y"  

                     cesenxeye senxsenxsenx +−=  

                     senxcesenxy −+−= 1   

Ejercicio 2: 

             xx eyey 2' =+   

           Paso 1. 

                     Identificar P(x) y Q(x) y calcular el F.I. 

                     ( )
x

x eP =       ( )
x

x eQ 2=   

                     
xx
exe eeFI =∫=

∂   

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(                        

cxeeye xee xx

+∂= ∫ 2  

           Sugerencia: Usar método de integración por cambio de variable y 

método de integración por partes. 

                     ceeeye
xx eexxe +−=   

           Paso 3: Despejar la variable "y"  

                     
xex ceey −+−= 1   
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Ejercicio 3: 

             xyy =−5'  

           Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante 

                     ( ) 5−=xP          ( ) xQ x =  

                     ( ) xdxxp eeFI 5−=∫=  

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(   

                     cdxxeye xx += ∫ −− 55   

           Resolver la integral usando el método de integración por partes  

                     cexeye xxx +−−= −−− 555

25
1

5
1  

           Paso 3: Despejar la variable �y� 

                     xcexy 5

25
1

5
1 +−−=  

Ejercicio 4. 

             0' =− xeyxy  

Paso 1: Multiplicar toda la ecuación por el factor 
x
1  para darle la estructura 

de la ecuación diferencial lineal.  

                     xe
x

y
x

y 11' =+  
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           Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante  

                     ( ) x
P x

1=                    
x

x e
x

Q 1
)( =    

                     xeeFI
x

xxP x =∫=∫=
∂∂

1
)(   

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(   

                     ∫ +∂= cx
x

xeyx x 1  

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y" 

                     ceyx x +=  

                     
x
c

x
ey
x

+=  

Ejercicio 5: 

            
x

ytgxy
cos

1' =−   

           Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante. 

                     ( ) tgxP x −=             ( ) x
Q x cos

1=  

                     xeeFI xtgxdx coscosln ==∫=
−   

           Paso 2: Aplicar la formula; cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(    
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cdx
x

xxy += ∫ cos
1coscos  

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y"  

                     cxxy +=cos  

                     ( )cxxy += sec  

Ejercicio 6: 

             23' =− yy  

            Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante  

                     ( ) 3−=xP       ( ) 2=xQ    

                     ( ) xdxdxxp eeeFI 333 −−−
=∫=∫=  

            Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(   

                     cxeye xx +∂= ∫ −− 33 2  

            Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y" 

                    ceye xx +−= −− 33

3
2  

                     xcey 3

3
2 +−=  

Ejercicio 7. 

             53' xyxy =−   
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Paso 1: Multiplicar por el factor 
x
1 toda la ecuación para obtener la 

estructura de la ecuación diferencial lineal.  

                     43' xy
x

y =−  

           Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante. 

                     
x

P x
3

)( −=           4
)( xQ x =  

                     3
ln33 1

x
eeFI xx

x

==∫= −
∂

−
  

           Paso 2: Aplicar en la formula  cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(  

                     cxx
xx

y +∂= ∫ 4
33

11  

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y" 

                     cx
x
y +=

2
1 2

3  

                     3
5

2
cxxy +=                           

Ejercicio 8: 

             xeyy 22' =+   

           Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante 

                      ( ) 2=xP           ( )
x

x eQ 2=   
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                     xdx eeFI 22
=∫=   

           Paso 2: Aplicar en la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(  

                     ∫ += cdxeeye xxx 222   

                     ∫ += cdxeye xx 42              

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y" 

                     ceye
x

x +=
4

4
2  

                     xx ceey 22

4
1 −+=   

Ejercicio 9: 

           xxyctgxy csc4' 2=+   

           Paso 1: Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante  

                     ( ) ctgxP x =          ( ) xxQ x csc4 2=  

                     ( ) senxeeeFI senxgxdxdxxp
==∫=∫= lncot  

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(         

                     ( ) cdxecxxsenxysenx += ∫ cos4 2   

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable �y� 
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                     cxxy +=
3

4sen 
3

          

                     xcxxy  ccos  ccos
3
4 3 +=    

Ejercicio 10: 

                 ( ) xxeyxxy 332' −=++   

Paso 1: Multiplicar la ecuación por el factor 
x
1 para darle la estructura de la 

ecuación diferencial lineal. 

                      xey
x

y 332' −=





 ++  

           Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante 

                     32
)( +=
x

P x                x
x eQ 3

)(
−=  

                      xxxxx
x

x exeeeeFI 323ln3ln
32

22

===∫= +
∂





 +

 

           Paso 2: Aplicar la formula cxQeye X
xPxP xx +∂∫=∫ ∫

∂∂
)(

)()(  

                     cdxeexeyx xxx += −∫ 33232   

           Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y" 

                     cxeyx x +=
3

3
32  

                     xe
x
cxy 3

23
−






 +=  
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Bernoulli 

   

Ejercicio 1. 

               43' yxyxy =−   

Paso 1: Multiplicar la ecuación por el factor 
x
1  para darle la estructura de la 

ecuación diferencial de Bernoulli;  

                     421' yxy
x

y =−   

           Multiplicar por 4
1
y

para transformar la ecuación de Bernoulli en 

ecuación lineal 

                     234 1' xy
x

yy =− −−  

           Paso 2: Efectuar el cambio de variable  

                     wy =−3  

                     ''3 4 wyy =− −   

           Multiplicar la ecuación por -3 y sustituir el cambio  de variable 

                      234 33'3 xy
x

yy −=+− −−    

                      233' xw
x

w −=+             
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           Resolver la ecuación diferencial lineal, identificando P(x), Q(x) y 

calcular el factor integrante 

                     ( ) x
P x

3=                  ( )
23xQ x −=   

                     3
3

xeFI x
x

=∫=
∂

 

           Paso 3: Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     ( ) cdxxxwx +−= ∫ 233 3  

           Resolver la integral y despejar la variable "w" 

                     cxwx +−=
6

3 6
3  

                      3

3

2 x
cxw +−=     

           Revertir el cambio de variable  

                     3

3
3

2 x
cxy +−=−                           

Ejercicio 2: 

             2' xyyxy −=+   

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por el factor 2
1
xy

 

                     11' 12 −=+ −− y
x

yy  
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           Paso 2: Hacer el cambio de variable  

                     wy =−1  

                     '´2 wyy =− −  

           Multiplicar la ecuación por "-1" y sustituir                        

                     11' 12 =−− −− y
x

yy   

                     11' =− w
x

w  

           Paso 3: Resolver la ecuación diferencial lineal  

           Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante 

                     ( ) x
P x

1−=        ( ) 1=xQ  

                     
x

eFI
x

x 11

=∫=
∂−

 

           Aplicar la formula  ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     cdx
xx

w += ∫
11                           

                     cx
x

w += ln1  

           Despejar w y revertir el cambio de variable 

                     cxxxw += ln  
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                     cxxxy +=− ln1  

Ejercicio 3. 

            2

32'
x
yy

x
y =+         

           Paso 1: Dividir la ecuación entre y3  

                     2
23 12'

x
y
x

yy =+ −−  

           Realizar el cambio de variable  

                     wy =−2   

                     ''2 1 wyy =− −  

           Multiplicar la ecuación por "-2" y escribir la ecuación lineal 

                     2

24'
x

w
x

w −=−   

           Paso 2: Resolver la ecuación lineal:  

           Calcular el factor integrante 

                     44 −
∂−

=∫= xeFI x
x

       

           Aplicar en la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     cx
x

xwx +∂





−= ∫ −−

2
44 2  

           Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable 
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                     4
1

5
2 cxxw +
−

−=
−

 

                      42

5
2 cx
x

y +=−   

Ejercicio 4: 

                
x

yy
x

y 2

2
1

cos
22' =+  

           Paso 1: Dividir la ecuación entre 2
1

y   

                     
x

y
x

yy 2
2
1

2
1

cos
22' =+

−
   

           Realizar el cambio de variable  

                     wy =2
1

 

 ''
2
1 2

1

wyy =
−

 

           Multiplicar la ecuación por "
2
1 " y escribir la ecuación lineal  

                     xw
x

w 2sec1' =+  

           Paso 2: Resolver la ecuación lineal. 

           Calcular el factor integrante  

                     xeFI
x

x =∫=
∂1
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           Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫              

                     cxdxxwx += ∫ 2sec  

Paso 3: Resolver la integral aplicando el método de integración por partes y 

revertir el cambio de variable. 

                     ∫ +−= ctgxdxxtgxwx                              

                                

x
cx

tgxw
+

+=
cosln

          

                      
x

cx
xy

+
+=

cosln
tg2

1

             

Ejercicio 5. 

             xyytgxy cos' 2−=−  

           Paso 1: Dividir la ecuación por y2  

                     xtgxyyy cos' 12 −=− −−  

           Realizar el cambio de variable 

                      wy =−1  

                     ''2 wyy =−                       

Multiplicar la ecuación por "-1" y escribir la ecuación lineal 

                     xwtgxw cos' =+  

           Paso 2. Resolver la ecuación lineal: 
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           Calcular el factor integrante 

                     xeeFI xtgxdx secsecln ==∫=   

            Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     ∫ += cxdxxxw cossecsec  

            Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable 

                     cxxw +== sec   

                     
x
cxy

sec
1 +=−  

                     
cx
xy

+
= sec                 

Ejercicio 6: 

            
xy

y
x

y 12' =−  

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por �y�        

x
y

x
yy 12' 2 =−    

           Realizar el cambio de variable  

     wy =2  

                     ''2 wyy =                               

           Multiplicar la ecuación por "2" y escribir la ecuación lineal 
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x

w
x

w 24' =−  

           Paso 2: Resolver la ecuación lineal: 

           Calcular el factor integrante 

                     
4ln4 4

−
∂−

==∫=
−

xeeFI xx
  

           Aplicar la formula  ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫                         

                     cx
x
xwx +∂= ∫

−
−

4
4 2  

           Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable 

                     cxwx +
−

=
−

−

4
2 4

4  

                     4

2
1 cxw +−=   

                     42

2
1 cxy +−=   

Ejercicio 7: 

            
y
x

x
yy =−'  

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por �y�  

                      xy
x

yy =− 21'  

           Realizar el cambio de variable  
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                     wy =2  

                     ''2 wyy =                               

           Multiplicar la ecuación por "2" y escribir la ecuación lineal 

                     xw
x

w 22' =−    

           Paso 2: Calcular el factor integrante  

                     2ln22 −−
∂−

==∫ xee xx
x

  

           Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     cxdxxwx += ∫ −− 22 2  

           Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable 

                     ( )cxxw += 22 ln  

                     ( )cxxy += 222 ln   

Ejercicio 8: 

                32 21' −=+ y
x

y
x

yx   

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por 2

3

x
y       

                     3
4

3
3 21'

x
y

x
yy =+   
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           Realizar el cambio de variable 

                     wy =4  

                     ''4 3 wyy =  

            Quedando  

                    3

4'
x

w+ 3

8
x

w =  

           Paso 2: Calcular el factor integrante  

                     2
3

2
4 xxx

eeFI
⋅−∂

=∫=
−

 

           Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     cx
x

ewe xx +∂= ∫
−−

3

22 18 22  

           Paso 3: Calcular la integral y revertir el cambio de variable 

                     2
2

4 2 xcey +=   

Ejercicio 9: 

             23' xyxyy =+  

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por 2

1
y

        

                     xxyyy =+ −− 12 3'   

           Realizar el cambio de variable 
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                     wy =−1   

                     ''2 wyy =− −   

                     xxww −=−3'  

           Paso 2: Calcular el factor integrante  

                       ( ) 2
3

3
2x

xdxdxxp
eeeFI

−
−

=∫=∫=   

           Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                    cxxewe
xxx

+∂−= ∫
∂−−

)(
2

2

2
3

2
3

 

           Paso 3: Calcular la integral y revertir el cambio de variable 

                     cewe
xxx

+=
∂−− 2

2

2
3

2
3

3
1  

                     
2

2
3

1

3
1 x
cey +=−   

Ejercicio 10: 

             241' −=+ yey
x

y x           

           Paso 1: Multiplicar la ecuación por y2 

                       
432 1' xey

x
yy =+    

           Realizar el cambio de variables 
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  wy =3      

''3 2 wyy =   

                     
4

33' xew
x

w =+  

           Paso 2: Calcular el factor integrante 

                        ( ) 33
xee x

x
dxxp

=∫=∫
∂

  

           Aplicar la formula ( ) ( ) ( ) cdxxQewe dxxpdxxp
+∫=∫ ∫  

                     cdxexwx x += ∫
433  

Paso 3: Resolver la integral (sugerencia cv x4 = t) y revertir el cambio de 

variable 

                     cewx x +=
4

4
33  

                     334
3

4

x
c

x
ew
x

+=   

                     33
3

4
3

4

x
c

x
ey
x

+=              
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Ricatti 

Ejercicio 1. 

             152' 2 −+= yyy       ( ) 3=xS   

           Paso 1: Realizar el cambio de variable 

 
z

y 13+=        →           
3

1
−

=
y

z  

'1' 2 zz
y −=  

           Hacer las sustituciones correspondientes 

                     1513213'1 2

2 −





 ++






 +=−

zz
z

z
 

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener 

la ecuación lineal. 

                     18' −=+ zz   

           Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante  

( ) 8=xP         ( ) 1−=xQ    

xeFI 8=  

           Resolver la ecuación lineal en "z" y revertir el cambio de variable  

xcez 8

8
1 −+−=  
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                     xce
y

8

8
1

3
1 −+−=
−

    →    3

8
1

1
8

+
+−

=
− xce

y         

                                             

   Ejercicio 2. 

396' 22 −++= xxyyy       ( ) xS x 3−=   

           Paso 1: Realizar el cambio de variable  

                     
z

xy 13 +−=    

                     '13' 2 zz
y −−=  

           Hacer las sustituciones correspondientes  

                     3913631'13 2
2

2 −+





 +−+






 −=−− x

z
xxx

z
z

z
 

Paso 2: Resolver las operaciones y reducir términos semejantes para 

obtener la ecuación separable, 

                     1' −=z   

           Paso 3: Integrar miembro a miembro para obtener: 

cxz +−=  

 Revertir el cambio de variable 

cx
xy

+−=
+ 3
1       →     x

cx
y 31 −

+−
=  
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Ejercicio 3. 

55' 2 +−= xyyy       ( ) xS x 5=   

           Paso 1: Realizar el cambio de variable  

z
xy 15 +=       →        

xy
z

5
1
−

=  

'15' 2 zz
y −=  

           Hacer las sustituciones correspondientes: 

515515'15
2

2 +





 +−






 +=−

z
xx

z
xz

z
 

Paso 2: Resolver las operaciones y reducir términos semejantes para 

obtener la ecuación lineal: 

15' −=+ xzz  

           Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante  

( ) xP x 5=     ( ) 1−=xQ  

2

2
5

5 xxx
eeFI =∫=

∂  

           Resolver la ecuación lineal en "z" y revertir el cambio de variable   

2

2

2
5

2
5

x

x

e

cxe
z

+∂−
= ∫  
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xe
x

∂∫
2

2
5

  no es una integral elemental. 

2

2

2
5

2
5

5
1

x

x

e

cxe

xy

+∂−
=

−
∫         →       x

cxe

ey
x

x

5
2

2

2
5

2
5

+
+∂−

=

∫
 

  

NOTA: se acostumbra, cuando la integral ( )∫ ∂xxf  no es elemental, escribir como   

( )∫ ∂
x

x
ttf

0

 donde x0 es una constante así: 

             
ce

eu
x

x

x

x

+−
=

∫
0

2

2

2
5

2
5

 

             xuy 5+=   

Ejercicio 4: 

             54' 2 −+= yyy       ( ) 5−=xS   

           Paso 1: Realizar el cambio de variable  

z
y 15 +−=     →     

5
1
+

=
y

z  

'1' 2 zz
y −=  

           Hacer las sustituciones correspondientes: 

551451'1 2

2 −





 −+






 −=−

zz
z

z
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           Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes  

16' −=− zz  

           Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante 

( ) 6−=xP      ( ) 1−=xQ   

xeFI 6−=  

           Resolver la ecuación lineal en "z" y revertir el cambio de variable 

xcez 6

6
1 +=  

5

6
1

1
6

−
+

=
xce

y  

Ejercicio 5: 

2
2 251'

x
y
x

yy −−=             
x

S x
5

)( =  

           Paso 1: Realizar el cambio de variable 

zx
y 15 +=     →    

5−
=
xy
xz   

'15' 22 z
zx

y −−=  

Hacer las sustituciones correspondientes: 

2

2

22

2515115'15
xzxxzx

z
zx

−





 +−






 +=−−  
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Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener 

la ecuación lineal; 

19' −=+ z
x

z  

           Paso 3: Identificar )(xP , )( xQ y calcular el factor integrante 

x
P x

9
)( =               )( xQ = -1         99

xeFI x
x

=∫=
∂

 

           Resolver la ecuación lineal en "z" y revertir el cambio de variable 

9

10
−+−= cxxz  

9

105
−+−=

−
cxx

xy
x  

xcxx
y 5

10

1
9

+
+−

=
−

 

Ejercicio 6: 

             22csc' yyctgxxy ++=         ctgxS x −=)(  

           Paso 1: Realizar el cambio de variable 

z
1-cotgxy +=   

'1cosc' 2
2 z

z
xy −=  

           Hacer las sustituciones correspondientes: 
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2
2

2
2 cotg11 cotg cotgcosc'1cosc 






 −+






 +−+=− x

zz
xxxz

z
x  

  

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener 

la ecuación lineal; 

                     ( ) 1' −=− zctgxz   

           Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante 

                     ( ) ctgxP x −=                 ( ) 1−=xQ  

                     xFI csc=  

           Resolver la ecuación lineal "z" y revertir el cambio de variable: 

           Variable:  

x

cxx
z

cosc

cotgcoscln +−−
=  

                     x
cxx

xy cotg
cotgcoscln

cosc −
+−−

=  

Ejercicio 7: 

2
2 22'

x
y

x
yy ++=                    

x
S x

2
)( −=  

           Paso 1: Realizar el cambio de variable  

zx
y 12 +−=      →     

2+
=
xy
xz  
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'12' 22 z
zx

y −=  

           Hacer las sustituciones correspondientes 

2

2

22

212212'12
xzxxzx

z
zx

+





 +−+






 +−=−   

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener 

la ecuación lineal: 

12' −=− z
x

z  

           Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante 

( ) x
P x

2−=               ( ) 1−=xQ  

                     2−= xFI   

           Resolver la ecuación lineal en �z� y revertir el cambio de variable 

2cxxz +=  

2

2
cxx

xy
x +=
+

 

xcxx
y 21

2 −
+

=  

Ejercicio 8: 

4168' 22 −++= xxyyy          ( ) xS x 4−=   

           Paso 1: Realizar el cambio de variable  
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z
xy 14 +−=      →          

xy
z

4
1
+

=  

'14' 2 zz
y −−=  

           Hacer las sustituciones correspondientes 

41614814'14 2
2

2 −+





 +−+






 +−=−− x

z
xx

z
xz

z
 

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener 

la ecuación separable: 

1' −=z  

           Paso 3: Integrar miembro a miembro. 

∫ ∫ ∂−= xz 1'  

cxz +−=  

           Al revertir el cambio de variables se obtiene: 

 
cx

xy
+−

+−= 14  
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