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PREFACIO

Este trabajo esta disefiado para facilitar el estudio de las “Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer Grado” a los estudiantes de
matematicas en las escuelas de computacion e ingenieria de la Universidad

Nueva Esparta.

A los efectos de lograr el objetivo, se ha tratado de presentar cada uno de
los casos en forma sencilla, evitando el uso riguroso del calculo, introduciendo
artificios sencillos, faciles de comprender y aplicar sin menoscabar la profundidad
del tema.

A la presentacion tedrico practica del objeto de estudio le sucede un
problemario que presenta los ejercicios resueltos en tres partes de manera que el
estudiante vaya logrando etapas en la medida que avanza en la resolucién del

ejercicio.

Este trabajo constituye una recopilacion de informacion que pretende
orientar y estimular a todo estudiante del tercer curso de matematica a fin de
permitirle adquirir la destreza necesaria en el manejo de las Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer Grado.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Una ecuacion se llama diferencial porque contiene una o mas derivadas 6
diferenciales. Existen ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. En este
trabajo se estudiaran las Ecuaciones diferenciales Ordinarias, que son aquellas
que contienen una o mas derivadas de una funcion de una sola variable

independiente.

Las ecuaciones diferenciales también se pueden clasificar por el orden y el
grado. El orden de wunaecuacion diferencial es el de Ila mayor
derivada involucrada en la expresion y el grado el de la potencia de la derivada de

mayor orden.

Este estudio se centrara en las ecuaciones diferenciales ordinarias de
Primer Orden y Primer Grado, es decir ecuaciones que contienen funciones que
se han derivado una sola vez, con respecto a una variable independiente y dicha
derivada esta elevada a la potencia uno.

Ejemplos:

a)a_y:—x_y
Ox x+y

b)xa—y -y —xsenZ =0
0x X

En las funciones de ambos ejercicios se derivo la variable " y " con respecto

. n n a . L4 H
a la variable "x" una sola vez a—y y esa derivada esta elevada a la potencia

X

unidad.



Si en el ejercicio "b " se despeja g_y la ecuacion queda como sigue:
X

b)a—y =2 4 sen?

Ox x x

En general suele expresarse una ecuacion diferencial ordinaria de

primer orden y primer grado de la siguiente manera:
oy _ —
1) a—f(%-y):> y'=f(xy)

2) M(x.y)dx+ N(x.y)dy =0

La primera ecuacién esta dada en forma explicita, es decir se expresa

claramente que la funcién "y" fue derivada con respecto a la variable

independiente "x ", y la solucién debe expresarse de la misma forma.

La segunda ecuacion esta dada en forma implicita, es decir no senala cual
es la variable independiente, por lo tanto dicha variable puede elegirse a

conveniencia Y la solucion debe darse también en forma implicita.

Existen diferentes métodos para resolver este tipo de ecuaciones, en
este trabajo se presentaran los métodos de solucion de las ecuaciones
diferenciales: Separables, Homogéneas, Con Coeficientes Lineales, exactas,
Lineales, de Bernoulli y de Riccati.



ECUACIONES DIFERECIALES SEPARABLES

También llamadas de variables separables, si la ecuacion esta expresada

de la siguiente forma:

% =f(xy)

f(x.y)es una constante o una funcion sélo de "x", entonces dicha ecuacion seria
. 0 . .
equivalente a a—y = f(x), puede resolverse integrando directamente ambos lados
X
de la ecuacion, usando los métodos ordinarios de integracion.
Si en la ecuacion M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0, se puede escribir "M " como
una funcion solo de "x" y "N " como una funcion solo de "y ", se obtendria de

manera equivalente M(x)dx+N(y)dy =0, la cual se Illama ecuacion de

variables separables ya que puede escribirse también asi:
M (x)dx =—=N(y)dy

y su solucidon se obtiene integrando directamente ambos miembros de la

ecuacion asi:
[M(x)dx == N()dy+C 6 [M(x)dx+[N(»)dy=C
Esta solucion se llama " Solucion General de la Ecuacién Diferencial”
La constante de integracidon se escribe de la forma mas conveniente, asi en

muchos ejercicios, multiplos de constantes o combinaciones de constantes suelen

sustituirse por una sola constante.



Ejemplo 1: x’dx+3ydy =0
La estructura de esta ecuacion encaja dentro de la formula:
M(x)dx+N(y)dy=0; por lo tanto la solucidn puede obtenerse aplicando

directamente los métodos de integracién ya conocidos.

[x2dx+[3ydy =0

3 2
Lo
3 2
Ejemplo 2:
Oy _ 5x°+3
Ox 2y

Haciendo transposicion de términos la ecuacion puede escribirse como:
2ydy = (5x° +3)dx

Integrando miembro a miembro queda:
[2ydy = [(5x* +3)dx
2] ydy =5]x*dx +3]dx

2 3
UL e
2 3

y2 =§x3+3x+C

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales pueden comprobarse, si se
deriva la funcion obtenida, debe encontrarse la ecuacion original, asi procediendo
a derivar la solucion anterior, se tiene:



2ydy = [%3)62 + 3jdx

dy 5x*+3
2ydy =(5x* +3)dx -~ —=
e ( )d dx 2y

Solucién Particular de una Ecuacion Diferencial

Si se suministran condiciones iniciales en el ejercicio propuesto, entonces

sera posible encontrar la solucién particular de la ecuacion diferencial.
Ejemplo 3:
Hallar la solucion particular de la ecuacién diferencial:

dy
—=—e" =0
ydx

Sujeta a la condicion inicial:

y(0)=4,esdecir y=4 cuando x =0

dy _ .
— =e

4 dx

vdy = e*dx

Integrando miembro a miembro, se obtiene la solucion general.

2

L o—etc
2

10



Para obtener la solucidn particular se sustituyen los valores de "x" y de

y" de la siguiente manera:

4* 0
726 +C -8=1+C - 8-1=C
7=C
Luego la solucion particular es:
yz
—=e't+t7 - ——e" =
2

y2 -2e* =14

11



ECUACIONES DIFERECIALES HOMOGENEAS

La ecuacidn diferencial M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0es homogéneasi M y N

son funciones homogéneas del mismo grado, o también si la ecuacion puede

escribirse como:

L2 = f(y/x) 6 en su forma equivalente ? =f(x/y)
y

dx
Definicién de funcion Homogénea:

Sea la funcién Z = f(x,y), se dice que es homogénea de grado "n" si se
verifica que f(tx,ty) =t" f(x,y); siendo "n" un numero real. En muchos casos se

puede identificar el grado de homogeneidad de la funcion, analizando el grado de

cada término:
Ejemplo: f(x,y) = xzy2 + 5x3y + 4y4

f(x,y) consta de tres términos, el grado de cada término se obtiene
sumando los exponentes de las variables, asi: x*y> - 2+2=4; 5x’y - 3+1=4;

4y* . 4=4. Todos los términos tienen grado cuatro por lo tanto f(x,y) es

homogénea de grado cuatro.
Ejemplos:
a) f(x,y)=x>y*+5x’y—y* , aplicando la definicién se tiene:

flex,t) = (ex) () +5(x) () = ()’

2.2

flexcy)=t'xy> +56'x7y =1y

12



flev,)= f4(x2y2 +5x7y —y4)
flecty) =1 f(x,p)

Por lo tanto la funcién es homogénea de grado 4.

3(z‘x)2 _3%x? _3t°x°

f(tx' ): 5(ty)2 - 5t2y2 - 5y2

fleey) = t°(3x2 j

Sy

flexy) =1 f(x,p)

Entonces la f(x ,y) es Homogénea de grado O.

c) f(x,y) =5xy +3x, No es una funcién homogénea ya que:

£, 1y) = 5(exty) + 3ex

f(tx, ) =5t7xy +31x
f(tx, ly) = t(Stxy + 3x) #t" (5xy + 3x)
flovy) 0 (x. )

Si se determina que en la ecuacién M (x,y)dx+N(x,y)dy=0; M y N son

funciones homogéneas del mismo grado, o si la ecuacion puede escribirse como:

b (y/x) 6 en su forma equivalente & flx/y)
dx dy

13



El cambio de variable y=vx 6 x=vy transforma la Ecuacion

Homogénea en Ecuacion Separable

Ejemplo 1:
Xy’ y=x 4y’
Rescribiendo la ecuacion se tiene:

3

mﬂ%=f+y

xy’dy = (x3 +y3)dx

Transponiendo los términos se tiene:
(x3 +y’ Jdx —xy*dy =0, donde M =(x3 +y3) y N=-xp°
M y N son funciones homogéneas de grado 3.

Probando:

Sea M = f(x,y) entonces:
fx,) = ()’ + (1)’
flox,y) =% +17y°
fx,y) =1 (x" +p°)
fety) =6 f(x,)

Visto de otra manera f(x,y) =x’ +)°, ambos términos de la ecuacién son

de grado 3 por lo tanto f(x, y) es homogénea de grado 3.

Sea N =-xy° = g(x,y); entonces:
g(tx,1y) = ~(x)(ty)’
g(tx,ty) = —txt*y?

gt ty) = —t’xy*

14



g(tx,0y) =1 (=xp*)

g(tx,0y) =1°g(x,y)

Por lo tanto "N" es homogénea de grado 3

Se puede enfocar también de la siguiente manera:

Xy’ y=x 4y

Su derivada es:
dy =vdx + xdv

Transforma la ecuacién en separable
xy*dy = (x° +y”)dx
(xv2x?)(vdx + xdv) = (x* + (vx)*)dx
x*v:(vdx + xdv) = (x° + v x”)dx

3.3 4_ 2 - .3 3.3
xvdx+x"vidv=x"dx+x’vdx

Reduciendo términos semejantes se tiene:
x*vidv = x’dx
3

X
—V dv =dx
X

15



vidy = ldx
x

Integrando se obtiene:

Ivzdv=fldx
x

3
Y =Inx+|C|
3

Devolviendo el cambio de variable se tiene:

Si y =v.x entonces:

v=2
X
3
)
T2 =Inx+[C|
3
3
2 =nx+[d
3x

Ejemplo 2:

(xy'— y)arctg Yoy
X

Rescribiendo la ecuacion se tiene:

[xQ - yjarcz‘gZ =X
dx X

16



Despéjese:

@
dx
(et (e,
dx arctg 2 * arctg Y
X X
O
arctgl
X
Se aprecia que:
dy _ Xj
dx f[x

El cambio de variable y =v.x; dy = vdx + xdv

Transformara la ecuacion en separable:

vdx +xdv _ 1
= +v
dx arctgv

Transponiendo dx:

+ vdx

vdx + xdv =
arctgy

Simplificando:
dx
arctgy

xdv =

Transponiendo términos de nuevo:

17



arctgvdy = &
X

Integrando:

a) [arctgvdv = ax
X

Intégrese arctg(v) usando método de integracion por partes, comenzando

con el cambio de variable se tiene:

Cambio de variable:

arctgv = u

Derivando:

1
1+v

dv =du

2

dv=dt

[dv=[dt=>v=t

Resulta

v
1+v

dv

[arctgvdy = v.arctgy —|

2
La integral

) vzdv
1+v

Se resuelve por:
Cambio de variables:
1+v2 =z

2vdv =dz

18



I \% d_lIdZ_l

Regresando el cambio de variable

Il+vv2 dv =%1n‘l+v2‘

Por lo tanto la integral

1
[arctgv.dv = v.arctgy — Eln‘l + vz‘

Sustituyendo este resultado en la integral (a) se concluye que

v.arctgv —%ln‘l + vz‘ = 1n|x| +C

Simplificando y devolviendo el cambio

v=2

X

Se obtiene:

1
2
2 arctg Y= 1n|x| +In
X X

+InC

()

19



X X 2

y oo x4y’
=arctg—=1In|| x C
X

2 2
A X+
ZarctgZ = lnx—yC
X X X

ZarctgZ = ln‘qlxz +y2C‘
X X

Buscando la inversa de la funcion logaritmica resulta:

b4 b

L2rt) -

20



ECUACIONES DIFERECIALES CON COEFICIENTES LINEALES

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura:
(ax+by+c)dx+(dx+ey+ f)dy =0

También suelen llamarse ecuaciones diferenciales transformables a

homogéneas.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales se deben realizar algunos
cambios de variables que permitan eliminar el término independiente del

coeficiente lineal (" ¢ "y " f ") conseguido esto, la ecuacion se transforma en

homogénea.

Ejemplo 1:
Q:3x—y—9
dx  x+y+l1

Pasos a seguir:

1. Hacer transposicion de términos, de manera de darle la estructura
adecuada.

(x+y+Ddy =(CBx—-y—-9)dx

Bx—-y=-9dx—-(x+y+1)dy=0

Bx=-y=-9dx+(-x—y-1)dy=0

2. Escribir un sistema de ecuaciones en “h”y “k” con los coeficientes
lineales y encontrar los valores de “h”y “k”.

3h—-k=9

{— h—k=1

21



Al resolver el sistema resulta:

h=2
k=-3
3. Hacer el cambio de variables:
x=u+h ) x=u+2 - dx=du
es decir,
y=v+k y=v=-35dy=dv
4. Sustituir los cambios de variables en la ecuacion.

Bx—-y-9dx—-(x+y+1)dy=0
Resultando:
[3(u+2)-(v=3)=9|du ~[u+2+v-3+]av=0
Efectuar operaciones y reducir términos semejantes
[3u +6—v+3—9]du —[u +\adv =0
(3u - v)du —(u+v)dv=0

Esta es una ecuacion diferencial homogénea; proceder en consecuencia.

5. Efectuar un nuevo cambio de variable
V=Uu.z
dv=udz+z.du

6. Hacer la sustitucion en la ultima ecuacidon obtenida
Bu —uz)du — (u + uz)(udz + zdu) = 0

7. Efectuar operaciones hasta transformarla en separable
u(3-z)du =u(l+ z)(udz + zdu)

Al simplificar y reducir términos semejantes resulta:
3du — zdu = udz + zdu +uzdz + z*du
(3-2z-z")du =u(l+z)dz

Al separar las variables e integrar miembro a miembro se obtiene:

22



du z+1
T = —d *
u ~[22+2z—3z ©)

La integral del lado izquierdo es inmediata; la del lado derecho se resuelve

por cambio de variables asi:

+
.[ : z+1 I
z°+2z-3

Por lo tanto;
z2 +2z-3=¢
(2z+2)dz = dt
2(z+1)dz = dt

z+1=ﬂ

Al sustituir los cambios en la integral resulta:

dt

|2 =29 = Lol = L2 223

Sustituyendo este resultado en Iz"':'e integrando el lado izquierdo de esa

ecuacion se obtiene:
fu| = = Inz* +22 =3+ Infc]

8. Aplicar las propiedades de los logaritmos para simplificar la expresion

ln|u| +%ln‘z2 +2z —3‘ =InC

1

Inlu(z? +2z-3)2|=InC

1

u(z> +2z-3)2 =C

23



Elevar al cuadrado ambos miembros

u’(z*+2z-3)=C

Donde C* = C luego:
u’(z*+2z-3)=C

9. Revertir todos los cambios de variables y simplificar

2
(x—2)° V2+2V—3J=c
u u

(x=2)? (y+3>z +2<y+3>_3}c
| (x—=2) x=2

(x-2)*

(7 +3)? +2(x = 2)(y +3) = 3(x=2) pe
(x-2)°

(y+3)" +2(x=2)(y+3)-3(x-2)’ =C

Soluciéon General.



ECUACIONES DIFERECIALES EXACTAS

Se dice que una ecuacion diferencial M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0 es exacta si

se verifica que:

0 0
— M(x.y) =— N(x.
& (x.y) n (x.y)

Para resolver este tipo de ecuaciones se procede de la siguiente manera:

1. Se integra M(x,y) con respecto a “X” (cuando se integra con

respecto a “x”, entonces “y” es constante) se reemplaza la constante de

integracion por una funcién de “y” (G(y)).
S3) = [M(x,p)dy = £(x,9) +G(y)

2. Se deriva la funcion f(x,y) + G (y) con respecto a “y”, se iguala con N
(x,y)

) ) _ 9
d—yf (x.y)+ & G(y)= & N(x.y)

Al despejar
d%G(y)
Resulta:
G0)= NG = ()

25



“y

3. Se integra ambos lados de la ecuacion anterior con respecto a “y” ,

para obtener el valor de G (y) y se sustituye este resultado en el paso "1".

El ejercicio también puede resolverse comenzando el proceso de

integracion en el paso " 1" con respecto a "x".
Ejemplo 1:
(x* +y° +2x)dx + 2xydy =0
M(x,y)=x*+y® +2x

N(x,y) =2xy

Es una ecuacion diferencial exacta ya que:
0 _ 0 _
_M(xay)_zy _N(xay)_zy
dy dx

Luego

0 0
— M(x,y)=—N(x,
& (x,») n (x,»)

Se procede a seguir los pasos de "1" a "3".

1. Se integra M (x,y) con respectoa “x”

f(x,y)ZJ‘M()c,y)a’)c:J‘(x2 +y2+2x)dx='[x2dx+y2'[dx+2jxdx

x* 2x?
f(x,y) :?‘*‘xyz +T+G(J’)

26



2. Se deriva con respecto a "y"

0 0

— f(x,y)=2xp+—G

dyﬂxw xy dy(w
Seigualaa N(x,y)

0 0

T s :7N s

@f@w & (x,)
0

2xy+—G(y) =2xy
dy

Despejando se obtiene:

iG(y) =2xy —2xy

dy
0
—G(y)=0
@(w
3. Se integra el resultado anterior con respecto a “y” para obtener:

0
[—G()=[ody -~ G(»=C
dy
Se sustituye G(y) en " 1" obteniéndose

3
f(x,y>=%+xy2+x2+0=o

27



Ejemplo 2:

—dy=0
Y Y
2_3x2 2 3x2
M()C, ):_3 N(X,J’)_y 4 :y_4__4
Y
aﬂ =2xiy_3 =2x(-3y ™) = —6—26
dy dy
ON 0 1 30 ,_ 3 _ bx
Ty T X F0 =y
dx dxy” y dx y v

Es una ecuacion diferencial exacta ya que

1.

2.

0 0
— M(x,y)=—N(x,
& (x,») n (x,»)

Integrar con respecto a "y"

f(3) = [ N(x,y)dy

3x?

1
¥y

f(x,y)=j'(

F) =+ 4G
y y

Derivando F ( x, y) con respecto a "x" se tiene:

0 0 1 10 ,,0
— V)=— | —|+——x"+—GC
dxf(x Y) dx( y} y? dxx dx *)

28



2x 0 G(x)
X

0
— , =0+ +
dxf(x ») s

Igualando dif(x,y) con M(x,y) se tiene
X

226w =2

yo odx y
Despejando

2 6=

dx y y

0

—G(x)=0

o (x)

3. Integrando el resultado anterior con respecto a "x" se obtiene:

.[G(x)CZCI.[de+C
G(x)=0+C

Sustituyendo el resultado obtenido en " * " se tiene:

2

fr) =+ 4 C=0
y oy

0 en su forma equivalente

2
X

1
f(an’):_*'*'T:C
y y

29



f,y)=x*-y*=yC

30



ECUACIONES DIFERECIALES TRANSFORMABLES EXACTAS

Algunas ecuaciones diferenciales M (x, y)dx + N(x, y)dy =0 pueden resultar no ser

exactas, es decir no se cumple que:

0 0
— M(x,y)=—N(x,
& (x,») n (x,»)

Pero si se da el caso de que:

1 [d d B
N()Cy)|:d_yM(x’y) EN(xay):|_h(x)

4 ITREL h(x)dx . .
es una funcion solamente de “x”, entonces eI es un factor integrante; es decir,

si se multiplica M (x,y)dx+ N(x,y)dy por dicho factor, la ecuacion se transforma en

una ecuacion diferencial exacta.

De la misma manera si:

1 [d d _
My) {5 N(x,y) EM (x, y)} =k(y)

 z woon k(y)dy
es una funcion solamente de " y" entonces eI 7 es un Factor

Integrante de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 1:

L i +(y’ —Inx)dy =0
X

31



d 1 d 1
—M(x,y)=— —N(x,y)=——
& (x,») . = (x,») .
No resulta ser una ecuacion diferencial exacta; probando a conseguir un

factor integrante:

N S _d
k(y) = I, (x’y){ e N(x,y) i M (x,y)}
k(y):x[_l_l}:x[_z}
yL x x| yl x
k)==2
y

[P

Por lotanto e * 7, es un factor integrante

o I@

) — -2Iny _ _Iny™? 1
e "V =e TV ="

Multiplicando la ecuacién por el factor obtenido resulta:

Probando el criterio de exactitud:

d 1 d 1
= Mx,y)=—— —N(x,y)=——
& (x,) o o (x,») 5

Xy

Por lo tanto se obtuvo una ecuacion diferencial exacta,
Procediendo segun este caso:

32



2. Derivando ( 1) con respecto a " y" e igualando con "N "

1 . Inx
—Flnx+G V)=y—-—

2

Simplificando se obtiene:
G(y=y

Integrando miembro a miembro

[G'dy = [ yay

2

Gy) =" +C

Sustituyendo este resultado en " * " resulta:

2

) = nx+dtC=0
y 2

Ejemplo 2:
(e’ +e M)dx+(e’ +2ye")dy =0)
4y (x,y)=¢ LY (x,y) = —2ye™
dy dx
d d
—M(x,y)#— N(x,
& (x,¥) . (x,¥)

Entonces f(x,y) no es una ecuacion diferencial exacta, probando a

conseguir un factor integrante:

_U [dyd
h(x) = N(x,y){ i M(x,y) o N (x,y)}

e’ +2ye"

h =
(x) e’ +2ye™

1
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., " h(x)dx
Luego A(x) en funcion de solo " x", por lo tanto ej es un factor

integrante
fI= ejdx =e*
Multiplicando la ecuacién por el factor integrante ¢* se obtiene:
(e’e" +e et )dx+(efet +2ye et )dy =0
(e’e" +Ddx+(e’e” +2y)dy =0
dx

iM(x, y)=e’e* iN(x, y)=e’e*
dy

Resulta una ecuacion diferencial exacta, procediendo en consecuencia:

1. J'(eyex +D)dx=e’e" +x+G(y)*

2. Derivando el resultado con respecto a"y " e igualando " N " resulta:

e’e’ +G(y)=e’e' +2y

Reduciendo términos semejantes se obtiene:
G'(y) =2y

Integrando miembro a miembro
[G' () = [2ydy

G(y)=y*+C

Sustituyendo en " * "' se obtiene:

flx,y)=ele +x+y* +C=0
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ECUACIONES DIFERECIALES LINEALES

Si una ecuacion diferencial M (x,y)dx+ N(x,y) =0, puede escribirse de la
forma (d%xj+P(x)y=Q(x) 0 en forma equivalente y+P(x)y =Q(x) entonces

recibe el nombre de " Ecuacion Diferencial Lineal”.

Si se multiplica ambos lados de la ecuacion por un factor integrante de la

forma e/”™* y se integra miembro a miembro la solucién es inmediata, es decir
y+'P(x)y = 0(x)
1. Multipliquese ambos lados por RS
yejp(x>dx + P(X)yejp(X)dx _ ejp(x)dx O(x)dx

El primer miembro de la ecuacién no es otra cosa que la derivada

nn (x)dx
con respecto a " x" del producto yejp

2. iyejp(x)dx _ Q(x)ejp(x)dx
dx
3. Integrando miembro a miembro se obtiene:

yejp(x)dx :J‘Q(x)eIP(X)dxdx+C

Solucion de la Ecuacion Diferencial

De la misma manera la ecuacion puede escribirse como:
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x+P(y)x =0(»)

El factor integrante tendria la forma 7 y la solucion vendria dada
como:
xejP(y)dy _ .[ Q(y)eijdy dy+C
Ejemplo 1:
Q + 21 = x3
dx X

0 en su forma equivalente

w2 _ 3
yt—y=x
X
1. Identificar P (x)y Q (x)

P(x) =§ O(x) = x*

2. Encontrar el factor integrante
2 dx
FI= ejP(x)dx — e.[;d" — ezjj = 2 = elnxz =2
3. Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por el factor integrante

se obtiene:
. 2
y 22 +_x2y =x3x2
X

yxt+2xy =x°

El primer miembro de la igualdad no es otra cosa que la derivada con
respecto a " x" del producto y x?, por lo tanto integrando miembro a miembro

se tiene:
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Ij(y‘xz + 2xy) = Ixsdx
x
yx2 = i +C

6

Solucidén de la ecuacion diferencial.

Haciendo el procedimiento mas simple, se puede trabajar de la

siguiente manera:

1. Identificar P(x) y O(x)

2. Encontrar el factor integrante, en este caso x*(como se obtuvo en el
paso dos).
3. Aplicar directamente la formula

yel M = [ " oy + ¢, obteniendo:

yx’ =.[x2x3dx+C
yx’ =Ix5dx+C

yx’ S
6

+C
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Ejemplo 2:

xy'+2y =3x

Recuérdese que para que la ecuacidon sea lineal debe tener la siguiente

estructura: y'P(x)y =Q(x), donde y ' denota la derivada de " y" con respecto a

por lo tanto, la ecuacion dada no lleva esa estructura pero si se dividen ambos

lados de dicha ecuacion por la variable "x"
y+iy=3
X
Siguiendo los pasos:
1. P(x)= 2 O(x)=3
X

se obtiene:

Buscando el Factor Integrante.

2
J.;dx J.x — 21/1x :elnx2 :xz

Aplicando la formula:

jP(x)dx

= [l Qo +
yx* = '[xz(3)dx+C

px’ =3jx2dx+C

3
x> C
y=—t—
x° X
y=x+Cx
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Ejemplo 3:
yX—x=y

x' denota la derivada de "Xx" con respecto a

lados de la ecuacion entre "y" se obtiene:

1

x——x=1
y
1
1. P(y)=-— O(y) =1
Y
2. Obteniendo el Factor Integrante:

1
P(y)d [ i - |
ejyy:ey :ely:ely :ylz_
Y
3. Aplicando la férmula:

xejP(Y)dy - .[eP(y)dyQ(y)dy +C

xi:ji(l)dyw
y Yy

xl=my+C
y

Despejando " x" se obtiene:

x=ylny+Cy

dividiendo ambos
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ECUACIONES DIFERECIALES DE BERNOULLI

Una ecuacion diferencial de Bernoulli tiene la siguiente estructura:
g_y + P(x)y =Q(x)y" También puede escribirse como y+P(x)y = Q(x)y"
X

Esta ecuacion diferencial puede transformarse en lineal si se divide
miembro a miembro entre y", y haciendo luego un cambio de variable.

Procediendo como se indica, se obtiene:
S P =0T
y y y

1) y7"y' + P(x)y"™"= 0(x)

Haciendo el cambio de variable "™ =w, y derivando parcialmente con

respecto a " x" resulta:

(1-n)y"™"'y=w", es decir

A=)y y=w

Multiplicando miembro a miembro la ecuacién (1) por (1- n) se obtiene:

(I=n)y™"y+1=n)P(x)y™" =(1-n)Q(x)

Sustituyendo en esta expresion el cambio de variable, puede escribirse

como:

w+(1=n)P(x)w = (1 -n)Q(x)
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Que es una ecuacion lineal en " w ", ya que (1 - n) es una constante.

Ejemplo 1:

y'-y=e*y’ , dividiendo entre »’

Hagase el cambio de variable y'™ =w, y derivese parcialmente con

respecto a "x”. En este caso n = 3 (exponente de "y " en el ejemplo dado)

quedando:

Cambio de Variable:
¥y =w, es decir
yiEw

Derivando con respecto a " x"

-2y7y=w

Multiplicando la ecuacion (1) por -2 resulta:

— 2y—3y‘+2y—2 - _2€2X

Sustituyase el cambio de variable:

WH2w = =2

Se obtuvo una ecuacién lineal en " w ", procediendo en consecuencia

se tiene:
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P(x)=2 O(x) = 2e*

. 2dx .y
Buscando el factor integrante ej =e¢* por lo tanto la solucion

es.:
we’* = Ie“ (— 2e*" )dx +C
we** = —2Ie4xdx +C

e™ C
+ 2x
2 e

w=-

Revirtiendo el cambio de variable

- e™ C
yoE ot
2 e

Este resultado puede expresarse también como:

1 _—e*+2C

yZ 262){

Donde 2 C es equivalente a “C”. Obteniéndose mediante el inverso:

- 262){
g C-e*

Ejemplo 2:

4
xy'+6y = 3xyé , pasos a seguir:

o %
1. Dividir entre xy’3
4
xy' +§ y _3xyé
nox B 8
Xy y Xy
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2. Simplificar

y ey =3
X
3. Hacer el cambio de variable

=7,y caleul
w=y /3,y calcular

5. Resolver la ecuacion diferencial lineal donde:
_ 2 _
P(x)=-— O(x)=-1
X
Factor integrante:
o[ 5
e jx - e—Zln‘x‘ - e[nx — .
X
Resultando:
1 1
w—=—-|—dx+C
xz .[ xz
6. Resolver la integral
wi2 = l +C
X X
7. Despejar " w "
2
w= Xy Cx*
X
8. Revertir el cambio de variable:
y_% =x+Cx’

43



9. Buscar el inverso

= x + Cx?

k»—a

1
x + Cx?

3
1
3=

y
y

ox

10. Todavia se puede elevar ambos miembros a la potencia “3” para
obtener:
1

y:&+ny
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ECUACIONES DIFERECIALES DE RICCATI

Este tipo de ecuacion diferencial tiene la estructura:
g_y = P(x)y* +Q(x)y + R(x) 0 en su forma equivalente y'= P(x)y> +QO(x)y + R(x)
X

En la cual si se conoce alguna raiz S(x) del polinomio de segundo grado

en “y”, el cambio de variable:
1
Y =S+
z

La transforma en una " Ecuacioén Diferencial Lineal".

Ejemplo 1:
Y=y’ —2xp+1+x° S(x)=x

Pasos a seguir:

1. Hacer el cambio de variable
1
yExt—
z
Calcular;
y=1 —izz

y sustituir en la ecuacion diferencial

2
1—%2‘2 [x+lj —2){x+1j+l+x2
z z z
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2. Operar y reducir términos semejantes:

RS L N L
z z z z
11

I_ZTZ—?'*'I

4. Resolver la ecuacién separable :

z'=—|0ox z=-x+c
J=]

5. Revertir el cambio de variable despejando " z " de la ecuacion:

1
y=x+—
z

Obteniéndose:

1
yox=-—
z
1

-z

y=Xx

6. Sustituyendo en "4 " resulta:
! =—x+C
y—x
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—x+C
1 +y
-x+C 4
Ejemplo 2:
d 4 1 2
L=y S(x) ==
dx xX° X X

Pasos a seguir:

1. Realizar el cambio de variable,
1
y=8x)+—
z

es decir,

2. Derivar ambos lados de la expresion anterior con respecto a “X”

3. Sustituir los valores de: y e y' en el ejemplo

2 01 . 4 1(2 1 2 1Y
——2——22:——2—— —+— |+ —+—
X 4 X X\ X 4 X zZ

4. Realizar operaciones y reducir términos semejantes
2 | . 4 2 1 4 4 1
T LT LRIt Tttt ot
X z X X Xz X Xz z
_1o o3,
22 Xz 22
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Factor Integrante e

8.

Multiplicar ambos lados de la ecuacion por —z°

=),

2 2
z Xz z

_ =3z 77

z=——z-1
X

Transponer términos para obtener una ecuacién diferencial lineal

z‘+iz =-1
x

Resolver la ecuacion diferencial

P(x) =§ O(x) = -1

3 dx
J.;dx — 3!7 — 3Inx _ _Inx®> _ _3
—-e —-e - - X
Solucién de la ecuacion diferencial lineal
zx’ =—Ix3dx+C

4
X

>’ =="-+C
4

Revertir el cambio de variable y sustituir en el paso anterior

2 1

Si y==+—

X Zz
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Entonces:
1

z

2_
y——=
X

xy—2

1
X z

10.  Solucion general de la ecuacion diferencial:

Despejar "y" en funcion de "x"

T =xy-2
_7+7
4 x
I _xw_ 2
_x,C x
4 X3
|
_y——
_x,C 7 &
4 x
1 _
==y
_x,C o«
4 x*
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EJERCICIOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Separables
Ejercicio 1:

xy0x +(1+x>)dy =0

Paso 1: Separar variables

i 26x=—a—y
I+x y

Paso 2: Integrar el lado izquierdo de la igualdad por cambio de variables y

el lado derecho por tablas.
lln‘l +x2‘ = —1n|y| +c
2
Paso 3: Transponer términos y aplicar propiedades de los logaritmos
1
ln‘1+x2‘2 +Iny=Inc

(1 + x°’ )y P =c
Ejercicio 2:
xydy = (y +1)(1-x)ox

Paso 1: Separar variables

Layzl—_xax
y+l1 x
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Paso 2: integrar ambos lados después de dividir los polinomios

[ (1—%}@ =| G—ljax

y —1n|y +1| = 1n|x| -x+c
Paso 3: transponer términos y aplicar propiedades de los logaritmos
(y +x) = 1n|y + l|xc
e’ =(y+1)xe
Ejercicio 3:

a_y: xvx? +1

y

Ox ye

Paso 1: transponer términos

ye’dy = x(x2 + 1)% dx

Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuacion usando métodos de

integracion por partes y el lado derecho por cambios de variable

Paso 3: transponer términos

3

3(y-1)e” = (x2 +1)E +c
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Ejercicio 4:

Inx

xy+xy3

6y,

Paso 1: escribir y' como d%x sacar “x” como factor comun en el

denominador de la fraccion del lado derecho. Separar variables
1
(y + y3 )ay = ﬂax
X

Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuacion por tablas y el lado por

cambio de variable

In’ x

2 4
2 4

Paso 3: sacar minimo comun denominador de ambos lados de la ecuaciéon
y aplicar propiedades de los logaritmos
2y +y* =In*x+c
Ejercicio 5:

Oy _ty+3t
or  t*+1

»(2)=2

Paso 1: sacar factor comun "t" en el numerador de la fraccion del lado
derecho y transponer términos para separar variables

dy t

y+3 2 +1
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Paso 2: integrar el lado izquierdo de la ecuacion por tablas y el lado
derecho por cambio de variable

1
Infy+3)=Inf* +1” +Inc

Paso 3: aplicar la condicién inicial y(2)=2

y+3

e+

=5
NG

—_

—_
N—
|

Ejercicio 6:
oy
—+y[Cosit)=0
o y ( )
Paso 1: transponer términos y separar variables

a—y = —Cos(t)at
Y

Paso 2: integrar por tablas ambos lados de la ecuacion
1n|y| = —Sen(t) +c
Paso 3: buscar la inversa de la funcion logaritmica

—Sen (t) -

ce y
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Ejercicio 7:

a_y - 62x+y+1

Ox

Paso 1: rescribir la ecuacion

a_y = ezxeyﬂ

Ox

Paso 2: separar variables
e_(yﬂ)ay =™ 0x
Paso 3: integrar por tablas

—2e70") =2 ¢

Ejercicio 8:
2x %= 1=y
Ox

Paso 1: separar variables

dy :6x
l—y2 2\/;

Paso 2: Integrar lado izquierdo por sustitucidén trigonométrica (o

directamente por tablas); lado derecho por tablas

arcseny = «/; +c

Paso 3: despejar "y



y= Sen(\/; + c)
Ejercicio 9:
xzy'=1—x2 +y2 —xzy2
Paso 1: rescribir la ecuacion

XZ%:(l—x2)+y2(l—xz)

P2 o )efier)

Paso 2: Separar variables

_ay > = [Lz —ljax
I+y x

Paso 3: integrar por tablas ambos lados de la ecuacion

Are tan(y) = - x+c
x

1
y =tan[———x+cj
x

Ejercicio 10:
x? [an(y)ax —sec(x)ay = 0
Paso 1: Separar variables

x El?os(x)@x =Cotg(y)dy
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Paso 2: Integrar lado izquierdo de la ecuacién usando el método de
integracion por partes y el lado derecho por tablas.

szen(x) +2x E[fos(x) +2 Eﬂen(x) = 1n|sen(y] +c
Paso 3: Calcular la inversa

exzsen(x)+2xmjos(x)+2E?en(x)+c — Sen(y)
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Ejercicio 1:

a_y—y:,lx2+y2

X
Ox

Paso 1: Hacer transposicion de términos

x0y = (\/xz +y° +y}3x

Paso 2: Aplicar el cambio de variable
y=wx
dy =v0x + x0v

Para obtener:

VI+v?

ov a_x
X

Paso 3: Integrar lado izquierdo por sustitucidon trigonométrica y lado derecho

por tablas para obtener, después de revertir el cambio de variable

yZ +x2 +y:Cx2
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Ejercicio 2:

(x+y)%=y

Paso 1: Hacer transposicion de términos
(x+y)ay = yox

Paso 2: Aplicar el cambio de variable.
y=wx
0y = u0x + x0u

Para obtener:

_Ox _u+l

X I/lz

Ou

Paso 3: Integrar lado izquierdo y derecho por tablas, después dividir ambo
términos del numerador de la fraccién entre u?, luego revertir el cambio de
variable.

Iny-—=c

< | =

Equivalente a:

Q
< w
1
<

S
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Ejercicio 3:

xza_y:xzy_yz

Paso 1: Hacer transposicion de términos
x3dy = (xzy—y3)dx

Paso 2: Aplicar el cambio de variable.
X =uy
dx =udy + ydu

Para obtener:

2 —
a_y:(u lJau
y u

Paso 3: Integrar ambos lados de la ecuacion por tablas, después de dividir

ambos términos del numerador de la funcién del lado derecho entre "u" para

obtener luego de revertir el cambio de variable.

2
X X

In|y| + In|—| + In|c| =

i +in | inkd =
Equivalente a:
eﬁ = Xc
Ejercicio 4:

2 a_y - 0

x’ =2y’ +3xy
Ox
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Paso 1: Hacer transposicion de términos para obtener:
3xy’dy = (2y3 —x3)dx

Paso 2: Aplicar el cambio de variable
y=wx
0y = udx + x0u

Para obtener:

Paso 3: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho por cambio de

variable (u3 +1= t) para obtener, después de revertir el cambio de variable

1n|x| =-=In Y + 1n|c|

x3
Equivalente a:

1n|x| +1n

3 3
y *x ‘=1n|c|

3
X

y3 +x3

3
X

Equivalente a:

3 3 _ 2
y tx =cx
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Ejercicio 5:
(y2 —xz)dx+xydy =0
Paso 1: Transponer términos y aplicar el cambio de variable y =vx
0y = u0x + x0u
Para obtener:

Ox __ u
X 2u’ -1

Ou

Paso 2: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho por cambio de
variable para obtener.

] = = In2u” =1 + ol

Paso 3: Aplicar en propiedades de los logaritmos y revertir el cambio de
variable para obtener.

2 2
x{—yz —lj =c
X

Equivalente a:
2x*y? -x*=c

Ejercicio 6:

e’ (y —t)ay +y[l +e }at =0

62



Paso 1: Hacer transposicion de términos y aplicar el cambio de variable

t =uy - dt =udy + ydu para obtener.

Jy _ e"+1

y e' +u

Paso 2: Integrar lado izquierdo por tablas y lado derecho mediante el
cambio de variables ¢" +u =z para obtener después de revertir el cambio

de variable.
ln‘y‘ = —ln‘e“ +u‘ + ln‘c‘
Paso 3: Transponer términos, resolver la ecuacién y revertir el cambio de

variable para obtener.

t

ye; +1=c
Ejercicio 7:

(xv'-y)arctg = x Con la condicién inicial ;) =0
X
Paso 1: Hacer transposicion de términos y el cambio de variable

y =ux - dy =udx +xdu para obtener.

arctg udu = ox
x

Paso 2: Integrar lado izquierdo aplicando el método de integracién por

partes y lado derecho por tablas para obtener

u(arctgu) —;lnl + uz‘ = ln‘x‘ + ln‘c‘

63



Equivalente a:
u(arctgu) = ;lnl + uz‘ + ln‘x‘ + ln‘c‘

b

u(arctgu) = ln‘l + uz‘ xc

1
eu arctg u :‘1+M2‘Exc

Paso 3: Revertir el cambio de variable y considerar la condicion inicial para
obtener.

Ejercicio 8:

[x sen - ycosZ j@x +xcoslay =0
X X X

Paso 1: Transponer términos y hacer el cambio de variable

v =ux — dy =udx + xdu para obtener:

Ox _ _cosu

Ou

X sen u

Paso 2: Integrar por tablas ambos lados de la ecuacion para obtener

ln‘x‘ = —ln\senu‘ + ln‘c‘
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Paso 3: Transponer términos y revertir el cambio de variable:

xsenz =cC
X
Ejercicio 9:
0x X

Paso 1: Hacer transposicion de términos y el cambio de variable
y =ux — dy =udx + xdu para obtener;

Ou Ox
u(lnu - 1) X

Paso 2: Integrar lado izquierdo haciendo el cambio de variable Infu| =¢

lado derecho por tablas para obtener;

ln‘t - 1‘ = ln‘x\ + ln‘c‘

Paso 3: Revertir el cambio de variable en "t" y el cambio de variable en "u"
para obtener;

In|

X

=xc+1

Equivalente a:

exc+1 - Z
X

cx+l

xe® =y
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Ejercicio 10:

w_,

Ox

Paso 1: Hacer transposicion de términos y el cambio de variable

y =ux — dy =udx + xdu
udx + xdu = (e“ + u)dx
Equivalente a:

e "0u =@
X

Paso 2: Integrar miembro a miembro por tablas:
—e " = ln‘x\ +ln‘c‘

Paso 3: Aplicar propiedades de los logaritmos y revertir el cambio de
variable:

-
X

—-e ¥ = 1n|xc|
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes Lineales

Ejercicio 1:

_2y—-x-5
2x—y+4

Paso 1: Hacer transposicion de términos para obtener la estructura
M(x,y)dx + N(x,‘y) =0
(—x+2y—5)dx+(—2x+y—4)dy =0
Paso 2: Resolver el sistema de ecuaciones
—h+2k=5
—2h+k=4
Donde h=-1 k=2
Efectuar el cambio de variable
xX=u+h - x=u-1-dx=du
yv=v+k - y=v+2 - dy=dv

Sustituir estos valores en la ecuacion del paso "1" para obtener la

ecuacion homogénea.
(— u+ 2v)du + (— 2u+ v)dv =0

Paso 3: Resolver dicha ecuacién homogénea mediante el cambio de

variable.
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du = zdv + vdz
Se obtiene la ecuacion separable

Z_%GZIQK
1-z v

Integrando ambos lados de la ecuacion y revirtiendo los cambios de

variable se obtiene:

(x+y=1) =c(y-2)

5=
1_
fracciones parciales (fracciones simples).

Sugerencia: resuelva j

z

Ejercicio 2:

@x—)ﬂﬂyh+(—x+2y+ﬂdy=0

Paso 1: Resolver el sistema de ecuaciones
2h—k=-1
—h+2k=-1

Donde h=-1; k=-1

Efectuar el cambio de variable;
X=u+h

y=v+k

22 0z usando el método de integracién por
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es decir,
x=u-1-dc=du
y=v-1->dy=dv

Sustituir estos valores en la ecuacion original para obtener la
ecuacion homogénea.

(2u - v)du + (— u+ 2v)dv =0

Paso 2: Resolver dicha ecuacién homogénea mediante el cambio de
variable.

dv =udz + zdu
Se obtiene la ecuacion separable

Oou _ 2z -1
=0z
u 2z2-2z+42

Equivalente a:

au__l[ 2z-1 j
u 2\ z2 -z +1

Paso 3: Integrar ambos lados de la ecuacion separable y revertir los
cambios de variable para obtener;

x2+y2+x—y—xy=c

Sugerencia: resuelva la integral
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.[ 2z—-1 oz

z2—z+1
Efectuando el cambio de variable
z2—z+1=¢

(22 =1)dz = dr
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Exactas

Ejercicio 1:

x(6xy + S)dx + (2)63 + 3y)dy =0

Probar el criterio de exactitud

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"
3 5 2
2x y+5x +G,,

Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo con "N"
2x + G'(y) =2x’ + 3y

Paso 3: Despejar G'(y) e integrar con respecto a "y

G'()=3y

G(}) = '[3ydy
_3y?

G, = ot

Sustituir Gy en el paso "1"

Solucion general:
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Ejercicio 2:
(ye"y + 2xy)dx + (xe"y +x° )dy =0
Probar el criterio de exactitud

oM ON

——=e” txye” +2x=—
dy Ox

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x

I(ye"y + 2xy)z’x =e¥ +x’y+ G,
Paso 2: Derivar con respecto a "y" e igualarlo a "N"
xe® +x* + G'(y) = xe” +x?

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y
G'(,)=0
G(y) = .[Ody =c

Sustituir G(,yen el paso "1"

Solucion general

2. —
eV +x"y=c
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Ejercicio 3:
(3y + e")dx+ (3x+ cosy)dy =0

Probar el criterio de exactitud

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"

.[(3)/ +e* )dx =3xy+e’ +G,
Paso 2: Derivar este resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"

3x+ G'(y) =3x+cosy

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y
G'(,)=cosy
G, = .[cos ydy = seny +c

Sustituir el resultado en el paso "1"

Solucion General
3xy+e’ +seny =c
Ejercicio 4:
(4x3e“y +xte™ + 2x)dx + (x4e“y + 2x)dy =0

Sujete a la condicién inicial y =1
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Probar el criterio de exactitud

oM ON

_4x3ex+y + x4ex+y =Y
dy Ox

Paso 1: Integrar "N" con respecto a "y
4 x_y — 4 x _y 2
I(x e'e +2y}iy—x ee’ ty +G,
Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "x" e igualarlo con "M"

dx’e*e” +x'e'e’ + G'y= dx’e*e’ +x'e'e’ +2x
Paso 3: Despejar G'(,y e integrar con respecto a "x", luego sustituir la

condicion inicial y(, =1.

G, = x*+e
Solucion general
x‘e*e” +y2 +x’=c
Si y() =1lentonces la solucion particular es:
xte*e’ +y* +x7 =1
Ejercicio 5:
(2xseny +y’e” )dx + (x2 cosy +3y’e” )dy =0
Probar el criterio de exactitud

oM _ 2xcosy +3y’e” -V
dy Ox
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Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"
2seny.[xdx +y° Ie"dx =x’seny+y’e" + G,

Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo con "N"

x*cosy+3y’e’ +G'(y=x’cosy+3y’e’

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y

Sustituir G,y en el paso "1"

Solucion general

2 3 —
x“seny+y’e’ =c

Ejercicio 6:

(x2 cosy + 4y)gy +2xseny = -5
x

Rescribir la ecuacién y probar el criterio de exactitud

(2xseny + S)dx + (x2 cosy+ 4y)dy =0

oM _ _ON
— =2xcosy =—
dy Ox

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x
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2seny.[ xdx + 5'[ dx = x’seny +5x + G,
Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N"
x*cosy+G'(y=x’cosy+4y

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y
G'y=4y
Gy = 2y° +c

Sustituir G(,yen el paso "1"

Solucion general
x’seny +5x+2y* =c

Ejercicio 7:

(yez" + 1+Zy2 j6y+(yzez" -1pox=0

Yo =

Probar el criterio de exactitud

aﬁ = 2yezx = aN

dy T ox

Paso 1: Integrar M con respecto a "x"

2 2x

yzjez"ax—.[ax= yze -x+G,
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Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"

Y

2x ' — 2x
ye +G(}’)_ye +1+4y2

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y

y
1+4y

(62]

G, =;1n1+4y2+c

Sustituir G,y en el paso "1"

Solucion general:  4y’e™ —8x+ln‘1+4y2‘ —c

Solucién particular: 4ye™ =8x+In1+4y? =1+In|2

Ejercicio 8:
2 ysenxydx + (2xsenxy +y° )dy =0

Probar el criterio de exactitud

M _ON
—— =2senxy + 2xycosxy = —
dy 0

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x
2y.[ senxydx = =2cosxy + G,

Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"
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2xsenxy + G'(,) = 2xsenxy + y’

Paso 3: Despejar G'(,) e integrarlo con respecto a "y

Sustituir G,y en el paso "1"
Solucion general

4

—2cosxy +y7 =c

Ejercicio 9.
cos ydx — (xseny -y’ )dy =0

Probar el criterio de exactitud

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "y" e igualarlo a "N"
.[cos ydx = xcosy+G,
Paso 2: Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"
—xseny +G'(,) = —xseny + y?

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a "y
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Sustituir G(,yen el paso 1

Solucién General

3
xcosy+y?=c

Ejercicio 10:

(2x+3y+4)dx+(3x+4y+5)dy =0

Probar el criterio de exactitud

%:3:6_]\]
oY Ox

Paso 1: Integrar "M" con respecto a "x"
I(2x +3y +4)dx =x" +3xy+4dx+ G,

Paso 2: Derivar el resultado con respecto a

3x+G'(y)=3x+4y+5

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar con respecto a

G'()=4y+5

G, =2y* +5y+c

e igualarlo a "N"
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Sustituir G,y en el paso "1"

Solucién General

x*+3xy+4x+2y° +5y =c
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales Transformables a Exactas

Ejercicio 1:
xdx + ydy = (x2 +y2)dx
Rescribir la ecuacién y probar el criterio de exactitud
(x2 +y? —x)dx—ydy =0

aﬂ:zyia_NIO
On Ox

Paso 1: Buscar un factor integrante

M'-N'_2y-0 _
N -y

-2

FI = e_zjax e

Multiplicar la ecuacion por el factor integrante y probar de nuevo el

criterio de exactitud.

(x2 +y? —x)e_z"dx -ye X dy=0

Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y

-2x .2

Y +G

—ez"J’yay?e @

Derivar el resultado con respecto a "x" e igualarla a "M"
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Paso 3: Despejar G'(,y e integrar el resultado con respecto a "x" (usar

método de integracion por partes).

X" =u X=u
2xdx = du dx =du
_e—Zx_ _e—Zx_

=y =y

2 2
2 2x
x‘e

G,y =~ 5 +c

Sustituir G,y en el paso "2" y simplificar

Solucion general:

Equivalente a:
x*+y? =ce™
Ejercicio 2.
vdx — xdy + ln‘x\dx =0

Rescribir la ecuacién y probar el criterio de exactitud.



(y + ln‘x\ )dx —xdy=0

Multiplicar la ecuacion por el factor integrante y probar de nuevo el

criterio de exactitud.

2 2

[l+ln—xj6x—lay =0
xTx X

Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y
1 1
-——|0y=——y+G
)C'[ y )Cy (x)

Derivar el resultado con respecto a "x" e igualar a "M"

Inx
lz+G'(x>:lz+ 2
X X X

Paso 3: Despejar G'(,y e integrar el resultado con respecto a "x" (usar

método de integracion por partes).



iy

1
(x) xz

G

Cambio de variable sugerido

ln\x‘ =u
la)c =0u
X

.[x_zdx=v=—l=v
X

Por lo tanto;

1 1
———ln‘x‘ -—+c
X X

G(X)

Sustituir G, el resultado en el paso "2"

Solucién general:

-—Inx-—=c¢

Zl
X x X

Equivalente a:
y+ln\x\ +1=cx
Ejercicio 3:
(3xy + yz)dx + (x2 + xy)dy =0
Sujeta a la condicidn inicial y;,) =1

Probar el criterio de exactitud
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oM ON
— =3x+2y#F—=2x+
4 0X 4

Oy

Paso 1: Buscar un factor integrante

M'-N'_3x+2y-2x-y _1
N x(x+y) X
1
—dx
FIIeI" =X

Multiplicar la ecuacion por el factor integrante y probar de nuevo el

criterio de exactitud
(3xzy+xy2 x+(x3 +x2y)dy =0

%:3)62 +2xy :a_N

dy Ox
Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"

2.2

I@fy+nfbx=fy+£§;+Gm
Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N"

x3 +x2y +Gv(y) :x3 +x2y

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar el resultado con respecto a "y

Solucion general:



2.2

)Cy:C

x3y+

Solucidn particular

2.2

Y —10

x3y +
Equivalente a:
2x°y +x*y* =20
Ejercicio 4:
%y“@x +xy°0y =0
Probar el criterio de exactitud

%:2y3 ¢67N:y3
dy Ox

Paso 1: Buscar el factor integrante

Mv_Nv : 2y3 _y3 _l
N xp’ X

J.lﬂx
Fl=e¢* =x

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud:

%xy“@x +x°y’0y =0
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Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"

1 4 _ 1 2.4

Ey .[xax—zx Yy +G,
Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"
3

x2y3 + Gv(y) - ny

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar el resultado con respecto a "y

Sustituir G(,yen el paso 2

Solucién general

Equivalente a:
x’yt=c
Ejercicio 5:
(x + y)dx +tgxdy =0

Probar criterio de exactitud
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oM ON _
—=1 — =sec’x
dy Ox

Paso 1: Buscar el factor integrante

M'-N'_1-sec’x _
N tg x

—tg x

e‘j tgxdx —e —(ln‘ cos x‘ )

FI = =cCcosXx

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y
probar el criterio de exactitud

(x cosx + ycos x)dx +senxdy =0

dM _ _dN
— = COSX ——

dy dx
Paso 2: Integrar "N" con respecto a "y"
senx .[ dy = ysenx + G,
Derivar el resultado con respecto a "x" e igualar a "M"

yeosx +G'y=xcosx + ycosx

Paso 3: Despejar G'(,y e integrar el resultado con respecto a "x" (usar

método de integracion por partes)
G'(y) = XCOSX
G(y) = xsenx tcosx +c

Sustituir G,y en el paso 2
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Solucion general:

ysenx + xsenx +cosx =c¢

Ejercicio 6.

(2xy +3x%y +3y2)dx + (x2 +2y)dy =0
Probar criterio de exactitud

a£=2x+3xz +6y¢a—N=2x

dy Ox

Paso 1: Buscar el factor integrante

M'-N' _ 3()62 +2y)

2 :3
N x +2y

Fl = e3jdx =™

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud.
(2xy +3x*y +3y° )e“dx + (x2 + 2y)e3"dy =0

aﬁ - e3x(2x+3y2 +G(y)) :%_N
X

0y

Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x" (usar el método de integracién por
partes);

xzye3x +yze3x + G(y)

Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N"
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2 3x 3x ' — .2 3x 3x
x‘e" +2ye” + Gy =x"e +2ye

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar el resultado con respecto a "y

Sustituir G,y en el paso 2 y reducir términos semejantes
Solucién general:
x’ye™ +y%e™ =c
Equivalente a:
e3x(x2y+y2)=c
Ejercicio 7:

Lo+ (y3 —lnx)ay =0
X

Probar el criterio de exactitud

Paso 1: Buscar el factor integrante

11
N'_M'_ X X

M y
X

2
y



LI
Fl =e¢ j}, :72

y

Multiplicar todos los términos de la ecuacién por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud.

i6x+(y —ln—szay =0
Xy y

oM 1 _aN

E - xy®  Ox
Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"

ljlax =llnx+G(y)
yox Yy

Derivar el resultado con respecto a "y" e igualar a "N"

Inx ., _ Inx
__2+G(y) VT

y

Paso 3: Despejar G'(,) e integrar el resultado con respecto a "y

G'y)=y
37
Gy = B te

Sustituir G,y en el paso 2

Solucién general:
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Ejercicio 8.
ysenx + y'cosx =1
Rescribir la ecuacion
(ysenx - l)dx +cosxdy =0

Probar criterio de exactitud

_ ON _
——=senxZ*—=-senx
dy Ox

Paso 1: Buscar el factor integrante

Mv_Nv

=2tgx

1gx0x

FI = er =sec’ x

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud.

(y sec xtgx —sec’ x)dx +secxdy =0

M N
— =secxtgx =—
dy Ox

Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"
yj sec xtgxdx — jseczxdx = ysecx —igx + G,

Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"

secx + G'(y) =secx
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Paso 3: Despejar G'(, e integrar el resultado con respecto a "y

Sustituir G,y en el paso 2

Solucién general
ysecx —igx =c
Equivalente a:

y =senxtccosx
Ejercicio 9.
(Sxy +2y? )dx + (x2 + 2xy)dy =0
Probar criterio de exactitud

aﬁ=3x+4y;lf(’;—N=2x+2y
2

0y
Paso 1: Buscar factor integrante

M'-N'_1

N X

1
—0x
FI = ej" =Xx

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud
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(3x2y +2xy° )dx + (x3 + 2x2y)dy =0

o
Ox

% =3x" +4xy =
y
Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"
3y.[x2dx+2y2.[xdx =xy+x’y’ +G(,)
Derivar el resultado con respecto a "y" e igualarlo a "N"

x’ +2)c2y+G'(y)=x3 +2x°y

Paso 3: Despejar G'(, e integrar el resultado con respecto a "x"

Sustituir G,yen el paso 2

Solucién general.
x3y + xzy2 =c
Ejercicio 10:
2xdx + x*ctgydy =02
Probar el criterio de exactitud

aﬁ=0;ta—N=2xcotgy
dy Ox
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Paso 1: Buscar factor integrante

Mv_Nv :

N

2
X

R,

2
X

FI =e¢

Multiplicar todos los términos de la ecuacidn por el factor integrante y

probar de nuevo el criterio de exactitud.

Eax +cotg ydy =0
X

Paso 2: Integrar "M" con respecto a "x"

Ox _
2.[? —2lnx+G(y)

Derivar el resultado con respecto a “y” e igualarlo a “N
G'(,=ctgy

Paso 3: Integrar el resultado con respecto a “y”
G(y) = ln‘seny‘ +c

Sustituir G,y en el paso 2

Solucion general

2ln\x\ +ln\seny‘ = ln‘c‘ C

95



Equivalente a:

2 —
X“seny =c
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales lineales

Ejercicio 1.

y'+ycosx = senxcosx
Paso 1: Identificar P(x) y Q(x y calcular el factor integrante
P,y =cosx 0(,) = senxcosx

jcos xdX _ onx

FI =e¢

Paso 2: Aplicar la formula yej fod — j ¢! P‘”aXQ(X)ax +c

senx
yeI = .[e‘w"xsenx cosxdx +c

Resolver la integral usando primero el método de integracion por
cambio de variable y luego el método de integracion por partes

senx =t — cosxdx =dt

Resultado
CV 1. j e'dt +c

CV 2. Método de integracion por partes

u=t - du=dt

Por lo tanto Ie’dt =te' —e' +c
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Paso 3: Revertir los cambios de variable y despejar la variable "y

senx

ye* ™ =senxe’™ —e*™ +c

—senx

y =senx —1+ce
Ejercicio 2:
yte'y =e*
Paso 1.

Identificar Px) y Q) y calcular el F.I.

e"ox x

FI = ej =ef
. ; [Bodx _ ¢ [Rod

Paso 2: Aplicar la formula ye = je Ox\0x +c
ye' = J'eexez"ax+c

Sugerencia: Usar método de integracion por cambio de variable y
método de integracion por partes.

X x e

yet =e'e® —e° +c

Paso 3: Despejar la variable "y

y=e" —l+ce™
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Ejercicio 3:
y'=Sy=x

Paso 1: Identificar P(x) y Q(x y calcular el factor integrante

. ; Ruodx _ Fxy0x
Paso 2: Aplicar la formula yej = .[ej Ox\0x +c
ye ¥ = je_s"xdx +c

Resolver la integral usando el método de integracion por partes

e =——xe —ie_s" +c
g 5 25

Paso 3: Despejar la variable “y

—_ 5x

=——x——+ce
YT s

Ejercicio 4.
xy'y—e* =0

Paso 1: Multiplicar toda la ecuacién por el factor 1 para darle la estructura
X

de la ecuacion diferencial lineal.

w11,
yr—y=—e
X X
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Identificar Px) y Q(x) y calcular el factor integrante

1
B =— =—e"
0= O =7

Fr=el®™ =

Paso 2: Aplicar la formula yej fod — j ¢! P‘”aXQ(X)ax +c

1
)’x=.[xe";6x+c

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y
yx=e" +c

et ¢
y=—+=

X X

Ejercicio 5:

y'=ytgx =
COS X

Paso 1: Identificar Px) y Q(x y calcular el factor integrante.

B = —tgx O =

—jtgxdx _ ln‘cosx‘ _
—e =

Fl=e COSX

Paso 2: Aplicar la formula; yej fod — j ¢! P‘”aXQ(X)ax +c
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dx+c

ycosx = Icosx
coS X

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y
ycosx =x+c
y =sec x(x + c)
Ejercicio 6:
y'=3y=2

Paso 1: Identificar Px) y Q(x y calcular el factor integrante

F] — e—3jp(x)dx — e—3jdx — e_3x

)

Paso 2: Aplicar la formula yej > = j ol P‘”DXQ(X)ax+c

ye = 2.[6_3"6)6 +c

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y

- 2 _
ye3x:_§e3x+c
y=—"+ce”

Ejercicio 7.
xy'-3y = x’
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Paso 1: Multiplicar por el factor ltoda la ecuacion para obtener la
X

estructura de la ecuacion diferencial lineal.

Identificar Py y Q(x y calcular el factor integrante.

3 4
P =— =X
(x) X Q(X)
3o
FI = jx - e—3lnx - 1

3
X

Paso 2: Aplicar en la formula yej fod — j ej P‘”DXQ(X)ax +c
1 1,
—=|—x0x+c
Y x3 '[X3

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y

yx3 2
5
y———+cx3
Ejercicio 8:
yv+2y — er

Paso 1: Identificar P(x) y Q(x y calcular el factor integrante
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FI = ezjdx =e™

Paso 2: Aplicar en la formula yej fod — j ej P‘”DXQ(X)ax +c
yez)c :J’ez)cez)cdx_*_c
ye = je“dx +c

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y

Ejercicio 9:

Y'+yctgx = 4x* cscx

Paso 1: Identificar P(x) y Q(x y calcular el factor integrante

B = ctgx O, =4x” cscx

cot gxdx ln‘ xenx‘ —

FI = ejp(x)dx = ej =e = senx
Paso 2: Aplicar la formula yej fod — j ¢! P‘”aXQ(X)ax +c

— 2
ysenx =4 j senx(x oS ecx)z’x +c

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable “y
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x3
ysenx=T+c

4 s
y =§x coscxtccoscx
Ejercicio 10:
xy‘+(2 + 3x)y =xe™"

Paso 1: Multiplicar la ecuacién por el factor 1 para darle la estructura de la
X

ecuacion diferencial lineal.
2 .
yv+[_+3jy:e 3x
X
Identificar Px) y Q(x y calcular el factor integrante

P

2 —-3x
(x)‘;+3 O =e

I g+3 x
FI=¢'\* — elnx2+3x — elnxze3x :xzezx

. : Rnx _ FayOx
Paso 2: Aplicar la formula yej = .[ej Ox\0x +c
2 3x

2 3x -3
yxex—jxe e dx+c

Paso 3: Resolver la integral y despejar la variable "y

104



Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Bernoulli

Ejercicio 1.
xyv_y - x3y4

Paso 1: Multiplicar la ecuacién por el factor 1 para darle la estructura de la
X

ecuacion diferencial de Bernoulli;
I
y-——ry=xYy
X

. 1 . .
Multiplicar por —- para transformar la ecuacion de Bernoulli en
Y

ecuacion lineal

_ 3y—4yv: W'
Multiplicar la ecuacion por -3 y sustituir el cambio de variable

2

—3y’4y'+iy’3 =-3x

w'+—w=-3x
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Resolver |la ecuacion diferencial lineal, identificando Py, Q) Yy
calcular el factor integrante

Paso 3: Aplicar la formula wel "™ = J‘ejp(x)de(x)dxw
wx’ =jx3(—3x2)dx+c

Resolver la integral y despejar la variable "w"

6
3 3x
wx =——+¢
x* c
wW=——+—
2 x

Ejercicio 2:
xy'+y = —xy’

Paso 1: Multiplicar la ecuacién por el factor Lz
Xy

-2 1 —1__1

y yt—y =
X
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Paso 2: Hacer el cambio de variable

—y7yEw

Multiplicar la ecuacion por "-1" y sustituir

Paso 3: Resolver la ecuacion diferencial lineal

Identificar P(x) y Q(x) y calcular el factor integrante

Aplicar la formula wel "% = .[ejp(x)de(x)dxw

w

1=.[1dx+c
X

X

wl = ln‘x‘ +c
X

Despejar w y revertir el cambio de variable

w = xln\x‘ +cx
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y = xln‘x‘ +cx
Ejercicio 3.

y
2

1 2 —
y+=y=
X X

Paso 1: Dividir la ecuacién entre y*

LL2 L1
e
X X

Realizar el cambio de variable

-1 01—

=2y y'=w

Multiplicar la ecuacion por "-2" y escribir la ecuacion lineal

Paso 2: Resolver la ecuacion lineal:

Calcular el factor integrante
Ox
_4.[§ =y

FI =e

Aplicar en la formula wel " = .[ejp(x)de(x)dxw

wx = '[x_4[— ij@x +c
X

Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable
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Ejercicio 4:

1
Paso 1: Dividir la ecuacion entre y?

Nl
yiy+— °

1

2 ==
2

X COS X

Realizar el cambio de variable

o . wly _ S
Multiplicar la ecuacion por 5 y escribir la ecuacion lineal

(] 1 — 2
w+—w=8ec” x
X

Paso 2: Resolver la ecuacion lineal.

Calcular el factor integrante

J.lax
Fl=e¢e* =x
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Aplicar la formula we! """ = .[ejp(x)de(x)dxw

—_ 2
wx —jxsec xdx +c

Paso 3: Resolver la integral aplicando el método de integracion por partes y

revertir el cambio de variable.

WX = xtgx — .[ tgxdx +c

ln‘cos x\ +c
w=tgx+——
X
% ln|cosx| +c
y2 S tgrt————
X

Ejercicio 5.
y'=ytgx = —y? cos x
Paso 1: Dividir la ecuacion por y?
Y72 y'—y 'tgx = —cosx

Realizar el cambio de variable

2 1—

—yyEw
Multiplicar la ecuacion por "-1" y escribir la ecuacion lineal
w'Hwigx = cosx

Paso 2. Resolver la ecuacion lineal:
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Calcular el factor integrante
FI = ejtgm =" = gecx

Aplicar la formula we! """ = .[ejp(x)dXQ(x)dx+c
wsecx = jsecxcosxdx +c

Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable
w=secx=x+tc

4 _Xx+tc

S€C X

_secx

x+c

Ejercicio 6:

Paso 1: Multiplicar la ecuacion por “y

' 2 2_1
yvy=——y =—
X X

Realizar el cambio de variable

2yy'=w'

Multiplicar la ecuacion por "2" y escribir la ecuacion lineal
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Paso 2: Resolver la ecuacion lineal:

Calcular el factor integrante

x_4‘ -4

49
Fl=e 4IX =eln‘ =x
Aplicar la formula we! "% = .[ejp(x)de(x)dxw

-4
_ X
wx ™ =2j—6x+c
X

Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable

Ejercicio 7:

o 2x7t
wx = +c
w=——+c¢x!
y2:_7+cx4
Y _X
y — o —
Xy

Gy 9

Paso 1: Multiplicar la ecuacion por “y

Wyt Ex

=

Realizar el cambio de variable
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2yy'=w'

Multiplicar la ecuacion por "2" y escribir la ecuacion lineal

w-—w=2x
X

Paso 2: Calcular el factor integrante

0x
21 =
e J.X - e—Zlnx :x—Z

Aplicar la formula we! "% = .[ejp(x)de(x)dxw

wx 2 = 2jx_2xdx +c

Paso 3: Integrar el lado derecho y revertir el cambio de variable

w=x’ (ln‘xz‘ +c)

> =x’ (ln‘xz‘ +c)

Ejercicio 8:

>, 2

x y+;y—;y

3

Y

Paso 1: Multiplicar la ecuacion por —-
X
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Realizar el cambio de variable

y o =w
4y°y'=w
Quedando
w'+i3 w =i3
X X

Paso 2: Calcular el factor integrante

4J.x_30x _E%
FI =e¢ =e *

Aplicar la formula we! 76 =.[ejp(x)de(x X + ¢

2 2

v —gfe v L
we - je 3
X

Ox+c

Paso 3: Calcular la integral y revertir el cambio de variable

2
y* =2+ce”

Ejercicio 9:
y43xy = xp?
Paso 1: Multiplicar la ecuacion porL2
Y

y'y_2 + ?))cy_1 =x

Realizar el cambio de variable
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2 91—

—y Y=
w'=3xw = —x
Paso 2: Calcular el factor integrante

— eJ.P(X)dX — e—3J-xdx — 6_3;2

FI

Aplicar la formula we! " = .[ejp(x)de(x)dxw

32 -3,

—x“0x
we ? I.[ez (—=x)ox +c¢

Paso 3: Calcular la integral y revertir el cambio de variable

2,2 —
3x 1 —3x23x
we 2 =—e? +c¢
3
_1 %xz
y =—+tce

Ejercicio 10:
] 1 —_ Xt =2
yt—y=ey
X
Paso 1: Multiplicar la ecuacion por y?

] .

y.yz +_y3 - ex
X

Realizar el cambio de variables
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3y2yv: W'
w’+§w =3e"
x

Paso 2: Calcular el factor integrante

e.[p(x)d" 263'[% =

Aplicar la formula we! 76 =.[ejp(x)de(x X + ¢
wx® = jx3ex4dx+c

Paso 3: Resolver la integral (sugerencia cv x* = t) y revertir el cambio de

variable
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Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Ricatti
Ejercicio 1.
y'=y>+2y-15 S =3

X

Paso 1: Realizar el cambio de variable

z y—3
! — 1 '
y=-"—"7=2

Hacer las sustituciones correspondientes

2
—izz':(.% +1j +2[3 +1j—15
z z z

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener

la ecuacion lineal.
zZ4+8z = -1

Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante

FI =%

Resolver la ecuacion lineal en "z" y revertir el cambio de variable
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1
——=——+ce - =—+3
3 y

<
|
|
\
+
o
®
z

Ejercicio 2.
y'=y* +6xy+9x* =3 Sy = 3x

Paso 1: Realizar el cambio de variable

y=—3x+l
z

yv: _3_2_221

Hacer las sustituciones correspondientes

2
—3—iz'=(l—3xj +6x[—3x+lj+9x2 -3

z

Paso 2: Resolver las operaciones y reducir términos semejantes para

obtener la ecuacion separable,
z'=-1

Paso 3: Integrar miembro a miembro para obtener:
z=—x+%*c

Revertir el cambio de variable

=-x+c -~ y= -3x
y+3x -x+c
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Ejercicio 3.
y'=y>=5xy+5 S(y) =5x

Paso 1: Realizar el cambio de variable

1
y=5x+— - z=

Hacer las sustituciones correspondientes:

1 1y 1
5 ——zz'= [Sx +—j —5x[5x +—j+5
z z z

Paso 2: Resolver las operaciones y reducir términos semejantes para

obtener la ecuacion lineal:
zZ4+5xz = -1

Paso 3: Identificar P(x), Q(x) y calcular el factor integrante

J.Sxax X

FIl =e¢ e

Resolver la ecuacion lineal en "z" y revertir el cambio de variable

52
—jez Ox +c
=

eZ

z
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50
2 .
.[e 9% ho es una integral elemental.

5

“x Exz
1 —jez Ox+c e2
g 5 - y—#+5x
y 5x EX 2x
e —Iez Ox+c

NOTA: se acostumbra, cuando la integral jf(x)ax no es elemental, escribir como

[* f(r)or donde x, es una constante ast:

Ejercicio 4:

1 1
y=-5+— ., z=

z y+5
! — 1 '
y=-—3¢2

Hacer las sustituciones correspondientes:
1 2
——zz':[l— j +4(1—5j—5
z z z
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Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes

z'—6z = -1

Paso 3: Identificar Py, Q) y calcular el factor integrante

FI =™

Resolver la ecuacién lineal en "Z" y revertir el cambio de variable

—_ 6x

z=—+ce
y= L s
7+Ce()x
Ejercicio 5:
, 1 25 5
yEyio—y-= S ==
X X X

Paso 1: Realizar el cambio de variable

Hacer las sustituciones correspondientes:

5 1 [5 1}2 1(5 1) 25
Bt vl Bl Bl Ry
X z X Z X\ X Zz X
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Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener

la ecuacion lineal;

Z'+—z=-1
X

Paso 3: Identificar P ,, O,y calcular el factor integrante

Ox

o 2
F 0= -1 =t =y

_9
(-

Resolver la ecuacion lineal en "z" y revertir el cambio de variable

z=-2 tex”
10
T oo
xy—5 10
1
y= t—
-9
-—+tcx
Ejercicio 6:
y'=csc’ x + yctgx + y° Sy = —cigx

Paso 1: Realizar el cambio de variable

1
y =-cotgx +—
z

'= cosczx—Lz'
y 2

Hacer las sustituciones correspondientes:
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) 1
CosC™x ——

2
1 1
z'=cosc’x + cotg x[— cotg x + —j + [— —cotg xj
z z z

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener
la ecuacion lineal;

z'—(ctgx)z =-1

Paso 3: Identificar Py, Q) Yy calcular el factor integrante
R = ~cigx O =-1
FI =cscx

Resolver la ecuacién lineal "z" y revertir el cambio de variable:

Variable:
—In|cosc x —cotg x| +c
z =
COSC X
coSC X
y= —cotg x
—Injcosc x —cotg x|+ ¢
Ejercicio 7:
2 2
— .2 _ _
YEY ASYyES S =7~
x° x X

Paso 1: Realizar el cambio de variable
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2 1
et er

Hacer las sustituciones correspondientes

2 1, (2 1Y 2( 2. 1), 2
] B e B e e e
X z X z X X z X

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener

la ecuacion lineal:

(13 ]

Resolver la ecuacion lineal en “z” y revertir el cambio de variable

— 2
z=x+tcx

Ejercicio 8:
y'=y> +8xy +16x> -4 Sy = —4x

Paso 1: Realizar el cambio de variable
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y=—4x+l N z=

Hacer las sustituciones correspondientes

1 1Y 1 ,
—4-—z'=| —4dx+—| +8x| —4x+—|+16x" -4

z z z

Paso 2: Resolver operaciones y reducir términos semejantes para obtener

la ecuacion separable:
z'=-1

Paso 3: Integrar miembro a miembro.

[2'=]-10x

z=—x+c¢

Al revertir el cambio de variables se obtiene:

=—4x+
Y -x+c
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