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Prefacio

Como toda obra, el contenido de este libro tuvo dos motivaciones en sus inicios. Primero la
insatisfaccién con lo que estaba disponible y, esa necesidad de discutir un conjunto de conceptos con
el matiz personal de los autores. En segunda instancia, contribuir al acervo cientifico en espafiol. Hacer
ciencia en espafiol amplia el acceso a comunidades hispanas y, sobre todo, transmite un sabor distinto en
su estudio.

Durante més de viente afios se fue dibujando la ruta que llevo a esta publicacion. En estas notas
confluyen: conceptos abstractos “aterrizados” mediante numerosos ejemplos y una herramienta compu-
tacional que permita resolver problemas de forma algoritmica. La férmula, muy de nuestro gusto, es
asociar un concepto a una variedad de aplicaciones y sazonarla con algoritmos que ilustren la solucién de
problemas. Es decir, al marco concepto-ejemplo se le suma la componente experimental. La herramienta
de célculo algebraico nos permite deslastrarnos de la resolucién de ejemplos simples y adentrarnos en
posibles casos realistas.

La capacidad de realizar calculos simbdlicos, manipular expresiones algebraicas complejas y re-
solver ecuaciones de manera automatizada ha ampliado significativamente el alcance y la eficiencia
de nuestra labor profesional. Pensamos que la utilizacién de herramientas computacionales enriquece
enormemente el aprendizaje de los estudiantes ya que les ayuda a familiarizarse con lenguajes de pro-
gramacion y los incentiva a desarrollar sus propias técnicas de calculo. Lo vivimos cuando pasamos de
la regla de célculo y las tablas de logaritmos a las calculadoras de bolsillo. Lo estamos transitando con la
irrupcion de los ambientes de inteligencia artificial conectados a esquemas de cdlculo numérico y alge-
braico. La programacién, entendida como codificacién, va a desaparecer y el razonamiento algoritmico
serd cada vez mas indispensable para los estudiantes de ciencias e ingenieria. La inteligencia artificial
codificard los algoritmos que los humanos propongamos. Si los estudiantes son capaces de formular la
solucién de un problema de forma algoritmica significa que lo han comprendido.

El pensamiento computacional ha revolucionado la forma en que abordamos los desafios matemati-
cos en la era moderna. SymPy, la biblioteca de Python para matematicas simbdlicas, es una herramienta
inapreciable para estudiantes, investigadores y profesionales en diversos campos cientificos. Integrar
SymPy, Python y cuadernos Jupyter en la ensefianza de métodos matemadticos para fisicos no solo
fortalece la comprension tedrica de las técnicas matemadticas, sino que también desarrolla habilidades
practicas de resolucién de problemas mediante algoritmos. SymPy no requiere conocimientos previos de
programacion y permite que el estudiante se familiarice con la sintaxis de lenguajes computacionales mas
avanzados. Ademds, estd integrada al ecosistema Python que facilita enormemente las tres actividades

fundamentales del cémputo cientifico, a saber: el cdlculo algebraico, el numérico y la visualizacién.
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Los conceptos abstractos son Uutiles porque engloban, bajo un mismo enfoque, una multiplicidad
de aplicaciones que normalmente las percibimos aisladas. Por eso seleccionamos la notacién de Dirac
para el desarrollo y reconsideracion de los conceptos de espacios vectoriales, espacios vectoriales duales
y espacios tensoriales. La notacién de Dirac, por su compacidad y conveniencia, puede considerarse
andloga a los diagramas de Feynman en la teoria cudntica de campos. Ambas son herramientas elegantes
que simplifican célculos complejos: la notacién de Dirac facilita operaciones algebraicas abstractas en
espacios de Hilbert, mientras que los diagramas de Feynman simplifican integrales multidimensionales
que describen interacciones entre particulas. Enfatizamos que los kets, mas alld de su significado en

Mecénica Cudntica, representan vectores abstractos, que pueden ser representados por vectores en R",

a0’

espacio vectorial. Al igual que los diagramas de Feynman, la notacién de Dirac suele ser desconocida

funciones continuas, C matrices, o cualquier objeto matematico que cumpla con las propiedades de
para los estudiantes de primeros niveles debido a su ausencia en los cursos iniciales de los pregrados en
Matematicas, Fisica o ingenieria. Esto convierte su dominio en un desafio significativo cuando llegan
a cursos de Mecdnica Cudntica o cursos avanzados en tecnologias cuanticas. Hoy, gracias a la presion
impuesta por el desarrollo de la computacién cudntica la notacién de Dirac esta llegando a los estudiantes
de ingenieria y, mas atn, a colegios secundarios con resultados muy alentadores !

Estas notas se desarrollan a lo largo de cinco capitulos. Cada uno se inicia describiendo una posible
ruta para su lectura. El libro transcurre a través de 26 secciones, cada una estructurada con conceptos,
ejemplos resueltos, ejercicios propuestos y cédigos de SymPy. Acumulamos un total de 155 ejemplos,
26 cédigos de SymPy?2, y 243 ejercicios propuestos. Los ejemplos son muy detallados para que puedan
ser utilizados en el trabajo independiente de los estudiantes. A lolargo de los capitulos, en notas a pie de
pagina, recomendamos referencias especificas para algunos de los temas tratados. Cada capitulo culmina
con una bibliografia recomendada para extender o contrastar el enfoque que nosotros presentamos.

En ese espiritu de mostrar que los conceptos abstractos engloban bajo un mismo enfoque una mul-
tiplicidad de aplicaciones que normalmente percibimos aisladas, presentamos tempranamente algunos
temas avanzados como: las aproximaciones de funciones en base de Polinomios de Legendre, los espacios
pseudo-euclidianos, las series y transformadas de Fourier, las distribuciones y las bases continuas. En el
transcurso del texto somos repetitivos con los conceptos y los presentamos desde distintas perspectivas
en los diferentes contextos. El capitulo 1, lo consideramos un resumen minimo de lo que deben saber los
estudiantes de Fisica en su primer curso de Métodos Matematicos. Los capitulos centrales del texto, 2,
3,y 4, son fieles a una notacidn abstracta que creemos conveniente y que nos marcé a una generacion. Es
una mezcla de las notaciones de los libros de Gravitation de Misner, Thorne, and Wheeler del 1973 y de
Mecanica Cudantica de Cohen-Tannoudji, Diu, B. Lalog, en el lejano 1977. El capitulo 5 es una aplicacién
de los conceptos desarrollados en los tres capitulos anteriores. Finalmente, en el apéndice presentamos
una introduccion a la herramienta computacional que puede ser utilizado de forma independiente para
ganar experiencia en SymPy.

Los temas desarrollados en esta obra y su organizaciéon no corresponden a un curso particular y

distintas selecciones de los materiales aqui expuestos han sido utilizadas durante casi dos décadas en

1Algunas experiencias comienzan a ser reportadas en la literatura que muestran la llegada de la notacién de Dirac a cursos
iniciales de pregrado y avanzados de secundaria. Pueden consultar Levy, J., y Singh, C. (2025). “Teaching quantum formalism
and postulates to first-year undergraduates”. American Journal of Physics, 93(1), 46-51 y también Hennig, F., T6th, K., Veith,
J., y Bitzenbauer, P. (2024). “Introducing quantum physics concepts and Dirac notation at the secondary school level: Insights
into student reasoning from an acceptance survey”. Physical Review Physics Education Research, 20(2), 020147.

2Los cédigos Python se pueden consultar en el repositorio: https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas

1I
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cursos de Métodos Matematicos para estudiantes de pregrado en Fisica de la Universidad de los Andes
(Mérida-Venezuela) y en los cursos de pregrado y posgrado para estudiantes en Fisica e Ingenieria de
Sistemas en la Universidad Industrial de Santander (Bucaramanga-Colombia)3.

Es preciso agradecer los comentarios, criticas y correcciones de los amigos, Williams Barreto,
Ysabel Bricefio, Adel Khoudeir, Justino Martinez, Bernardo Mayorga, Eduardo Pestana y Héctor Rago,
quienes leyeron las primeras versiones de esta obra. Un agradecimiento especial a Herndn Asorey, quien,
luego de la experiencia con una versién muy preliminar en un curso de Teoria Cudntica de Campos, se
ofreci6 a prologar el texto. Gracias también a esos cientos de muchachos y muchachas por soportar la

utilizacién de estas notas que siempre seguirdn siendo inacabadas.

Héctor Herndndez y Luis A. Niiiez
Bucaramanga 2025

3Ejemplos de cursos donde se ha utilizado este texto se pueden descargar desde: https://github.com/nunezluis/
CodigosLibroMatematicas/tree/main/EjemplosCursos. Alli encontrardn también las presentaciones asociadas a al-
gunos topicos desarrollados en estas notas.
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Capitulo

Los vectores de siempre

La ruta de este capitulo

Suponemos que los estudiantes que se acercan a estas notas, no solo conocen parte de los términos
aqui expuestos, sino que son capaces de buscar muchos otros en la red. Por lo tanto, concebimos que este
capitulo apunte a varios objetivos. Por un lado, buscamos refrescar un conjunto de conceptos bdsicos que
seguramente son conocidos por el lector. Si no lo son, aprovechamos la oportunidad para presentarlos —en
el marco de R?, es decir ejemplificando con vectores tridimensionales— utilizando el lenguaje abstracto
al cual haremos referencia en los préximos capitulos.

Siguiendo esta 16gica discutimos las propiedades de los vectores en la proxima seccién 1.1; la
independencia lineal, bases, producto interno (seccién 1.1.3) y los sistemas de coordenadas (seccién 1.2).
Con la excusa del dlgebra vectorial en coordenadas, introducimos en la seccién 1.4 algunos elementos
de dlgebra vectorial con indices. Muchos de estos términos no son cubiertos tan tempranamente en
cursos de métodos matemadticos (seccion 1.4). Adicionalmente, esta excusa nos sirve de puente para
presentar nociones operativas de tensores y de andlisis de vectorial que formalizaremos mds adelante en
los capitulos 3 y 5, respectivamente.

La representacidn de los nimeros complejos como vectores, con “componentes’” reales y complejas
justifica la incorporacién de este repaso en la dltima seccion 1.6. Finalmente, este capitulo nos sirve para
iniciar el uso de la herramienta de cédlculo algebraico que nos acompaiiard en el resto del libro y que
se detalla en el apéndice 6. Los codigos de SymPy de este capitulo los pueden encontrar en este enlace

https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas/tree/main/CapituloO1.

1.1, Vectores geométricos

Desde los primeros cursos de Fisica en educaciéon media, venimos hablando de vectores como
cantidades que tienen que ser representadas con mas de un niimero. Son varias las razones que obligan a
introducir este (y otro) tipo de cantidades “multidimensionales”.

Es comtn que tropecemos con: escalares, vectores, tensores y espinores, dependiendo del nimero
de cantidades que necesitemos para representar determinado objeto matemético. Podremos constatar que
las leyes de la Fisica vienen escritas en forma vectorial (o tensorial) y, por lo tanto, serd la misma ley para

la familia de observadores equivalentes. Para las leyes de Newton y Maxwell serdn observadores que
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no estén acelerados entre ellos. En la gravitacién einsteniana cualquier observador serd equivalente. Lo
que define la familia de observadores equivalentes son las leyes de transformacién que los vincula. En el
caso newtoniano serdn las transformaciones de Galileo, para las leyes de Maxwell las transformaciones

de Lorentz y para la gravitacion einsteniana son las transformaciones generales de coordenadas.

1.1.1 Escalares y vectores

Dejaremos para mds adelante caracterizar objetos como tensores y espinores, por ahora nos conten-
taremos con refrescar nuestros recuerdos con cantidades como:

o Escalares: Seran aquellas cantidades las cuales se representan con UN solo nimero, una magnitud:
temperatura, volumen, masa, entre otras. Es costumbre no denotarlas de manera especial, asi
T = 5°C representard una temperatura de 5 grados centigrados.

o Vectores: Serdn cantidades las cuales, para ser representadas por un objeto matematicos; necesitan
mds de una cantidad: requieren de UN nimero, UNA direccién y UN sentido. Entre las canti-
dades que tipicamente reconocemos como vectores estan: la velocidad, la aceleracion, la fuerza.
En términos graficos podremos decir que un vector serd un segmento orientado, en el cual su
dimension representard su médulo, su orientacidn la direccion y el sentido. Para diferenciarlos de
las cantidades escalares hay una variedad de representaciones, entre ellas: en negrita a; con una
flecha arriba de la cantidad @; con una tilde arriba o abajo a; olexplicitando el origen y destino
del segmento orientado O? El médulo del vector lo representaremos dentro de la funcién valor

absoluto, o sencillamente sin la flecha arriba a = |a| = |ad|.

Los vectores son “objetos geométricos” indepen- R R A 4 /z . R
. . , \ \' g : N
dientes del sistema de coordenadas. Sus caracteris- R 4 T B
. , . ., . . \“ —_. )
ticas (mddulo, direccién y sentido) se preservaran ik \ ER f / At g8 g et
. z 7 b 3 . T e Ty
en todos los sistemas de coordenadas. Mds atn, ™ ™"\ \ f SR e SRS
. hahe o g i YR N LN
habrad vectores que podremos desplazar paralelos s _s_ s« , % & & = ‘“\'\_\\\\\\" .\\\.\
: . . A

a ellos mismos (es decir, conservando su médulo T e \'\:.\\\-\\\\\
. . . D, el TR T %
direccién y sentido), y seguirdn representando las RN

\, NN

mismas cantidades. Por ello encontraremos el tér- < & ]
mino de vectores deslizantes. También habrd vec- U \ \1 N
tores atados a un punto en el espacio, por cuanto  / / W/ \v \‘ %% %
representan una de las propiedades de ese punto: la

velocidad del viento, el campo eléctrico, o sus va- Figura 1.1: Ejemplos de vectores atados. A cada
riaciones son ejemplos de vectores atados (observe punto x,y se le asocia un nimero, una direccion y
la figura 1.1 como ejemplos ilustrativos). un sentido.

-— T

Esos vectores “atados” generaran el concepto de campo vectorial que discutiremos en el capitulo 5.

1.1.2 Algebra de vectores

Enumeraremos rdpidamente el dlgebra de vectores sin hacer referencia a un sistema de coordenadas
en particular. Desde los cursos basicos de matematicas nos ensefiaron a representar graficamente esta
dlgebra, asi tenemos que:

o Vector nulo. Es aquel que tiene por médulo cero y no se le asigna direccion ni sentido. Es frecuente

representar al vector nulo por O.
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Figura 1.2: Vectores representados como segmentos de flechas orientados, vectores geométricos, y
algunas de sus posibles operaciones. En el cuadrante I mostramos el diagrama de cuerpo libre de un
sistema, donde los vectores deslizantes nos permiten conceptualizar su distribucién de fuerzas. En el
cuadrante Ila ilustramos la multiplicacién de un vector por un escalar. En el IIb y III mostramos la suma
de vectores.

o Vector unitario. Es aquel que tiene por médulo la unidad, es muy util por cuanto, para efectos
algebraicos, “contiene” inicamente direccion y sentido. Lo denotaremos con un acento circunflejo:
U, = a/|al, con lo cual todo vector se podrd expresar por un médulo en la direccién y sentido de
un vector unitario: a = |a| G, = a U,.

o Comparacion de vectores. Dos vectores podran ser comparados cuando tienen la misma direccion.
Al comparar sus médulos diremos que pueden ser mayores, menores o iguales. Por lo tanto, tal y
como mostramos en el cuadrante [la de la figura 1.2, dos vectores seran iguales, a = b, si tienen
el mismo médulo, direccién y sentido.

o Multiplicacién por un niimero. Multiplicar un vector por un nimero escalar, « # 1, modifica su
modulo. Si e > 0, el vector conserva su direccién pero cambia su magnitud. Si o < 0, el vector
invierte su sentido y, ademds, puede cambiar su magnitud dependiendo del valor de .. Tal y como
puede apreciarse en el cuadrante Ila de la figura 1.2. Claramente dos vectores proporcionales seran
colineales. Diremos ademads, que el inverso del vector a serd la multiplicacién de a por (—1). Esto
es: (—1)a= —a.

o Suma de vectores. Para sumar vectores utilizamos la regla del paralelogramo. Es decir, desplaza-
mos paralelamente uno de los vectores y lo colocamos a continuacion del otro, de tal forma que la
diagonal del paralelogramo, que tiene por lados los vectores sumandos, constituye el vector suma,
(ver cuadrantes Ila y IIb de la figura 1.2).

Este esquema se puede generalizar para varios vectores tal y como lo mostramos en el cuadrante III
de la figura 1.2. Alli construimos un poligono cuyos lados los constituyen los vectores sumandos a, b, c,
dynconn=a+b+c+d.

Igualmente, podemos definir la resta de vectores al sumar el inverso. Esto es:

a—-b=a+(-b) = 0=a—a=a+(-a).
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Graficamente, la resta de dos vectores se representa colocando ambos vectores (minuendo y sustraendo)
con el mismo origen y luego uniendo las puntas de las flechas. El vector resultante de la resta apuntara

desde la punta del sustraendo hacia la del minuendo.

Un resumen de propiedades. Las propiedades del dlgebra de vectores son:
o La suma de vectores:
o escerrada,a+ b =c,
o €s conmutativaa +b = b + a,
& es asociativa (a+b)+c=a+ (b+c),
o tiene un unico elemento neutro0 +a=a+ 0 = a, Va,
o existe un elemento simétrico —a (uno para cada vector) talque 0 = a —a = a + (-a),
o es distributiva respecto a la multiplicacion por nimeros: « (a + b) = aa + ab.
o La multiplicacién de vectores por nimeros:
o €S conmutativa aa = aa,
& €s asociativa « (fa) = (af) a,
o es distributiva (o + ) a = aa + fa.

Estas propiedades lucen obvias planteadas en este contexto de los vectoresen R3. Sin embargo, en
la seccion 2.1.3 en la pagina 94 veremos que, son estas propiedades las que nos permitirdn definir un
espacio vectorial abstracto de manera rigurosa.

A continuacién un par de ejemplos con aplicaciones de vectores en geometria y Fisica.

Ejemplo 1.1 En un segmento de recta AB ubicamos un punto-D de manera que este punto divide al
segmento en dos partes en la proporcién a : 3, es decir AB = AD + DB = o+ /3. Ubiquemos el vector
posicién del punto D.

A los puntos A y B le hacemos corresponder el vector a y el vector b, respectivamente, con un
origen comun O. De manera que ¢ = b — a es un vector que va desde el punto A al punto B. Entonces,
la distancia OD, a la que le podemos asociar el vector d, no es mas que:

(b—a):<1— b at " b.
a+p a+f

(0}

a+p

a+ a+B

d=0D=a+

Ejemplo 1.2 Hemos definido la posicién r del centro de masa, para un sistema de N particulas, al
vector:

N

r = s

N .
ijlm]

donde r; corresponde con la posicidn de la i—ésima particula. Determinemos la posicion del centro de
masa para un sistema de tres masas, m; = 1, 2, 3, ubicadas en los vértices de un tridngulo equilétero de
lado | = 2.

Colocando el origen de coordenadas en uno de los vértices y uno de los ejes de coordenadas sobre
uno de los lados. Elijamos la siguiente configuracién

mi=1 o1 =21, m=2ro=0 vy m3:3<:>r3:<i+\/§j>.

Entonces tenemos:

r_E?’_lmiri_mlrl—}—mgrg_1-2i—|—3-(i+\/§j) _§i+§A
~m; My 6 62
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1.1.3 Vectores linealmente independientes

Vamos a introducir uno de los conceptos fundamentales del dlgebra lineal: la nocién de independen-
cia o dependencia lineal. Diremos que el conjunto de tres vectores: a, b y c es linealmente independiente
en R3 si se cumple que:

ca+pfb+vc=0 = a=8=~v=0.

Esto significa que los tnicos coeficientes que hacen que la combinacidn lineal de los vectores sea igual
al vector cero son: &« = 8 = v = 0. Es decir, la tinica manera de que la suma de cualquier multiplo-de
a,b y c se anule es si los escalares «, 5 y v son necesariamente nulos. De lo contrario, diremos que el
conjunto de vectores es linealmente dependiente. Esto implica que uno de los vectores puede expresarse

como una combinacién lineal de los otros dos. Por ejemplo, si v # 0, entonces:

caa+fb+yc=0 = c:—ga—éb = c=aa+pAb.

gl Y
Es muy importante sefialar que los vectores linealmente independientes formaran una base! para el

espacio donde estos vectores “viven” y el nimero maximo de vectores linealmente independientes serd
la dimensidn de ese espacio de “residencia”. Mds adelante estudiaremos con mds detalle el concepto de
bases.
Tratemos de concretar algunas de estas afirmaciones.

o Dos vectores, no nulos, linealmente dependientes son colineales. Es decir, los vectores estan

contenidos en la misma linea y es claro que:

a:—gb
0
aa+ 8b=0 donde ambos a7 =
B#0 L a
p

el reciproco también serd cierto: si dos vectores no nulos son colineales, seran linealmente depen-

dientes. Es decir, si a = \b entonces
aa+pfb=0 = alb+b=0 = (aA+5)b=0 = aA+3=0,

lo cual nos permite afirmar que si dos vectores son linealmente independientes, no pueden ser
colineales.
o Tres vectores linealmente dependientes son coplanares. Por ser los tres vectores linealmente

dependientes al menos uno de los escalares tiene que ser distinto de cero, digamos -, esto es:

aa+pBb+yc=0 = c:—ga_é
Y 8l
pero como¢'a o ay €2 b b, esto significa que: £'a y a son colineales. De la misma manera

b=¢la+ &b,

que £2b y b, y por lo tanto, la suma estard en el mismo plano.

o Dos vectores linealmente independientes generan todos los vectores coplanares. Dado dos vectores
ay b linealmente independientes, entonces cualquier vector c, coplanar con ay b, podrd expresarse
como una combinacién lineal de éstos. Diremos que: ¢ se expresa en términos de a y b como:
c = ¢'a + £2b, y esa expresién es Unica.

La primera de las afirmaciones es directa por cuanto hemos visto que si a y b son linealmente

independientes y ¢ es coplanar con a y b, entonces, necesariamente a, b y c¢ son linealmente

1L lamaremos base a un conjunto de vectores linealmente independientes. Si ademds estos vectores tienen médulo uno y son
ortogonales entre si, se denomina base orfonormal.
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dependientes. Esto es:

acaa+fb+vyc=0 = c:—ga—éb:§1a+f2b.
v g

La demostracién de que la expansion es Unica viene de suponer que existen dos maneras distintas
de representar al mismo vector c. Veamos:

c=¢la+¢%b -t=0= =

= 0=(¢-Ma+(-¢)b =

c=Clat (b 22=0= =¢
debido a que a y b son linealmente independientes.
La demostracion para el caso tridimensional es equivalente. Es decir tres vectores linealmen-
te independientes a, b y ¢ expanden, de manera univoca, todos los vectores del espacio. Esta
demostracién queda para el lector.

o Vectores Base. Cuando un vector ¢ se pueda expresar en términos de dos vectores linealmente
independientes, a y b, por ejemplo: ¢ = &'a + £2b, diremos que a y b forman una base
para todos los vectores coplanares a éstos. Igualmente para el caso tridimensional: tres vectores
linealmente independientes a, b y ¢ conformardn una base para los vectores del espacio. Los
nimeros ¢!y €2 para el caso bidimensional se denominan las componentes de c a lo largo de a
y b. Equivalentemente, (5 1 g2 ¢ 3) serdn las componentes de cualquier vector para el caso 3D a
lo largo de a, b y c, respectivamente. Esta nomenclatura serd mas evidente luego de la préxima
seccion.

Mas adelante, en el desarrollo de la seccién 2.3 del préximo capitulo, analizaremos de forma
rigurosa el concepto de independencia lineal y de bases de espacios vectoriales abstractos.

Para fijar ideas recorramos tres ejemplos en los cuales utilizamos el concepto de base en R3.
Ejemplo 1.3 Dada una base ortonormal {1, j, k} y los siguientes vectores:

a=3i+2+k, b=3i-2j+k, c=i—k.
Queremos comprobar si {a, b, c} forman una base.
Para que los vectores formen una base de R? tienen que ser linealmente independientes. Esto es:
ca+b+vc=0 = a=L=v=0,conlocual:
3a+38+~v=0,
a<3i+2j+f<> +6(3i—2j+f<> +7(i—l§) —0 = { 2a-28=0,
a+pB—v=0.
Es fécil ver que la solucidn de este sistema es: « = 3 = v = 0, por lo tanto, se demuestra que el conjunto

de vectores es linealmente independientes y por consiguiente forman una base de R?.

Ejemplo 1.4 Siel conjunto de vectores {a, b, ¢} del ejemplo anterior forman una base, podemos expresar
otros vectores en términos de esta base. Tomemos, por ejemplo, los vectores: d =1+ 2jy e = 31 — 2],
expresemos estos dos vectores en términos de {a, b, c}.
Entonces, para el vector d tenemos:
Ja+38+v=1,
d:i+2j:a(3i+2j+f<) +B<3i—2j+f<) +7(i—f<) = { 2a-28=2,
a+p—-v=0.
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Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior tendremos que: d = %a —sb+ zc.

Seguidamente, para el vector e se tiene:

3a+38+v =3,
e:3i—2j:a(3i—|—2j+f<)+5<3i—2j+f<>+’y(i—f<> = { 20-28=_2,
a+pB—-v=0.

Resolviendo el nuevo sistema de ecuaciones resulta que: e = —%a + %b + %c.

Ejemplo 1.5 Consideremos los siguientes tres vectores:
wi=14+3k,wo=2—3jyws=—j+k.
¢(Formar4n una base para R3?
Veamos si son linealmente independientes, es decir, si
awy + fwe+yws3 =0 = a=8=v=0.

La comprobacién es directa al resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

a +20 =0,
3o +v =0;

cuya solucién es o = 3 = = 0. Por lo tanto, forman una base para R*.
Como forman base, podemos expresar otro vector, digamos a = 1 — 3J + 3k, en términos de la base
{w1,wy, w3}, estoes: a = awy + fwa + YWs.

Si procedemos como en los ejemplos anteriores, tenemos:

a=1,
a +203 =1

a=a(i+3k) +B(2i—3) +7(-j+ k) = 38 —y =-3 p = { g=1
3 +y =3

[ V=2

es decir, a = %wl + %wz + 2ws .

1.1.4 Productos de vectores

Hemos sumado y restado vectores. El siguiente paso es multiplicarlos. Basicamente existen dos
formas de multiplicar vectores: el producto escalar y el producto vectorial. Veremos a continuacion, sin

especificar un sistema de coordenadas para referirlos, de qué se trata.

1.1.4.1 Producto escalar
Denominaremos producto escalar de dos vectores a'y b a un escalar cuyo valor serd igual al producto
de los médulos multiplicado por el coseno del dngulo que ellos forman:
¢(=a-b=|a||b|cos (ap)) -

El significado geométrico del producto escalar es evidente, cuadrante I de la figura 1.3. El producto
escalar representa la proyeccién de a sobre b y equivalentemente la proyeccion de b sobre a.
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I

Figura 1.3: Producto escalar y vectorial de vectores geométricos. En las region I de la figura ilustramos
el significado del producto escalar: la proyeccion de b sobre a. Lo mismo hacemos en la II, ilustramos
las proyecciones de b sobre a y también de b + c sobre a. El producto vectorial 1o representamos en las
zonas IV y V. Mostramos el médulo del vector resultante, su direccion y sentido.

]

De esta definicién se derivan varias propiedades las cuales por obvias no dejan de ser importantes:
El producto escalar de un vector no nulo consigo mismo, siempre es positivo:
(=a-a= \a\Q > 0, y sélo serd nulo si a es el vector nulo. Estoes, ( =0 = a = 0. Con esto
podemos concluir que |a] = \/a-a = /(.
El producto escalar es conmutativo:
¢ = a-b = b-a, yaque el angulo entre los vectores es el mismo y la multiplicacién entre escalares
es conmutativa.
El producto escalar es distributivo:
Estoes,a-(b+c) = a-b+ a-c. Lademostracién (grafica) puede apreciarse en el cuadrante I1
de la figura 1.3.
La multiplicaciéon por un niimero:
Si a # 0.es un nimero real, entonces:
a¢ =a(a-b) = (aa)-b =a- (ab) = |aal |b|cos (0japy) = |a| |ab]| cos (O(ap))-
Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
A partir de la definicién de producto interno es inmediata la comprobacién de la siguiente des-
igualdad:

2

(a-b)* = (|a| [bcos (Bjap)))” = (a-b)* <[a*[b]* & [a-b| < [a|[b],
ya que: 0 < cos® (0apy) < 1.
Del producto escalar surge el teorema del coseno.

Es inmediato expresar el producto escalar de un vector consigo mismo, para ello vamos a suponer

que c = a + b, con lo cual:
c=a+b = c-c=(a+b)-(a+b) = |c[*>=]al® + |b]>+2]a| |b|cos(6),

donde 6 es el angulo que forman los vectores a y b. Esto no es otra cosa que el teorema del coseno
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y estd ilustrado en el cuadrante III de la figura 1.3.
o Dos vectores no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo.

Esta afirmacion es inmediata:

alb = 0<a,b> :g

El producto escalar lo hemos visto desde nuestras tempranas épocas de colegio. Quiza por eso no

= a-b=|a||b|cos (fap)) =0.

apreciamos las consecuencias que su definicién nos trae. El producto escalar nos permite definir una
geometria, vale decir el dngulo entre vectores. A partir de esta definicién sabemos si dos vectores son o
no ortogonales. Otra vez, en R? no nos impacta mucho esa consecuencia. En la seccién 2.2.3, veremos
como la definicién de un producto interno (en R? lo llamamos escalar) nos permitird definir la distancia

entre dos puntos, el tamaio de los vectores y el dngulo que ellos mantienen entre si.

1.1.4.2 Producto vectorial

A diferencia del producto escalar que genera un escalar, el producto vectorial tiene como resultado
otro vector: ¢ = a X b2, con las siguientes caracteristicas:
o El médulo de c, seré:

|c| = |al |b| sen (0<a’b>) .

Es claro que el médulo de c representa el area del paralelogramo cuyos lados estdn formados por
ay b (ver el cuadrante V de la figura 1.3).

o Tal y como muestran los cuadrantes IV'y V dela figura 1.3, c tendrd como direccidn la perpendicular
al plano que forman ay b, y como sentido laregla del pulgar derecho o regla de la mano derecha. De
una manera mds elegante diremos que el producto vectorial serd positivo cuando la multiplicacién
de a x b se realice en sentido antihorario al llevar .

Podemos deducir algunas consecuencias de esta definicion.

o El producto vectorial es anticonmutativo.

a x b= —b x a, yse sigue de la definicion que expresa el cuadrante IV de la figura 1.3.

o El producto vectorial es distributivo respecto a la suma.
ax (b+c)=ax b+ a x c. Lademostracion lo dejaremos para més adelante.

o La multiplicacion por un niimero o # Q.
lac| = |of ]a x b| ={(ca) x b| = |a x (ab)| = |aal |b| sen (G(a,b>) = |a| |ab| sen (9<a,b)) .
o Dos vectores serdn colineales si su producto vectorial se anula.
Asi como en el caso del producto escalar, donde dos vectores ortogonales se identifican cuando

su producto escalar es cero, en el caso del producto vectorial, dos vectores son paralelos si su

producto vectorial es cero. Esta relacion se cumple de inmediato:
allb = sen(fup) =0 = |c|=]axb]=0.

Si el médulo del vector es cero, obvio que es el vector nulo. Ahora bien, también de aqui deducimos

que si a || b entonces:

c=axb = c-a=(axb)ra=c-b=(axb)-b=0.

2E] resultado de un producto vectorial es un pseudovector o vector axial en contraposicién a los vectores polares, pero eso lo
veremos mds adelante en la seccién 1.4.4.
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1.1.5 Producto triple o mixto

Analicemos ahora el escalar® que proviene de la multiplicacién:
V =]c-(axb)|=|c||(ax b)|cos (9<c’axb>) .
Este producto también cumple con algunas propiedades que demostraremos mas adelante.
o El producto mixto representa el volumen del paralelepipedo cuyos lados son los vectores a,b y c.
|a x b| representa el drea de la base y la altura estd representada por la proyeccion del vector ¢

sobre la perpendicular al plano de la base que es, precisamente |c| cos (9<c7axb>).

o El producto mixto es ciclico respecto a sus factores.
(axb)-c=(cxa)-b=(bxc)-a.
o El producto mixto se anula cuando se repite alguno de sus factores.
(axb)-a=(axb)-b=(axa)-c=(bxb)-c=0.
Claramente, si (ax b) La = (axb)-a=0.
o Si los tres vectores a, b y ¢ son coplanares (linealmente dependientes) entonces:
(axb)-c=0.
Dicho de manera mds elegante, ttil e impactante: tres vectores que cumplen con: (a X b) -¢ # 0,
son linealmente independientes y forman una base para el espacio tridimensional. Esa base se
denominard levégira (siguiendo el giro de las manecillas del reloj) si el producto (a x b) - ¢ < 0

y dextrégira (la convencional, basada en la regla de mano derecha o sentido antihorario) si
(axb)-c>0.

Fijemos conceptos desarrollando un par de ejemplo con los productos vectorial y mixto
Ejemplo 1.6 Resolvamos el problema del ejemplo 1.3 usando el producto mixto.
Debemos calcular: ¢ - (a x b) # 0, y efectivamente:

1 0 -1
c-(axb)=3 2 1 |=16#0,
3 -2 1

es decir, el conjunto de vectores es linealmente independiente.

Ejemplo 1.7 Ahora bien, si {a, b, c} del ejemplo 1.3 forman una base, calculemos al vector f = a x b
y expresémoslo en términos de {a, b, c}.
Procedemos a calcular f:

f:axb:(3i+2j+f<>x(3i—2j+f<): — 4i— 12k,

o QO >
DN G
= = RS

con lo cual para el vector f resulta:
3a+38+v=4
f:4i—12f<:a(3i+2j+f<>+ﬁ<3i—2j+f<)+’y<i—f<> = { 2a-28=0
a+f—v=-12

3El resultado del triple producto mixto es un pseudoescalar. Eso también lo veremos mds adelante en la seccion 1.4.4.

10



[1]:

[2]:

[2]:

[3]:

[4] :

[4]:

[5]:

[5]:

[6]:

[6]:

[7]:
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y finalmente, al resolver el sistema anterior, f =a x b =—a—b + 10c.

Practicando con SymPy

Antes de comenzar con esta serie de cuadernos Python (notebooks) es necesario revisar el apéndice 6
donde se dan detalles de la libreria SymPy y se ensefia la sintaxis bdsica necesaria para usar el programa.
Como mencionamos en el apéndice 6 primero que todo debemos incorporar, de la enorme cantidad
de librerias que existen para Python, la libreria SymPy. Esto se hace escribiendo lo siguiente:
import sympy

from sympy import *

Recurriremos a una de las facilidades de estructura de datos que nos ofrece el sistema para agrupar
objetos matemadticos: las listas.

Las listas son un arreglo de cantidades numeradas que se escriben entre corchetes 'y los objetos
deben separarse con comas.

El siguiente ejemplo es una lista
[sin(pi/3),cos(pi/3),tan(pi/3)]

[sqrt(3)/2, 1/2, sqrt(3)]

Podemos asignar la lista a una variable
L = [sin(pi/3),cos(pi/3),tan(pi/3)]

Para luego aplicar la funcidn evalf() a cada elemento de la lista

[expr.evalf() for expr in L]

[0.866025403784439, 0.500000000000000, 1.73205080756888]

El primer elemento de la lista L es:

L[0]

V3
2

De manera que se puede hacer operaciones con los elementos de las listas
(LLoJ+L[1])/L[2]

V3 (3+)
3

Cuando necesitemos generar una lista por medio de alguna regla especifica o férmula podemos
hacer lo siguiente
# Definir la variable y el rango
t = symbols('t',real=True)
ini =1
fin = 6

11



[8]:

[8]:

[9]:

[9]:

[10]:

[10]:

[11]:

[11]:

[12]:

[12]:

[13]:

[13]:
[14]:

[14]:
[15]:

[15]:
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# Crear la lista de expresiones con una comprension de lista
lista = [exp(t*x) for x in range(ini, fin + 1)]

print(lista) # Imprimir la lista de ezpresiones

[exp(t), exp(2*%t), exp(3*t), exp(4xt), exp(5*t), exp(6%t)]

Es posible aplicar una funcién a cada elemento de la lista, en este caso a cada elemento le aplicaremos

la funcién In(z)
lista2=[(log(expr)) for expr in lista]
lista2

[t, 2%t, 3*%t, 4*t, 5%t, 6%t]

Si lo que se quiere es sumar los elementos:

suma = sum(lista2)

suma

21t
Con las listas se pueden definir vectores, ya que los vectores se pueden ver como los elementos de
una matriz fila o columna.
A = Matrix([[1, 2, 3]]1) # un vector fila 1z3

A

[123]
B = Matrix ([[4] ,[5] , [6]]) # un vector columna 3zl
B

4

5

6

B.T # vector traspuesta de B

4 5 ¢

A[0] # Primera componente del wvector 4 (indice 0)

1

A.norm() # norma del wvector 4

V14

Ahat = A/A.norm() # wector unitario asociada a 4
Ahat



[16]:

[16]:

[17]:

[18]:

[18]:

[19]:

[19]:
[20]:

[20]:

[21]:

[21]:

[22]:

[22]:

[23]:

[23]:
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Ahat .norm()

1

Definamos los siguientes vectores

a=2i+4j+6k, b=5i+7j+9% y c=1i+3j

a = Matrix([2,4,6])
b = Matrix([5,7,9])
c = Matrix([1,3,0])

3*a+2*b-6%*c

10
8
36

Recordemos que el primer elemento sera la primera componente del vector

El producto escalar:
a-b = ayby + ayby + azb, = |af|||bllcos(p) € R

a.dot (b)

92
b.dot(a)

92

El dngulo entre los vectores

[
@ = arccos

[alll[b]]
acos(a.dot(b)/(a.norm()*b.norm())) .round(3) # En radianes

0.158

El producto vectorial de dos vectores en 3 dimensiones es:
axb=ayb, —a.by, a;b; —azb., azb, — ayb,

a.cross(b)

—6
12
—6
a.cross(b) == b.cross(a)
False
El producto triple:

c-(axb)
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[24]: (a.cross(b)) .dot(c)

[24]: 30
Algunas operaciones con vectores genéricos:

[(25]: «,P,al,a2,a3,bl,b2,b3,c1,c2,c3 = symbols('a P al a2 a3 bl b2 b3 cl c2 c3 ')

[26]: a= Matrix([[al,a2,a3]])
b= Matrix([[b1l,b2,b3]1])
c= Matrix([[c1,c2,c3]1])
0= Matrix([[0,0,011)

[27]: a

[27]: [al as CL31|

[28]: a+b

[28]: [al +b1 as+by as+ bz

[29]: (atb)+c

[29]: ai+bi+c az+br+cy az+bs+cs
[30]: | a+0

[30]: -al as ag}

[31]: a-a

[31] : _000]

[32]: ox(a+b)

[32]: a(a;r +b1) a(az+b2) aflas+ bg)]

[33]: (a+P)*a

[33]: [al (a+B) ax(a+p) az(a+ B)}
[34]: | (a.cross(b)) .dot(c)

[34]: Cl (a2b3 — agbg) + co (—albg + a3b1) + c3 (a1b2 - agbl)

1.1.6 Ejercicios

I. Dado el trigngulo cuyos vértices son los puntos: (2, 3), (6,9), (8, 1), encuentre:
(a). el baricentro, es decir, el punto donde se interceptan las medianas del tridngulo,

(b). el circuncentro, es decir, el punto donde se interceptan las mediatrices del tridngulo.
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2.

6.

Utilice métodos vectoriales para demostrar que las lineas que unen los puntos medios de las aristas
opuestas (bimedianas) de un tetraedro O A BC' se interceptan en un punto comun, y que este punto
divide cada una de las bimedianas en dos partes iguales.

. Los vértices de un tridngulo ABC tienen como vectores posicion a, b y c, respectivamente y

relativos a un origen comin O. Demuestre que el vector posicion g del centroide GG del tridngulo

viene dado por:

1
gzg(a—i-b—i-c).

Un paralelogramo tiene un dngulo agudo de 7/3 radianes entre sus lados de longitud a =1y
b = 2. Si consideramos estos lados como vectores a y b encuentre:

(a). Los vectores:a+bya—Db,

(b). Los vectores: 2a + 3by 5a — 7b.

. Con la definicién de posicion de centro de masa del Ejemplo 1.2, encuentre el centro de masas

para los siguientes sistemas:
(a). Masas iguales a: 1,2, 3,4 en los vértices de un cuadrado de lados a = 2,
(b). Masas iguales a: 1,2, 3,4 en los vértices inferiores de'un cubo cuyos lados son de longitud
a = 2 y masas iguales a: 5, 6, 7, 8 en la vértices superiores.

(Los siguientes vectores son linealmente independientes?

a=(0,2,—-1), b=(0,1/2,-1/2), ¢= (0,~2/3,—1/3).

. Las componentes de un vector y la regla para sumar vectores se combinan para introducir la forma

mas simple de representar un vector como una combinacién lineal de los vectores mds elementales
que podemos tener. Estos vectores forman lo que conocemos la base canénica: {1, J, k}, vectores
de longitud unitaria que apuntan en la direccién positiva de los ejes z, y y z.

Compruebe, entonces, si los siguientes vectores forman una base:
(a). wi=2i+j—3k, wo=i—4k, ws=4i+3j—k.

b). wi=1—3j+2k, wo=21—4j—k, w3=3i+2j—k.

. Un paralelogramo tiene un dngulo agudo de 7/4 radianes entre sus lados de longitud a = 1y

b = 2. Si consideramos que esos lados son vectores, encuentre:
(a). El area del paralelogramo.
(b). La proyeccién de cada lado sobre la direccién del otro.

. Considere un triangulo cuyos lados estan conformados por los vectores a, by ¢ = a + b. Con el

producto vectorial entre ellos demuestre la ley del seno:
a b c

sena senf3 senvy

donde «, 3,y son los dngulos opuestos a los lados a, b y ¢, respectivamente.

. Demuestre que el volumen de un tetraedro formado a partir de tres vectores a, b y ¢ que coinciden

en un mismo origen, puede representarse de la manera siguiente:

1
V:6|a-(b><c)|.

1.2 Vectores en componentes

Esto

La formulacién de las leyes fisicas debe hacerse en término de cantidades vectoriales (tensoriales).
independiza su expresién de un sistema particular de coordenadas pero, llegado el momento de

15
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(x1, 29, 3)"

II - _______________________ E

x

¥

Figura 1.4: El el cuadrante I ilustramos una bases vectoriales oblicua. En el II mostramos una base
ortogonal, en este caso cartesiana. Las bases orientadas del tipo levogiro y del tipo dextrégiro las
presentamos en el cuadrante III y, finalmente ilustramos los cosenos directores en el I'V.

calcular, es mucho mas conveniente referirlas a un sistema de coordenadas adaptado a la geometria
del problema. En ese caso, la ecuacion vectorial se convertird en tantas ecuaciones como componentes
(referidas al sistema de coordenadas utilizado) tengan los vectores en ese sistema de coordenadas.

Ya hemos expresado los vectores en término de sus componentes. Lo hicimos en casi todos los
ejemplos y ejercicios de la seccién anterior donde usamos el sistema de coordenadas cartesianas {1, J, R}
que nos ensefiaron en el colegio. En esta seccién haremos construcciones mas generales en término de

otras bases no necesariamente ortonormales.

1.2.1 Bases y componentes

Tal y como mencionamos anteriormente, tres vectores no coplanares cualesquiera son linealmente
independientes y constituyen una base para el espacio tridimensional. Denominaremos a estos vectores
base como {w; },y por ser linealmente independientes podremos expresar cualquier vector a como una
combinacién lineal tinica, tal y como lo mostramos en el cuadrante I de la figura 1.4.

Con los vectores base {w1, wa, W3} podemos construir un sistema (oblicuo en general) de coorde-
nadas al colocarlos con un mismo origen, esto es:

a= alwl + (12W2 + CL3W3 ,

donde las cantidades {a', a®

, a3} son nimeros que representan las componentes del vector a a lo largo
de cada uno de los vectores base {w1, wa, w3 }. Nétese que por costumbre (serd evidente mas adelante,
en la seccion 3.1.1) etiquetamos estos nimeros con superindices y la letra que identifica al vector.

Mas atin, cada punto P del espacio viene definido por un radio vector r (P) = O? que une el origen

de coordenadas con el punto Py se le asocian tres nimeros {z!, 22

.}, que son las proyecciones a lo
largo de cada uno de los ejes coordenados {Oml, 022, 03:3}. Los nimeros {xl, z2, 333} se denominan
las componentes de r (P) en el sistema de referencia {w1, wo, w3 }.

Existe una familia de sistemas de coordenadas en la cual sus vectores base son ortogonales (0 mejor

16



Vectores en componentes

ortonormales). Es decir los vectores base {ej, 3, e3} son perpendiculares entre si. Tal y como mostrare-
mos mas adelante en la seccién 2.3.5, siempre se puede construir un sistema ortogonal {e1, e2, €3} u orto-
normal {€1, &2, €3} a partir de una base genérica de vectores linealmente independientes {w1, wa, w3 }.
Cuando el sistema es ortogonal sus componentes se denominardn rectangulares. Dependiendo del signo
del triple producto mixto, el sistema de coordenadas serd dextrégiro ((e; x eg) - €3 > 0) o levégiro
((e1 x e2) - e3 < 0), tal y como se muestra en el cuadrante III de la figura 1.4.

Es costumbre# utilizar la convencién dextrégira donde el producto: (e; x e3) - e3 > 0, y en ese
caso utilizamos el bien conocido conjunto de vectores unitarios {i,j, R} con los que ya hemos estado
familiarizados:

a= azi—i—ayj—&—azﬁ y r(P)=ai+yj+ k.
También es costumbre representar este sistema de coordenadas cartesiano ortonormal como:
i=i, j=bbyk=is,
para recordar que estamos en un sistema de coordenadas cartesianas y utilizaremos los superindices
1, 2, 3 para indicar las componentes del vector.
a=a'l +a¥ia+d’is y r (P) = o'y + 22y + 235 .
Utilizaremos los superindices para etiquetar componentes de vectores y subindices para distinguir vecto-

res base. Luego estas etiquetas se complicardn, pero por ahora nos conformaremos con esta convencion.

Obviamente el médulo del vector se podra expresar con la utilizacién del teorema de Pitagoras:
lal = V(a')2 + (a2)2 + ()2 5y [r(P)[=/(a!)? + (22)? + (4%)2,

y la multiplicacién por un nimero real o # 0 sera:

aa = a (a'iy + a®ly + a’i3) = (aa') 1+ (aa?) b+ (aa®) 13 = |ea) = |a| v/(al)? + (a2)2 + (a3)2.

Igualmente para un vector unitario:

R a a'ly + a%is + a®is

lal = /(@) + (a?)? + (a¥)2

con lo cual todo vector:

a = Jal . = /()7 + (@ + (@ .

Ejemplo 1.8 Consideremos los vectores:
wi=i=(1,0,0), wo=i+j=(1,1,0) , ws=i+j+k=(1,1,1).
(Son linealmente independientes?
Tenemos entonces que:
a(1,0,0) + £(1,1,0) + ~(1,1,1) = (0,0,0) .
Al escribir el sistema de ecuaciones resulta:
a+B+v=0,+v=0,y=0, = a=0, =0, =0,

los vectores son linealmente independientes y por lo tanto constituyen una base para los vectores

tridimensionales. Notemos ademds que esta base: {w1, w2, wo}, es una base que no es ortogonal.

4Quizd por las arraigadas relaciones de dominacién de los derechos sobre los izquierdos, o quizd tal vez por conservar la
definicién de volumen como positivo.

17



Vectores en componentes

1.2.2 Cosenos directores

Como se puede apreciar en el cuadrante IV de la figura 1.4, podemos construir tres tridngulos
rectdngulos con el radio vector a (P) como hipotenusa de cada uno de ellos. Los dngulos que forma el
radio vector a (P) con cada uno de los ejes coordenados {x, y, z} son {61, 62, 03}, respectivamente, con
lo cual:

ay = |alcosty, a,=lajcosfy y a,=|a|cosbt3 = cos? 0; + cos® 0y + cos® s =1, (1.1)

pero ademas:

i, = ol = cos 011+ cosfy j+ cosfs k.
a

1.2.3 Una division fallida

Uno esperaria que para cada una de las definiciones de productos vectoriales, existiera el vector
cociente, es decir, que pudiéramos “despejar” uno de los vectores multiplicados en términos del otro.
La situacion es que esta operacion no estd definida univocamente y lo podemos intuir a partir de una de
la definicién del producto escalar. Supongamos que tenemos que: ¢ = a - b, con lo cual, si pudiéramos

“despejar”, digamos, b = (/a ;Tendriamos entonces definido b de una manera univoca? La respuesta

¢

esNO,yaque ( = a- <
a

(=a-b.

+ d>, donde a L d, por lo cual existen infinitos b = 3 -+ d que cumplen
a

1.2.4 Algebra vectorial en componentes

Es posible reescribir toda el dlgebra vectorial que hemos visto mediante operaciones referidas a
sistemas de coordenadas, como mostraremos a continuacion. Por simplicidad, anclaremos nuestro sistema
de coordenadas a una base ortonormal: {€;, &2, €3}.

Para los vectores a = a'é; +a%€s + a®és'y b = b'é; + b’>é, + b3é3, la suma serd representada
por:
a+b = (a'é; +a®&; + a’es) +(b'er + b%&y + b%e3) = (a' +b') &1+ (a® +b?) &+ (a® + %) &3,
y obviamente, la resta:

a—b = (a1é1 + a2é2 + a3é3) — (blél + b2é2 + b3é3) = (al — bl) e+ (a2 — b2) €9+ (a3 — 1)3) és3,
con lo cual la distancia entre dos puntos Py M serd:

d(P,M) = |(r (P) = a) — (r (M) =b)| = \/(ﬂv1 )’ + (22 -y + (@ - yP)?.

1.2.5 Dependencia e independencia lineal

Ahora es facil estudiar la dependencia o independencia lineal en coordenadas. Otra vez, tres vectores:
a = a'é; + a’éy + aés,b = blé + b2éy + bPés yc = clée; + c2éy + 3és, serdn linealmente
independientes si se cumple que:

aa+fBb+yc=0 = a=p=v=0.

Por inspecciéon podemos ver que la base candnica: &1 = 1 = (1,0,0), & = j = (0,1,0),
&3 = k = (0,0,1) conforman un conjunto de vectores linealmente independientes y por lo tan-

to constituyen una base.
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En general tendremos que:
0=« (a1é1 + a2é2 + a3é3) +p (blé1 + b2é2 + b3é3) +y (Clél + 62é2 + C3é3) ,
aal + Bbt +ycl =0,
0 = (aa' + Bb" +~c') &1 + (aa® + Bb* +~c?) & + (aa® + Bb® +7c) &3 = ¢ aa® + B> + 72 =0,
aa® + B + 4¢3 =0.
Esto no es otra cosa que un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas: {«, 3, v}. La solucién que

estamos buscando oo = 8 = v = 0 se cumplira si:

at bt
a2 ¥ 2 |=d (b203 — b362) + a? (b301 — blcg) + a3 (blc2 — 6201) #0.
a® v o3

1.2.6 Productos de vectores en componentes

Exploremos mds sobre el dlgebra vectorial y los productos de vectores cuando los tenemos anclados

a algun sistema de coordenadas.

1.2.6.1 Producto escalar

Todo lo expresado en la seccion 1.1.4.1 lo representaremos ahora en término de una base ortonormal:
{&1, &5, é3}. Dados los vectores a = a'é; + a?éy +a®é3 y b = bléy + b%es + b3és, el producto escalar
entre ellos es:

a-b = (a'é; +a’ey + a’e3) - (b'é +b%ey + be3) = a'b! + a?b* + a®b®,

por ser ortonormales se tiene que:
el‘éQZég-élzo,
€ -6 =€ €& =¢€-€=1, y e -eé3=¢e3-€ =0,
62'é3:é3'é2:0.
Las propiedades del producto escalar en coordenadas cartesianas se comprueban facilmente.

o El producto escalar de un vector consigo mismo, siempre es no negativo

¢=a-a=a’=(a")?+(a®)® + (a*)® > 0,

(a1)2+(a2)2+(a3)2:() s ad=d*=a>=0 & a=0.

Adicionalmente: |a| = /C = va-a = /(al)? + (a?)? + (a3)2.
o El producto escalar es conmutativo

(=a-b=b-a=a'b! +a?? +a> =bla' +b%a® + b3a®.

o El producto escalar es distributivo
a-(b+c)=[a'e; +a%e +a’es] - [(0" +c') e+ (b* + %) &+ (VP + %) &y ,
por lo tanto:
at (' +c)+at (P +) +ad (0P +P) = (a'b +a'c) + (a0 + a*P) + (0’6 + a’c?)
(alb1 +ab? + a3b3) + (alc1 +a?® + a303) ,
= a-b+a-c.
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o La multiplicacion por un escalar

a(a-b) = (aa) -b=a-(ab) = a(a'd’ + a®b* + a’b®) = a' (ab') + a*(ab?) + a*(ab?).
o Desigualdad de Cauchy-Schwarz

a-b=a'b! +a?? + a®® < /(a))? + (a2)2 + (a3)2y/(b1)2 + (b2)2 + (b3)2 = |a| |b] .

o Dos vectores no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo. Esta

afirmacién es inmediata:
alb = 0Oun = g = a-b=lal[b|cos (§ar)) =0,
por lo cual:
a'd' + a®b® + oV’ = |a| [b| cos (0(a 1))
despejando:
a'b! 4 a?b? + a3b?
(@l + (@) + @2/ + () (@)
de donde se deduce que para dos vectores perpendiculares:

cos(9)<a’b> = \/

alb = 0=a'd" + a’b* 4 a’v*.
o Del producto escalar surge el teorema del coseno

Es inmediato generalizar el producto escalar de un vector consigo mismo, para ello suponemos

que c = a + b, con lo cual:
c=a+b = c-c=(a+b)-(a+b) = |[c[>=]|al® +|b|* + 2|a| |b]| cos (Oamy)
que no es otra cosa que el teorema del coseno y estd ilustrado en el cuadrante III de la figura 1.3.

Ejemplo 1.9 Si tenemos los vectores a =1+ 3j + 5k yb=21+4)+ 6k, encontremos el dngulo que

forman entre ellos.

a-b [i+3j+512]-[2i+4j+612} 9 1+ 124 30 m 99

alb] V2434 52V2142+6°  V35/66 V3566 V14v35
c0— 22 4,

Por lo tanto: 8 = arc cos <m> ~ 0.11088.

cosf =

Notemos que de la ecuacion (1.1) para los vectores a y b y su componentes resulta que:

(30804&:%:L cosﬂazﬁzi cosva:%: > :>[ ! ]Q—i-{ i r—i-[ > ]2:1
la| /35’ la| /35’ la| /35 V35 V35 V35 ’
by 2 b, 4 b, 6 212 7 47% T 6 1°

o= = Vo = = 7 =~ 7~ L) vl w0

Y ademads podemos ver claramente que el dngulo entre los vectores y los cosenos directores esta

relacionado, como se muestra a continuacion:
2 3 4 5 6 22
+ g

1
V3556 V35756 | V56 Vil

cosf =
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1.2.6.2 Producto vectorial

De igual manera, lo que aprendimos en la seccién 1.1.4.2 ahora lo expresamos en términos de las
componentes de los vectores en una base ortonormal, {€;, &3, €3}, de la forma:

1 . R R
c=axb= thth [(aQb3 — a3b2) hi e + (a3b1 — ale) ho €9 + (alb2 — ale) h3 83] . (1.2)

Donde los factores de escala: h1, ho y h3, sonuna consecuencia de haber considerado una base ortonormal
genérica {€1, &2, €3}.
Lo anterior se puede organizar como el determinante de la matriz:

hier hoeés hgeés

1
c=axb= 1 a? ad ,
hihohs 2 3
con lo cual:
| = hhh VA2 (a26% — a382)? + 13 (a%b! — alB9)? + h3 (aMb? — a2B1)?
170213

= V()2 + (a2)? + (a®)2 V(01)2 + (67)% + (b%)2sen (G py) -
Como veremos en la seccién 3.2.7, los factores de escala garantizan que el vector desplazamiento

infinitesimal sea el mismo en cualquier base ortogonal. Esto es
3
|dr[? = (ds)? = (b1 d2")° + (he d7?)° + (hsdi®)” = Z hi d)?
=1

donde las 7%, i = 1, 2, 3, son las componentes del vector posicién expresado en esa base ortonormal, i.e.

r = zle; + i%ey + 73es.

1.2.6.3 Triple producto mixto

Finalmente, analicemos el pseudoescalar que proviene de la multiplicacién:

hl C1 h2 02 hg 03
al a2 CL3

b? b

Obviamente, el valor-absoluto de este nimero, V' = |c - (a x b)|, representa el volumen del paralele-

1
hihahs

c-(axb)=|c|laxb] cos(9)<c axb) =

pipedo cuyos lados quedan definidos por los vectores: a, b y c.

Ejemplo 1.10 Dados los vectores:
a=i+2j+3k,b=4i+5j, c=3i+2j+k.
Revisemos si forman una base.
Podemos ver que ca + Sb + yc = 0 implica que:
a+48+3y=0,
o [i+2j+3f<] + B 4i+ 53] + v [3i+2j+f<} =0 = { 20+53+2y=0,
Ja+v=0.
Cuya solucién es: « = S = v = 0. Por lo tanto, el conjunto de vectores: a, b, c es linealmente

independiente y forman una base no ortogonal.
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[1]:

[2]:

[3]:

[3]:

Vectores en componentes 22

Por otro lado, si lo que queremos es calcular el volumen recurrimos al triple producto mixto:
V = |a-[bxc|= Hi+23+3f<} 4+ 5] % [3i+zj+f<”
- Hi+2j+3l}} : [5i—4j—7f<” = |-24] = 24.

Analicemos el siguiente calculo adicional: consideremos que tenemos un vector arbitrario, digamos,

d = d'i + d%j + d3k, podemos construir las siguientes cantidades:
1 a- d 2 b N d 3 C- d
= = ==
a-(bxc)’ a-(bxc)’ a-(bxc)
Resultando:
L dM+2d% + 343 5 4d' +5d? 5 3d'42d*+ d&
cC = cC = —— cC = —————
24 ' 24 ’ 24 ’
podemos ver que si calculamos la siguiente expresion: ¢! (b x ¢) + c¢?(c x a) + c3(a x b) + d, resulta
que es igual a:
d' +2d? + 3d®
24

e o 4dt +5d*, . .~ 3d'+2d®+d?
(5i —4j — k) + %(41—8.]+4k)++—24+—

(—151 412j — 3Kk)
+ dYi+d?%+d*k = (0,0,0).
Es decir,
c(bxc)+cf(cxa)+c(axb)+d=0,

siempre y cuando el conjunto: a, b, ¢ sea linealmente independiente y d un vector arbitrario.

Practicando con SymPy

Con el programa de manipulacién simbdlica SymPy haremos algunos célculos sencillos con vecto-
res. Nuevamente recomendamos ver el apéndice 6 como introduccién al programa.
Mostraremos ahora que existe otra opcion para el cdlculo vectorial utilizando una libreria llamada
sympy.vector, como se muestra a continuacion
import sympy

from sympy import *

from sympy.vector import *
R = CoordSys3D('R'")

La biblioteca “sympy.vectores” es capaz de trabajar con sistemas de coordenadas cartesianos (tam-
bién llamados rectangulares), esféricos y otros curvilineos. El pardmetro “R” indica el nombre asignado
al sistema y se utiliza para fines de impresion en el cuaderno.

Unavez definido un sistema de coordenadas (CoordSys3D), se puede acceder a los vectores unitarios
ortonormales y a las coordenadas x, y, z correspondientes.

Veamos el caso del vector unitario 1

R.1i
type(R.1)

sympy .vector.vector.BaseVector



[4] :

[4] :

[5]:

[6]:

[6]:

[7]:

[7]:

[8]:

[8]:

[9]:

[9]:
[10]:

[10]:

[11]:

[11]«

[12]:

[12]:
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Cuando un “BaseVector” se multiplica por un escalar, resulta un VectorMul: el producto de un

vector base y un escalar.
2%R.1
type(2%R.1)

sympy .vector.vector.VectorMul

Consideremos los vectores
2¥R.1 + 4*¥R.j - 6*%R.k
R.i + 3xR.j + 6xR.k
C= R.i+ 2%R.j + 3*R.k

=
+

2xB - C/2

(;) ig + (9)Jr + <;> kr

El vector cero es
D= Vector.zero
D

(e}

Los principales cdlculos que se pueden hacer con estos vectores son:

#4 La magnitud de A
sqrt (A.dot (A))

2v14

Otras variantes

A magnitude()

2v14

# El vector unitario asociado a 4

A .normalize()

(e (e ()

# Cuya magnitud es la unidad

() .magnitude ()

1
El producto escalar a.b
A . dot(B)

—16

El producto vectorial a X b
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[13]:

[13]:

[14]:

[14]:

[15]:

[15]:

[16]:

[17]:

[18]:

[18]:

[19]:

[20]:

[21]:

[21]:

[22]:
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A.cross(B)

(38)ir + (—16)jr + (2) kr
El producto triple (a x b) - ¢
A.cross(B) .dot(C)

12

El 4ngulo entre los vectores
a-b ]
lalllIbll

@ = arc cos |:

acos(A.dot(B)/(A.magnitude()*B.magnitude())) .round(3) # En radianes

1.941
Para finalizar, podemos considerar el problema de la independencia lineal de vectores. Tomemos
el conjunto de vectores del ejemplo 1.10, es decir, los vectores: a'= 1+ 2j + 3k, b = 4i + 5Jy
c=3+2]+ k. El sistema de ecuaciones a resolver era:
a+48+3y=0
204+ 58 +2y=0
3a+v=0
Ahora debemos aprender a escribir ecuaciones en SymPy con la funcién “linsolve”

o,B,y = symbols('a B y')

ecl= Eq(at+4*p+3*y,0)
ec2= Eq(2xa+5*p+2xy,0)
ec3= Eq(3*oa+y,0)

linsolve([ecl, ec2, ec3 ], (a, B, Y))

{(0, 0, 0)}

Repasemos el ejemplo 1.10. Primero escribamos los vectores
a = R.i + 2xR.j + 3*xR.k
b= 4xR.i + 5%xR.j + O*R.k
3*%R.i + 2%R.j + 1xR.k

ecl= Eq(a + 4%p + 3xy,0)
ec2= Eq(2*xa +5xp + 2%y,0)
ec3= Eq(3*a + y,0)

linsolve([ecl, ec2, ec3 ], (a, B, Y))

{(0, 0, 0)}

El volumen es el valor absoluto del triple producto
V= abs(a.cross(b) .dot(c))
')



[22]:

[23]:

[24] :

[25]:

[26]:

[26]:

[27]:

[27] :

[28]:

[28]:

[29]:

[29]:
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Ahora vamos a introducir un vector arbitrario
d1,d2,d3 = symbols('dl d2 d43'")

d= di*R.i + d2*R.j + d3*R.k

y calculamos las cantidades c!, ¢, y ¢3 del ejemplo
cl= -(a.dot(d))/(a.cross(b).dot(c))
c2= -(b.dot(d))/(a.cross(b) .dot(c))
c3= -(c.dot(d))/(a.cross(b).dot(c))

cl
dq do ds
U1y
c2
dq 5dy
Ty
c3
dq dsy ds
STy

y ahora la expresion:
cl(bxc)+P(cxa)+cPlaxb)+d

clx(b.cross(c)) + c2*(c.cross(a)) + c3*(a.cross(b)) + d

~

0

1.2.7 Ejercicios

1. Con la definicién del producto escalar entre vectores, demuestre que si 8 es el dngulo entre los

vectores a y b, entonces:

p alb! n ab? N a’b’
cosf = .
ab ab ab

Donde las cantidades a’/a y b /b son los cosenos directores de a y b respectivamente y a = |a| y
b= |b|.

2. Encuentre la distancia del punto P al origen, si P viene dado por el vector posicion: r = 21+4j— 3k.

Y si para un punto arbitrario el vector posicién es: r = 21+ yj + 2k (qué superficie describe este
vector cuando |r| = 3?
3. Encuentre los cosenos directores y los correspondientes dngulos para los siguientes vectores:
(a). a=1+j+k.
(b). b=1-2j+2k.
(¢). ¢ = 4i— 2j + 3k.
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4. Verifique que los vectoresa =i+ 2j+ 3k, b=1+5j, c=3i+ 2j+ k. forman una base
(Esta base serd del tipo dextrégiro o levogiro?
5. ¢(Son los siguientes conjuntos de vectores una base?
(a). ay =2i+j—3k, ay=i—4k, a3=4i+3j—k

(b). by=1—3j+2k, by=21—-4j—k, by=31+2j—k
6. Dados los vectores:
a=¢) +26+363, b=4eé+5béy+6e3, c=236 +2e+¢é3, d==066e +5é+ 4é;3.
(a). Encuentre:a+b+c+d, a+b—-c—d, a—b+c—d, —-a+b-c+d.
(b). El angulo entre los vectores a, b, ¢, d y los vectores base €1, €2, €3.
(c). La magnitud de los vectores a, b, c, d.
(d). El danguloentreay b yentre cy d.
(e). La proyeccion de a sobre b.
(f). ¢Son los vectores a, b, c, d coplanares?
(2). Encuentre (a+b) - (c+d).
(h). Los productos a X b, b x ¢, ¢ x d y los dngulos que estos forman con d.
(i). c-(axb).
7. Verifique la desigualdad triangular: |a + b| < |a| + |b
(a). a=1+2j+3kyb=2i+j+7k.
(b). a=2i—j—2kyb=3i+2j+ 3k
8. Siay b son vectores arbitrarios y « y # nimeros, demuestre que:

laa + Bb|* < o®|a]?*4- 2a6(a - b) + B%b]2.

, para los siguientes vectores:

9. Sia, b, cyd son vectores arbitrarios y «, 3, v escalares que satisfacen:
a(bxc)+ f(cxa)+vy(axb)+d=0,
demuestre que si a, b y ¢ sonlinealmente independientes, entonces:
a-d 5= b-d B c-d
a-(bxc)’ " a(bxc) T a (bxc)
10. Si a, b, cy d son vectores arbitrarios y «, 3,y escalares que satisfacen:

o = —

ca+pBb+yc+d=0,

demuestre que si a, b y ¢ son linealmente independientes, entonces:
~ d-(bxc) _ d-(cxa) ~ d-(axb)
~ a-(bxc)’ B__a-(bxc)’ 7__a-(b><c)'
Ayuda: tome el producto escalar de la ecuacién conb x c,a X cya x b.
11. Demuestre que los vectores a =1+ 2j + kb=2—-j—k yc=41+4 3]+ k son linealmente

independientes. Escoja un vector d y verifique los resultados de los dos dltimos ejercicios.

1.3 Aplicaciones del algebra vectorial

Uno de los terrenos més exitosos de las aplicaciones del dlgebra vectorial es la geometria analitica.

Esto se realiza en base a la definicién que hiciéramos del radio vector: a cada punto P del espacio le
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Figura 1.5: Tres ilustraciones de aplicacién del dlgebra de vectores a la geometria analitica: cémo
expresar rectas y planos con vectores cartesianos. En el cuadrante I ilustramos la ecuacién de una recta.
En la imagen II mostramos la relacién entre los vectores que estdn en el plano y el vector perpendicular a
éste. Finalmente en III se especifican varios puntos del plano caracterizdndolos con sus correspondiente
radiovectores.

asociamos un radio vector posicion, tal y como lo mostramos en el cuadrante I de la figura 1.4.

3
P+— (z,y,2) = (ml,wQ,x?’) = r(P)=axi+yj+ 2k =2ty + 2%, + 2%15 = leil
i=1
A partir de esta definicién todas las propiedades geométricas del espacio las podemos construir con

vectores.

1.3.1 Rectasy vectores

La ecuacidn de la recta en término de vectores la definiremos fijando uno de sus puntos, digamos:
r(P) =x(P) =x; =21+ yj+ 2k = ajyiy + 2fyis + af)is,
y un vector que indique su direccién, por ejemplo, a = a1+ a?j + a3k (ver cuadrante I de la figura 1.5).
Con esto, la ecuacion de una recta en lenguaje vectorial sera:
T =z + \a',
x=x|+Aa = zi+yj+zk=ai+yj+ak+ A (ali—i—an—FagR) = y =y + \a?,
2=z + \a®.
Conx=uz1+yj+ 2k, el conjunto de puntos genéricos que cumplen con la ecuacién de la recta en R3.

Existe una manera més elegante, como veremos en la seccidn siguiente, de reescribir las ecuaciones

anteriores utilizando la notacion de indices>. Las ecuaciones ahora son mas evidentes:
X=X+ Xa = 24 = x%l)ii + a1, = ot = :J:Z(l) + Aa*, para i =1,2,3.
) — (.1 2 .3 Sa ) — (552
donde: (z,y,2) = (2!, 22,2%) y (1,J,k> = (11,12,13).
Notese que efectivamente se cumplen tres ecuaciones escalares y cada una de éstas tiene la forma

de una recta. Ademads, tal y como se muestra la figura 1.5, el punto genérico (x, y, z) lo describe (sobre la

recta) la variacion del médulo de a mediante la constante de proporcionalidad \. Si se requiere describir

5Suprimimos aqui el stmbolo de sumatoria, esta convencién quedard clara en la siguiente seccién, pero mantengamos en mente
que tenemos una suma sobre el indice 4.
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una recta que pase por dos puntos: (z1,y1,21) Y (22, Y2, 22) entonces una vez seleccionado uno de los
puntos (digamos (1, y1, 21)) seleccionamos el vector a = r (P,) — r (P;) como la resta de los dos radio
vectores a los puntos P, y P;. Esto es:
X =X + A(x2 — X1) .
Al despejar A de la ecuaciones de las rectas resulta:
i i
Ty r—m Y-y 22—z

x —l‘(n‘i‘)\@ = A= ai = al = a2 = a3 s

y de manera equivalente:

) . . ) b — _ _ _
' = xl(l) +A <xl(2) —3721)) = A= i (1) = 1 = . = - :
x(2) — 5‘7(1) To — I Y2 — Y1 22 — Z1

1.3.2 Planos y vectores

Ocurre exactamente lo mismo cuando construimos la ecuacion vectorial para un plano. En general,
una superficie estd definida por su vector normal (perpendicular). En el caso de una superficie plana
(un plano), tendrd una tnica normal que lo define. Por lo tanto, un plano estara definido por su vector
perpendicular en un punto, digamos Q = P; : (x1,y1, 21). La ecuacién vectorial del plano vendrd dada
por todos los vectores ]@ tales que sean perpendiculares a un determinado vector a (ver cuadrante II de
la figura 1.5). El punto P es un punto genérico (, y, z) que define un radio vector. La ecuacion vectorial

del plano sera:

a-P‘é:a- r(P)—r(P)| =0 & a-(r—r;)=0 & a-r=a-r.
——
b b
Esto es, se tiene que cumplir la condicién:
(a1i+a2j+a3f<) . [(wi#—yj—i—zf{) — <x1i+y1j+z1f<)} =0,
<a1i+a2j+a3f<) : [(m—xl)i—i—(y—m)j—k(z—zl)f{
= a'(@-—z)+d(y—m)+a’(z—2)=0,

con lo cual, la ecuacién del plano queda como siempre la hemos conocido:

Tep = a2y1 —a®z1 =0 = d'z+ a2y +adz=b=a'z; + a2y1 +a32.

atz + a2y +az2=a
Es claro que a - r1 = b es la proyeccién del radio vector r (P;) sobre la perpendicular que define al
plano. Porlo tanto, serd la distancia entre el plano y el origen de coordenadas. Si b = 0 el plano pasa por
el origen de coordenadas.
Consideremos ahora el cuadrante III de la figura 1.5. Alli estdn especificados tres puntos en el
espacio caracterizados por sus correspondientes radio vectores posicion: r (P;) = ri,r(P) = ra2 y

r (P3) = r3. Estos tres puntos serdn coplanares si:

(r1 —12) - [(r2 —r3) X (r3 —11)] = 0,
y la ecuacién vectorial del plano vendra dada por:

(r—ry)-[(ro—ry) x(r3s—r1)] =0.

Consideremos los conceptos anteriores en algunos ejemplos. En particular en la Fisica de 1a materia

condensada se aplican a la construccion de modelos de redes cristalinas. Las redes de Bravais, los
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teselados® de Escher y los embaldosados Penrose son ilustraciones perfectas para los conceptos que
acabamos de desarrollar.

Ejemplo 1.11 Un plano viene determinado por los puntos A = (1,1,1), B = (1,2,3) y C = (0,0,0).
Encuentre la ecuacién del plano
Para encontrar la ecuacién del plano podemos hacer lo siguiente: Encontremos el vector posicion

de los puntos Ay B,
rap=B—-A=(0,1,2), rqc=C—-A=(-1,—-1,-1),
un vector normal al planoes: n = ryp X rac = (1,—2,1).
Para la ecuacién del plano, podemos escoger el vector a = (1,1, 1) por lo que tenemos entonces
que:
n-r=n-a = (1,-2,1) (z,y,2) =(1,-2,1)-(1,1,1) = z—-2y+2=0.

Ejemplo 1.12 Dados los siguientes puntos en el espacio:
A=(1,0,3),B=(2,—-1,0),C =(0,-1,1),d= (—-1,0,1).
(Estos puntos serdn coplanares?

Consideremos los tres primeros puntos, que podemos considerar coplanares ya que bastan tres
puntos para definir un plano. Estos tres puntos son los vértices de un tridngulo cuya drea podemos
calcular de la siguiente manera:

Primero seleccionamos uno de los puntos como un vértice privilegiado (digamos (2, —1, 0)) respecto

al cual construiremos dos vectores que representan dos de los lados del tridngulo. Esto es:
a=(1,0,3)—(2,-1,0) < a=—-i4j+3k, b=(0,-1,1)—(2,—-1,0) & b= —2i+k,

con lo cual, el 4rea del tridngulo serd la mitad del drea del paralelogramo que tiene por lados estos dos

vectores. Es decir:

1 J k
A:%|a><b| — axb=|-1 1 3|=i-5+2%k = A:;|i—5j+2l§|:\/§70.
-2 0 1
Por otro lado, la ecuacién del plano que generan estos tres puntos se calcula con la siguiente
ecuacion:
(r—ry)-((rz —r1) x (r3 —r1)) =0,
donde:

r=xi+yj+zk, r=i+3k, ry=2-j r3=—-j+Kk,

con lo cual la ecuacién del plano queda como:
(-1 y (:-3)
1 -1 -3 =0 = —(z—1)+5y—2(2—3)=0 = z—5y+22="7.
-1 -1 -2

Podemos verificar si el cuarto punto, (—1, 0, 1), se encuentra en el plano, es decir, debemos verificar

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Tessellation
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Figura 1.6: Las 5 redes de Bravais bidimensionales fundamentales: 1 Oblicuas, 2 rectangular, 3 rectan-
gular centrada (rémbica), 4 hexagonal, y 5 cuadrada. Figura tomada de http://en.wikipedia.org/
wiki/Bravais_lattice.

que cumple la ecuacién que lo define.
r—by+22=7 = (—1)—=5(0)+2(1) #7,

por lo tanto, los cuatro puntos no son coplanares. Podemos entonces calcular la distancia del cuarto punto
al plano construyendo un vector unitario normal al plano.
axb 1 .
fp= 222 0 i—5A+2k)
P~ Jax b «/_30< J ’

con lo cual la distancia al cuarto punto sera:

Jg@(ﬁ_awn).(_giﬂﬂzﬂz\

6

6
V30| V30

d ZZ‘fip -C‘::

Ejemplo 1.13 Auguste Bravais? se dio cuenta que, replicando un arreglo geométrico muy simple, se
puede describir una estructura cristalina. Dicho de otro modo, que conociendo una celda simple, podemos
conocer la estructura cristalina. Esto es, que las posiciones de los 4tomos en una red cristalina puede ser
descrita por un vector:
R=a+b+c=n'a —|—n2a2+n3a3 :nia,;,

donde los a; son vectores no coplanares (vectores primitivos o, simplemente en nuestro lenguaje, vectores
base). Los n’ son niimeros enteros (negativos, cero o positivos), y la posicién de cada dtomo de un cristal
puede ser descrita como reescalamientos (discretos) de este vector genérico o, de manera mads precisa, la
traslacion del origen de coordenadas por un vector. Ese concepto se conoce como redes de Bravais®. En
cada red puede haber varios vectores primitivos®. Se puede definir la celda primitiva como la estructura

minima que replicada reproduce todo el cristal. Vale decir, la estructura cristalina es invariante bajo

"http://en.wikipedia.org/wiki/Auguste_Bravais
8http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice
http://www.engr.sjsu.edu/rkwok/Phys175A/Chapter’201.pdf
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4
!

NN = 1N\ | i e
Figura 1.7: A la izquierda red cristalina bidimensional. Al centro cuatro detalles geométricos:
mural egipcio, mural asirio, tejido tahiti e ilustracién en pieza de porcelana china. Tomado de:
http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group. Finalmente, a la derecha, teselados de M.C.
Escher, tomados de: http://www.wikipaintings.org/en/paintings-by-genre/tessellation?
firstArtist=m-c-escher#artist-m-c-escher.

traslaciones espaciales del tipo:
R'=R+T, con T=nmla;.

Tal y como muestra la figura 1.6 existen 5 tipos distintos de redes de Bravais bidimensionales.
Maurits Cornelis Escher® fue un fenomenal dibujante holandés, quien se interesé por las simetrias de
los grupos de imdgenes de papel tapiz. Berend, hermano de Maurits, era cristalégrafo y le mostré la
belleza de las simetrias de la naturaleza. Los teselados!! que presentamos a la derecha de la figura 1.7
constituyen también redes de Bravais bidimensionales.

Uno también se puede plantear redes aperiddicas que no presentan simetrias de traslacion pero si
de rotacién y reflexion. Estas estructuras fueron estudiadas por R. Penrose!? en los afios 70 como meras
curiosidades matematicas. Existen varias herramientas en la red que les permite construir interesantes
figuras de los embaldosados de Penrose!®. Luego, a principio de la década de los 80, se descubren
materiales cuasi-cristalinos (cuasi-cristales o cristales cuasiperiddicos) que pueden ser modelados con
este tipo de estructuras. Este tipo de materiales y los modelos que los describen motivaron un premio
Nobel #.

Enlas redes de Bravais tridimensionales se complica un poco més el escenario. Se puede demostrar
que existen 14 de estas redes, los volimenes de ocupacién atémica, para los sistemas: monoclinico,
triclinico, ortorémbico, tetragonal, romboédrico, hexagonal y ctibico, corresponden a las expresiones
que se muestran en la figura 1.8.

El sistema cubico, el mds simple, corresponde a un sistema con un dnico pardmetro de red a = |a|,
ya que a = b = c. Ademds, una posible descripcidn, para el caso mds simple,esa =1,b =j,c = k,
los tres vectores cartesianos ortogonales. Existen otros sistemas que también estdn asociados al cubico.
Estos son el sistema cubico cara centrada (fcc por sus siglas en inglés) y cuibico cuerpo centrado (bcc).
En el primero existen atomos en el centro de cada una de las caras del cubo definido por la triada,

a = b = c. En el sistema fcc se aiade un dtomo la centro del cubo simple.

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher

Uhttp://en.wikipedia.org/wiki/Tessellation

2Roger Penrose (Premio Nobel 2020), descubre que la formacion de agujeros negros es una prediccion de la Relatividad General.

Bhttps://misc.0000.0rg/penrose/

“E] Premio Nobel de Quimica 2011 fue otorgado a Dan Shechtman por el descubrimiento de los cuasi-cristales.
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Figura 1.8: Las 14 Redes de Bravais tridimensionales y las estructuras cristalinas asociadas. Tomado
de: http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice.

Practicando con SymPy

Consideremos el plano determinado por los puntos P = (1,1,1), @ = (2,4,6) y R = (2,2,2).
Para construir la ecuacién del plano primero ingresamos los vectores posicién de cada punto.
import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import *
R = CoordSys3D('R')

Dados los vectores
a= R.i+R.j+R.K
2¥R.1 + 4x¥R.j + 6%R.k
c= 2xR.1i + 2xR.j + 2xR.k

o
Il

Podemos verificar que los vectores se encuentren en el mismo plano simplemente calculando el
triple producto vectorial: a - (b x c) entre ellos. Sabemos que si es nulo es porque los vectores son

coplanares.

a.cross(b) .dot(c)

0
Necesitamos ahora calcular los vectores que van del punto P al punto @) y del punto P al punto R,

es decir, los vectores: ab=b —ayac=c—a
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ab=b-a

ac=Cc-a

Un vector normal al plano serd sencillamente el vector: n = ab x ac:

n=ab.cross(ac)

n

(—2)ir + (4)jr + (-2 kg

Podemos escoger cualquiera de los vectores originales, en este caso al vector a, para escribir la
ecuacién del plano:n-r =n - a.

Donde r es:
X,y,z = symbols('x y z')
r= x*R.i + y*R.j + z*R.k

Eq(n.dot(r) ,n.dot(a))

2z +4+4y—22=0
Probemos graficar este plano de la manera siguiente
ec=Eq(n.dot(r),n.dot(a))

sol=solve(ec,z)

z=s01[0]

z

-+ 2y
from sympy.plotting import plot3d
plot3d(z, (x, -2, 2), (y, -2, 2))
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1.3.3 Ejercicios

1. Para las rectas dadas a continuacion:
(a). L. 32123 _9o_ 3,

4 2
(b). L: 22l =32 944,

Encuentre los vectores posicién para dos puntos diferentes sobre la recta y un vector unitario
paralelo a la recta L.
2. Dada una linea recta L; que pasa a través de los puntos (—2,3,1) y (1,4, 6) encuentre:
(a). El vector posicién de un punto sobre la recta y un vector paralelo a ésta.
(b). Unarecta Lo paralela a L y que pase por el punto (1,2, 1).
3. Una linea recta tiene como ecuacion vectorial: r = a+ Ab, donde: a = 3j + 2k yb=21+])+ 2k.
Encuentre la ecuacién cartesiana de la recta y las coordenadas de tres puntos sobre la recta.
4. Una linea recta pasa por el punto (3,2, —3) y paralela al vector a = 21 + 3j = 3k. Encuentre la
ecuacion cartesiana de la recta y las coordenadas de tres puntos sobre la recta.
5. Dado un plano que pasa por el punto (2,3, —5) y con vector normal a = 21 + k, encuentre la
forma cartesiana de la ecuacién del plano.
6. Encuentre la ecuacién del plano con normal a y que contiene el punto P cuando:
(a). a=2i—3j+k, P=(1,0,1).
(b). a=1—2j+ 2k, P =(2,—3,4).
7. El d4ngulo entre dos planos se define como el dngulo entre sus normales. Encuentre el 4ngulo entre
los siguientes planos:
(). c+3y+2z2=4y2x —by+z2=2.
(b). 3x+2y—2z2=4y22x+y+2z=1.
8. Demuestre que la ecuacién de una esfera puede expresarse como:

|r—c|2:(r—c)-(r—c):a2,

donde c es el vector posicion del centro de la esfera y a el radio.
9. Considere el ejemplo 1.13 de las redes de Bravais.
(a). Dada la red bidimensional de la figura 1.7 (Izquierda) encuentre todos los posibles vectores
primitivos.y celdas primitivas asociadas.
(b). La humanidad ha estado seducida por la geometria desde que empezé a representar figuras.
A partir de las cuatro imédgenes que se ilustran en la figura 1.7 (Centro), encuentre todos los
posibles vectores y celdas primitivas asociadas.
(c). En las cuatro obras del género de teselado de M.C. Escher, presentadas en la figura 1.7
(Derecha) encuentre todos los posibles vectores y celdas primitivas asociadas.
10. Considere otra vez el ejemplo 1.13 de las redes de Bravais, en este caso tridimensionales.

(a). Muestre que un sistema bcc también puede ser descrito por los vectores primitivos:
a=dai, b=dj, c=ali+]j+k)/2.

Dibuje la celda primitiva y calcule su volumen.

(b). Muestre que un sistema bcc también puede ser descrito por los vectores primitivos:
a=a(j+k—1)/2, b=ak+i—j)/2, c=ali+j—k)/2.

Dibuje la celda primitiva y calcule su volumen.
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(c). Muestre que un sistema fcc también puede ser descrito por los vectores primitivos:
a=a(j+k)/2, b=ua(i+k)/2, c=ali+])/2.
Otra vez, dibuje la celda primitiva y calcule su volumen.

(d). Se puede definir la red reciproca como:

, b xc , cxa , axb
a=—_ =y ¢=——.
a-(bxc) a-(bxc) a-(bxc)
De esta manera es claro que, por construccién,a’-b = a’-c =0yademdsa’-a = 1. Conlo
. il A -/ L,
cual podemos generalizarlo como & - &; = (5;. . Exprese los vectores y las celdas reciprocas
para los sistemas cubico simple, y los distintos bcc y fcc. Calcule ademds el volumen de cada

celda reciproca.

1.4 Algebra vectorial con indices

Antes de comenzar con la presentacion de este esquema de cédlculo cabe aclarar algunas costumbres

y convenciones con la notacién de indices, que estaremos utilizando durante el resto de este texto.

1.4.1 Convencion de Einstein

El convenio de suma de Einstein, es una simplificacién que se utiliza para abreviar la escritura de
las sumatorias, en el que se suprime el simbolo de sumatoria y consiste en lo siguiente:
1. Los indices repetidos (arriba y abajo) indicardn suma por los valores que tomen los indices. Las

componentes de los vectores tendrdn indices arriba y los vectores base abajo:

3
a=a'e; +a’ey + a’es = Z ave,, < a=a"e,=ade,.
m=1
2. Los indices repetidos son mudos (no importa las letras que los etiquete) y representan suma. Asi:
Kaj =k"ap, = k'a; + k*as + kK*az = b
En este punto del discurso, la posicion de los indices (arriba y abajo) solo tiene sentido estético y
solo asi indican suma. Mds adelante veremos que representan cantidades distintas.

3. Llamaremos contraccién cuando sumamos respecto a un par de indices, vale decir:

Alls Y A= AT+ A3+ AY = Al= Al + A5+ A

Las cantidades con dos o mds indices las llamaremos componentes de tensores, y deben entenderse
como arreglos bidimensionales (tridimensionales, tetradimensionales, segiin el nimero de indices). Estas
cantidades seran considerados en detalle posteriormente pero por ahora, contentémonos con saber qué
cosas son cantidades con dos indices. Es claro que la contraccién de indices convierte un conjunto de
ndmeros (¢ X j) — 1, en un sélo nimero.

Los indices libres (aquellos que no estan sumados) indican el niimero de objetos disponibles y deben
mantenerse a ambos lados de la ecuacion. Por ejemplo:

KllAl + K%Az + K%Ag =B,
B, =KFA, & K3A| + K3 Ay + K3A3 = By,
K?}Al + K??AQ + K??Ag =B,

con lo cual B; = KfAk representa tres ecuaciones. La operacion B;; = KfAkj representa nueve
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ecuaciones.
La delta de Kronecker® es un objeto matemadtico de dos indices, representa (5f =1sii==k, yes

nula en los otros casos. Por ejemplo:

=0 =0 =0 =0 =0 =0
k i 1 <1 172 173 2751 2 2 273 3751 372 3 <3
K350, = Kij 01 +Kj; 61 +K3; 67 +K7; 0, +Ky; 63 +K3; 6 +K7; 03 +Ky; 05 +K3; 03
] 1 =1

es decir:
Kf 6 = Kpi; = Kl; = Ki; + K3, + K3, .

Ademis de la delta de Kronecker introduciremos el simbolo de permutacién de Levi-Civita'e, €%, para
el caso de tres dimensiones: 7, j, k = 1,2, 3.
+1 cuando {(4,7,k) = (1,2,3);(3,1,2);(2,3,1)} permutacién ciclica,
=4 —1 cuando {(i,j,k)=(1,3,2);(3,2,1);(2,1,3)} permutacién impar o anticiclica,
0 cuando {i=j, i=k A j=k}.

Por lo tanto, es distinto de cero cuando todos los indices son diferentes. Toma el valor 1 si la permutacién

_ ijk
Eijls = €Y

de indices es ciclica (o par), y toma el valor —1 si la permutacion es anticiclica (o impar).
Si queremos calcular, por ejemplo: ¢! = &% kajbk, entonces resulta:

1

¢t =eMarby +eMarby +e'MBaybs + &'

asby + 6122(12[)2 + 5123a2b3 hL 5131(131)1 + 81320,362 + Elggagbg s
2= 62116L1b1 + 6212a1b2 + 8213a1b3 + 5221a261 + 5222a2b2 _ 5223a2b3 + 8231a3b1 + 5232a362 + 5233a3b3 ,
A = Mg by + £3120 by + 6330,y + 52 aghy 4 £322anby + 2 agbs + e aghy + £332a5by + 5B agby |

con lo cual:
cl = 6123a2b3 + 5132(131)2 = asbs — asbsy

= €Z]kajbk = 2= 5231(131)1 S 5213a163 =agb; —a1bs y
e = 6312611[)2 + 632161251 = a1by — agb .
A continuacién enumeramos algunas propiedades de la delta de Kronecker y del simbolo de permutacién
de Levi-Civita, dejamos al'lector su demostracién. Ellas son:
J_
6j =3,
) ilm_aiél_éi(sl_&iél_éléi
€jkmE€ = 050k k95 — 059k 0k >
Ejmne" =267,y

€ijk8l]k =6.

1.4.2 Vectores e indices

Disponemos ahora de una manera mds elegante para escribir ecuaciones que involucren vectores.
Veamos qué forma toma el dlgebra vectorial con esta nueva notacion. Recordemos que con la notacién
de fndices podemos escribir un vector como: a = a’e;, donde las cantidades a’ son las componentes del

vector en la base {e; }.

5] eopold Kronecker (1823-1891, Berlin, Alemania) Matemético polaco con importantes contribuciones en teoria de nlimeros,
funciones elipticas y dlgebra, asi como la interrelacion entre estas disciplinas. https://es.wikipedia.org/wiki/Leopold_
Kronecker.

6Tullio Levi-Civita (1873-1941, Roma, Italia) Gedmetra italiano y uno de los desarrolladores del cdlculo tensorial que mds
tarde seria utilizado por Einstein y Weyl como el lenguaje de la Relatividad General. https://es.wikipedia.org/wiki/
Tullio_Levi-Civita.
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1.4.2.1 Sumas de vectores

La suma de vectores serd expresada de la siguiente manera:

a+b:aiei+biei:(ai—kbi)ei:ciei = =dad +b, coni=1,23.

1.4.2.2 Producto escalar

A partir da ahora y de forma equivalente, expresaremos el producto escalar en término de los indices.
De forma y manera que:
a-b=lal|b|cos (0jany) = a'b;, coni=1,2,3.

En este momento no explicaremos la razén por la que hemos escrito b;, pero mds adelante aclararemos

esta situacion. Por ahora seamos consistentes con la convencion de indices de Einstein.

1.4.2.3 Producto vectorial

En términos de indices, la componente ¢ del producto vectorial en coordenadas cartesianas se puede
expresar como:
¢ =(axb) = s”kajbk ,coni,j, k=1,23.

De esta manera, todas las particularidades de producto vectorial ahora descansan en las propiedades del
simbolo de Levi-Civita.

Para el caso de una base ortonormal general, ahora expresado con indices tenemos

(axb)! =

I 4 2 L7 ok 3
h2h3€ ajby, (axb) h1h3€ ajbi , (a x'b) I

Notese que hemos dado prevalencia a la convencién de suma con el tensor de Levi-Civita y dejado de

53jkajbk, conj,k=1,23.

lado etiquetar las componentes de vectores con superindices.

1.4.2.4 Triple producte mixto

Para finalizar, analicemos ahora el nimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién mixta:

ct 2 3
c-(axb) = |c[laxbfcos (0icaxp)) = ceip /b =gy, b = | al @ 3 |,
vt b3

y equivalentemente para una base general ortonormal
€1jk01ajbk €2jk62ajbk €3jk63ajbk
hahs hihs hiha
En los siguientes ejemplos ilustraremos la facilidad que implica la utilizacién de indices en el cédlculo

c-(axb)=

vectorial.
Ejemplo 1.14 Mostraremos a continuacién dos casos de identidades vectoriales que pueden ser
facilmente demostradas mediante la utilizacién de indices.

o Laidentidad: a x (b x¢c) =(c-a)b—(a-b)c
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El resultado serd un vector, por lo tanto:

(ax (b x c))’ = eijkaj (bxc), = sijkajskmnbmc" = gijkekmnajbmc” = eijkamnkajbmc"
= (60,60 —62.6%) ab™c™ = 5,07 a;b™ " — 8 6hab™ "
= &b a;c — L") ab™ = bingz - Ci@

(c-a) (a-b)
= b'(c-a)—c'(a-b)=Db(c-a)—c(a-b).

En la segunda linea hemos hecho uso de la identidad: € p,e™™ = 856}, — 6;,0% = 616} — 00

o Laidentidad: (a x b)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)
El lado derecho es un escalar, por lo tanto:
(axb)'(cxd):(axb)l(cxd)l
= Eljkajbk et d"” = ke, a;brc™d"
= eIMle, abpc™d™ = (53;157’§ - 5,’;53;) by, d"
= 60 6k a;bpcm™d™ — 6F 67 ajbpc™d”
=60 a;c™ 6k bpd™ — 8 b.c™6ia;d"
(ae)  (bd) (bc)  (ad)
=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d).

<
Ejemplo 1.15 Si tenemos tres vectores {a, b, ¢} queremos ver si se cumple:
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.
En notacién de indices resulta:
ax(bxc)+bx(cxa)t+cx(axb)= elmiamqjkbjck + elmibmeijkcjak + elmicmeijkajbk ,
con lo cual, arreglando:
elmieijkambjck + elmieijkbmcjak + elmieijkcmajbk = (5;-5,2” — 5;-”52) amb’
+ (S - a76}) bncla”
0k i Ok | OmC G
+ (&ker — o Ik
j% — 05 Ok ) Cm@70",
y ahora desarrollando los productos de las ’s, e identificando término a término, notamos que se anulan:
aph'c® — apb® + bpca® — bpcFal + cpalb® — cpaFbt = 0.
e e e Ve e
I1 I7 117 111
<

1.4.3 Rotacion de coordenadas

Consideremos un sistema de coordenadas cartesiano (z, y, z) y su base canénica {1, J, k }, si rotamos
el sistema de coordenadas un angulo ¢ alrededor del eje z tendremos un nuevo sistema de coordenadas

INARN ~/ ., . .
(2,9, 2') y una nueva base {1,J,k }. La ley de transformacién que relaciona ambos sistemas de
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coordenadas es:

x = 12'cos¢— 1 seng ¥ = xcos¢+yseng
y = a'sengp+y'cosgp <= y = —xsen¢+ ycosd (1.3)
z = 2 7 = z.

Mientras que las bases transformaran, como veremos mds adelante, como:

~/

I = 1cos¢+]send
i = —isenp+jcoso
K = k.

Un triplete de nimeros (al, a?, a3) definen las componente de un vector a = a'i + a?j + o’k si

estas cantidades transforman bajo rotacién de la siguiente manera:

o' = a'cosg+ a?seng
a? = —alseng + a2cos¢
' = ad.

Notemos también lo siguiente, al usar la notacién de indices podemos escribir las ecuaciones de

transformacion de coordenadas de una manera compacta:

/ ’ I ’
¥’ = wcos¢+ysend ¥ = afz' +al 2+ al 2P
/ / / / ;! il g
y = —xzsenp+ycosp = 2 = afaz' +tada® +aia® = 2 = Aja,
/ / / /
Z = z ¥ = a¥a! +adf 2%+ a3 a?

con: i',j = 1,2, 3. Se puede ver facilmente que las cantidades A% en coordenadas cartesianas, vienen
dadas por:
AT = ai
T Qwd ]
que no es otra cosa que el jacobiano de la transformacién que consideraremos en la seccién 3.2.8 y luego

en la seccion 5.1. En este caso es facil identificar

ozt ox ozt ox ozt ox
i’:—l = — =-cos¢, A2/:¥2 = — =seng, Ag:—g =—=0

ox ox ox oy ox 0z

Como la transformacién de coordenadas es invertible, el jacobiano no se anula y se tiene que:
; ~i g ~3 83:3
¥’ =Alz", con Al = e
Claramente se cumple la siguiente condicion de ortogonalidad entre AZ y flg/
AV AL =51,

o i/ el .
es decir, A}, y A7, son una la inversa de la otra.

Por lo tanto, en general, diremos que las componentes de un vector transformardn de la manera

siguiente:
4 i
p_ 02" i i_ 0y iy
= 8mja _Aja & at = ag;j’a _A]/a . (1.4)
at’ cos¢p sengp 0 at al cos¢p —senp 0 at
a? | =] —senp cosp 0 a? < a’> | =] senp cos¢ O a?
a® 0 0 1 a? 3 0 0o 1 a®

En esta ecuacién hemos recurrido a la notacién de matrices para representar la transformacion de

coordenadas.
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Finalmente, el vector a se podré escribir en ambos sistemas de coordenadas:

~

. . - N . 1ol i e
a=ai+d’j+ad’k=a"V+d’j+d’k & a=di=di.
. . ., ;
Observe que el valor del determinante para a matriz de transformacién de coordenadas es det |A§ | = 1por

lo cual, las matrices asociadas con las rotaciones se denominan transformaciones propias de coordenadas.

Este punto lo desarrollaremos con detalle en la préxima seccion.

1.4.4 Escalares, pseudoescalares, vectores y pseudovectores

Ademds de las rotaciones podemos considerar otra clase de transformaciones: las reflexiones. Estas
transformaciones, como por ejemplo: (x!, 22, 23) — (—z!, 22, 23), muestran una sutil diferencia entre
dos tipos de cantidades vectoriales: los vectores polares y los axiales, diferencia que no se puede apreciar
en las rotaciones.

Una reflexién del vector a respecto al plano yz se puede representar como un cambio de signo en
la componente z del vector:

(a$7ayaaz) - (_a;raayaaz)a (1.5)
o también, en nuestra notacién de indices:
a'iy + a®is + a’is — o' (—1p) + a’is + a’is = (—al)il + a’ls + a’is .
Diremos que los objetos que transforman de esta manera bajo reflexion son vectores polares o simplemente
vectores. Nétese que esa transformacion de coordenadas es equivalente a invertir el vector base: 1; — —1;.

En general, podemos representar la reflexion (1.5) bajo el esquema que presentamos en (1.4), es

decir, como transformaciones del tipo:

a" —a! -1 .00 al
a :A?aj & a? = a? = 010 a? ,
a ad 0 0 1 a’
donde podemos identificar;
Sy -1 0 0
A = 7 o101,
0 01

como la matriz de transformacion de coordenadas?.
Ahora bien, si dos vectores polares a y b, son transformados bajo una reflexién en el plano yz como

en (1.5), entonces un vector axial ¢ transformara como:

T ! ! i !
Cl a263 . CL3b2 s Cl CL2 b3 . CL3 b2 a2b3 o a3b2 Cl 7
S5 / / / /
A=a—ad't? =2=ab" —d'? = a3(—bl) — (—a1)63 =—c, y
5 ! ! ! i
S=ab?—-ad* =3=ad"v" - = (—al)b2 — a2(—b1) =3

Pueden encontrar discusiones de vectores y pseudovectores, sus leyes de transformacion e importancia en R.J. Quigley, (1973)
“Pseudovectors and Reflections” American Journal of Physics 41, no. 3, 428-430; Hauser, W. (1986) “Vector products and
pseudovectors” American Journal of Physics, 54(2), 168-172. y en el capitulo 52 del Vol. 1 de Feynman, R.P., Leighton,
R.B. and Sands, M., (2013). “The Feynman Lectures on Physics”, https://wuw.feynmanlectures.caltech.edu. Allf se
exponen algunas de las consecuencias que se presentan cuando se consideran cantidades fisicas y transformaciones de reflexién
o paridad.
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En el lenguaje de matrices tendremos

ct c! 1 0 0 ct
=A% & A=l - |[=]0-1 0 c?
3 —c? 0 0 -1 3
Claramente el vector resultante (c', ¢, ¢%) = (¢!, =, —¢%) = —(¢V', ¥, %) = —(=c*, 2, ) = —¢.

Es decir, no resulta ¢’ el reflejado de ¢, sino su inverso. Entonces a y b transforman de una forma y ¢
de otra. Los dos primeros los consideramos vectores polares y el tercero un vector axial o pseudovector.
Notemos ademds que el determinante de la matriz de transformacidon para los vectores polares es
det |A§/ | = —1. Mientras que el valor determinante de la matriz de rotacién que analizamos en la seccién
anterior fue det \A;'»/\ = 1. El hecho de que el det \A;-/\ = 1 o det ]A;'»/] = —1, permite clasificar a
las transformaciones de coordenadas en transformaciones propias e impropias, respectivamente. I.as
transformaciones de rotacion se consideran propias, mientras que las reflexiones son transformaciones
impropias.

Entonces, en general, diremos que las componentes de vectores. y pseudovectores transformaran
bajo reflexion de la siguiente manera:

y

g N
y at = A} al, vectores polares o simplemente vectores,

si: A = — =
p! = det |A§-’ |A§-’ p’, pseudovectores o vectores axiales.

De igual forma notamos que d = a - b = a’ - b’ queda invariante bajo la transformacion (1.5), mientras
que V=c-(axb) =—c-(a xb') = —V’, cambia de signo. Siguiendo el ejemplo de vectores
y pseudovectores, llamaremos escalar a d y pseudoescalar a V. Pseudovectores y vectores representan
distintos objetos geométricos. Los primeros se asocian a orientaciones de superficies, mientras que los
segundos lo estdn con segmentos de rectas orientadas.

Las transformaciones a — —a de paridad son otro tipo de transformaciones impropias de coorde-
nadas que evidencian la distincin entre vectores y pseudovectores. En este tipo de transformaciones se

invierten todos los vectores base 1; — —1;, con i = 1,2, 3 y es fdcil convencerse que,
c=axb—-a xb=cd=c.
Es decir, bajo transformaciones de paridad los vectores polares cambian de signo y los axiales o pseudo-
vectores no.
Existen importantes cantidades fisicas que vienen representadas por pseudovectores, entre ellas
mencionamos: la cantidad de momento angular, L = r X p; el torque 7 = r x F y la variacién del

campo de induccién magnética, 87]753 = —V X E. El vector velocidad angular, w, es un pseudovector
por cuanto r y. v son vectores polares y v = w X r. Algo equivalente ocurre con la fuerza de Lorentz
F = gv x B, donde B es el campo magnético.

En el ejercicio 6 de la seccién 2.2.4 de la pdgina 116 mostraremos como estos conceptos de:

escalares, vectores, pseudo-vectores y pseudo-escalares, se aplican en computacion gréfica.

Practicando con SymPy

Para fines précticos, las transformaciones de coordenadas del tipo rotaciones o reflexiones es de

utilidad representarlas por matrices.



[1]:

[2]:

[2]:

[3]:

[3]:

[4] :

[4] :

[5]:

[5]:

[6]:

[6] :

[7]:

[7]1:
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import sympy

from sympy import *

from sympy.vector import *
R = CoordSys3D('R')

Por ejemplo, las rotaciones alrededor del eje z se puede representar como:
6 = symbols('6' ,real=True)
Rz=Matrix([[cos(® ),sin(6 ),0],[-sin(® ),cos(® ),0]1,[0,0,111)
Rz

cos(f) sin(f) 0O
—sin(f) cos(f) O
0 0 1

De manera que un vector a transformard bajo esta rotacién en un nuevo vector a’.
al,a2,a3 = symbols('al a2 a3')
a = Matrix([[a1] ,[a2] , [a3]])

a
ai
az
as

Rz*a

ay cos (0) + ag sin (0)
—ay sin (0) + ag cos (0)

as

Si la rotacién se hace alrededor del eje = o y las matrices correspondientes son las siguientes:

Rx= Matrix([[1,0,0],[0,cos(®),-sin(®)],[0,sin(B),cos(6)]1])
Rx

1 0 0

0 cos(f) —sin(0)

0 "sin(f) cos(0)
Ry= Matrix([[cos(8),0,sin(6)]1,[0,1,0],[-sin(6),0,cos(8)]1])
Ry

cos(f) 0 sin(0)
0 1 0
—sin(fd) 0 cos(0)

Notemos que el determinante de éstas matrices es:

Rx.det ()

sin? () + cos? ()

42



Algebra vectorial con ndices 43

[8]: simplify(_)

[8]: 1
Si la rotacién es en un angulo de = 60° entonces:

[9]: R60=Rx.subs(8,60*pi/180)

R60
1. L 00
1 V3
3 1
0 % 3

Si el eje de rotacion se define a través de un vector unitario, digamos, G = uzl + uyj + u.k, la
matriz de rotacién para un angulo 6 es:
[15]: ux,uy,uz,t = symbols('ux uy uz t')
t= 1-cos(®)
R = Matrix([[cos(®)tux**2*t, ux*uy*t-uz+*sin(@), ux*uz*t+uy*sin(0)],
[uy*ux*t+uz*sin(0) , cos(B) +uy**2+t ,,uy*uz+t-ux*sin(6)],

[uz*ux*t-uy*sin(0) ,uz*uy*t+ux*sin(0) ,cos(0) tuz**2xt]])

[15] : ur? - (1 —cos () +cos (0)  wuzuy (1 —cos(0)) —uzsin(f) wuzuz (1 — cos(h)) + uysin (9)
uzuy (1 — cos (0 0)  uy?- (1 —cos (@) +cos(f) —uwsin(0) + uyuz (1 — cos (0))

)) + uzsin (
uruz (1 — cos (0)) —uysin (0) wxsin(0) + uyuz (1 = cos (0)) uz? - (1 — cos (8)) + cos ()

Por ejemplo, si el eje de rotacién coincide con el vector it = = + 4 + X v 13 rotacién es en un
Jempro, J 4 4 V3 + V3 - NE] y

angulo de 6 = 60°, entonces:

[16]: L=[(ux, 1/sqrt(3)), (uy, 1/sqrt(3)), (uz, 1/sqrt(3)),(06,60%pi/180)]

[17]: Rt=R.subs(L)
Rt

Lol
wIiNo

[17]:

[SUIRGHIN)
Wb Lo
wl=

2
3

Wl

De manera que un vector, por ejemplo, a = 1+ 2j+ 3k transformard bajo esta rotaciéon de la manera

siguiente:

[18]: a = Matrix([[1] ,[2] , [31]1)

[19]: Rt*a

[19]4 2
1
3

Por otro lado, una reflexién en el plano zy es mds sencilla de representar porque es la matriz:



[20]:

[20]:

[21]:

[22]:

[22]:

[23]:

[23]:

[25]:

[25]:

[27]:

[27]:
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Re= Matrix([[-1,0,0],[0,1,0],[0,0,111)
Re

o O
oS = O
= o O

Si tenemos los siguientes vectores polares

a = Matrix([[1] ,[2] , [311)
b = Matrix([[4] ,[5] , [6]1)

Bajo la reflexion estos vectores transforman asi:

Rex*xa

Veamos ahora como transforma el vectorc = a x b

c= a.cross(b)

Es decir, ¢ es un pseudovector.

14.5 Ejercicios

1. Verifique las siguientes identidades:
(a). ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.
(b). (axb)x (cxd)=Dbla-(cxd)]—alb-(cxd)].

(). (axb)-(cxd)+(bxc)-(axd)+(cxa) - (bxd)=0.

(d). a-(bxa)=0.
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(e). (axb)-(axb)=a%?— (a-b)2

a-c a-d
(f). (axb)-(cxd)=
b-c b-d
2. Demuestre la siguiente tabla de relaciones:
vector : vector = escalar
vector - pseudovector = pseudoescalar
pseudovector - pseudovector = escalar
vector X vector = pseudovector
vector X pseudovector = vector
pseudovector x pseudovector = pseudovector

3. Considere lo expuesto en la seccion 1.4.3 y demuestre que:
i A5 5T
AL A = 0y,
y ademds, como un caso especial, establecer la relacién con los cosenos directores que satisfacen:
2 2 2 _
cos(a) + cos(B)” + cos(vy)* = 1.

4. Considere el radio vector posicién r = x1; = i + yj en 2 dimensiones. Dado el conjunto de
transformaciones que se indican a continuacién, demuestre en cuales casos las componentes de r

transforman como verdaderas componentes de vectores.

(z,9) = (~y,2), (v,9) = (z,~y), (wy)=>(@—-y,z+y), (z,9)— (r+y,z-y).

1.5 Un comienzo a la derivacion e integracion de vectores

En esta pendltima seccién de este capitulo abordaremos una introduccién somera a las consecuencias
que imponen la variacién de un vector. Mostraremos, de manera funcional y como una ejercitacion a los

conceptos de derivacion e integracion de vectores y campos vectoriales!s.

1.5.1 Vectores variables

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bien, esta caracteristica se verificard tanto
en las componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector cambia podrd variar su
mddulo, su direccidn, su sentido, o todo junto o por separado. Obviamente esta variabilidad del vector
dependerd de la base en la cual se exprese. Por lo cual un vector podrd tener una componente constante

en unabase y variable en otra, vale decir:

a(t) = a'(t)e;(t) = a*&y(t) = a™(t)e,, .
Noétese que hemos utilizado una base {e;(t)} de vectores variables a diferencia de la tradicional base de
vectores cartesianos {1; }, los cuales son constantes en médulo, direccién y sentido (ver los cuadrantes I

y Il de la figura 1.9). Més atn, tal y como se muestra en cuadrante II de la figura 1.9, todo vector variable

podra ser expresado como la suma de uno variable, a(t), més otro constante c.

a(t)=alt)+c.

8Un andlisis mds detallado lo presentaremos en el tltimo capitulo 5.
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a(t Aay = aft + At)sen(A0)L

a(t) =~ Aa
Aa= Aa“ + Aa
a(t+ At) = a(t) + Aa

Figura 1.9: Diferentes representaciones para vectores que varfan respecto a algiin pardmetro. En el
cuadrante I representamos dos variaciones del vector a(t). En una varfa su médulo, direccién y sentido.
En otra solo su médulo. En la IT a(¢) tiene una variacién muy particular que describe una linea recta
a(t). En las zonas III, IV y V presentamos el detalle de la evolucién ilustrando Aa. En III separamos
Aa en sus componentes paralelas y perpendiculares. La zona IV comparamos da/dt con Aa/At, y en
V mostramos el médulo a | .

1.5.2 Derivacion

De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable a(t) uno rdpidamente intenta establecer

un cociente incremental:
t+ At) —a(t Aa(t da(t
paltrAf)—a@) . Aat) _ da()
At—0 VAN At—0 At dt
El cuadrante I'V de la figura 1.9 ilustra graficamente este cociente incremental.

Como siempre, las propiedades de esta operacion derivacion serdn:

Sl ] = pa@)+ L),

G Pae] = [ §a0]a0 a0 | fa0)] .
G0 p0] = | Fa] b+ a- [ o0
%[a(t) «b(t)] = :((;ta(t): « b(t) + a(t) x [;tb(t)] .

Ahora bien, esto implica que:

a(t) = a'(Hei(t) = dsz) _d [“Z(Z)te"(m _ dadzit) e(t) + ai(t) deé‘f) , (1.6)

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de la base

y de las componentes.
Habr4 sistemas de coordenadas (bases de vectores) que serdn constantes y otros en los cuales sus

vectores bases cambiardn en su direccion. El primer término de (1.6) representa la variaciéon del médulo,
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y el segundo muestra la contribucién de los cambios en direccién del vector. Mds alin, mostraremos
apoyandonos en la ilustracién de el cuadrante I1I de la figura 1.9 que, independientemente del sistema de
coordenadas, el cambio en el médulo apunta en la direccién del vector, mientras que las contribuciones

en direccién apuntan en la direccién perpendicular al vector. Esto es:

da(t) dla(t)] . . N
T - & a) +a(t)|tL, condy-t;=0.

Es facil convencernos de la forma del primer término. Siempre podemos representar un vector como

su médulo y un vector unitario en la direccién apropiada. Esto es, si:

a(t) = [a(t)[a(t),
da(t) _ dfla@)|a(®)] _ dfa()] du(t)
i - at o a O FR®Ol=g
Como podemos ver a continuacién cuando multiplicamos 1.5.2 por u(t) resulta:
). da) Zdja)
da(t dla(t da(t deode
dalt) g TR0 O]
dt dt .
ﬁ(t) M
dt

Es decir que el cambio en el médulo de un vector se manifiesta en la direccién del mismo vector,

=0.

tal y como era intuitivo suponer. Adicionalmente, vemos que el vector 1 siempre serd perpendicular a
su derivada. Graficamente podemos apreciarlo en el cuadrante IV de la figura 1.9, pero también surge

analiticamente si derivamos el vector unitario en la direccion de a(t):

afam-am) _4(OF)  aq

B _ . da(t) ) du(t)
dt i O A T
es decir: ) .
da(t) _ dfja®|a@] _ 4@l 4 a0 980 - RO aey)q,

dt dt dt dt dt
Supongamos que ahora definimos un vector A@ = A6 v, con:

\AIJ_IAIH \A/XﬁH:ﬁL
= flLX\A’:fl”
\A/'Lflj_ lAlHXIAlJ_:\A’,

donde Ad es el angulo de rotacion del vector a(t) (ver cuadrante V de la figura 1.9). Claramente:

Aaj = [a(t+ At)sen (Af)|u ~ [a(t + At) Afla; = Aa; = A0 x a(t),

entonces:

A A A

Aitlz [A?-aL] al:fi xa(t) = [de:iit) -ﬁL} ﬁl:diit)ffxa(t):wxa(t),
donde hemos identificado w = %Ef)ff.

Podemos ir més alld observando el cuadrante V de la figura 1.9, vemos que si suponemos que el

modulo del vector a es constante, entonces:

d ’Zit)‘ =0 = dz(tt) = la(t)|aL = [dih(ft) -fu] a =wxat).
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1.5.3 Velocidades y aceleraciones

Elradio vector posicién de una particula genera, como sabemos, los vectores velocidad y aceleracion:
dr(t dv(t) d%r(t

) gy ) )

dt dt de?

r=r(t) = v(t)
ahora bien:
r=ri, =zi+ yj+ 2k, con: @, = cos(h) i+ sen(d)j+ zk.

Si suponemos que la particula describe una trayectoria, entonces:

~

r(t) = r(t)a,(t) = z(O)i+ y(t)j + 2(O)k, con: G.(t) = cos(A(t)) i+ sen(0(t)) j+ z(t)k.
Es muy comitn denotar a la derivada temporal sobre funciones de una variable con un punto, es decir,

podemos utilizar la siguiente notacién:

: d
fy =40,
con lo cual, y en el caso de que z = z(t) = constante, se tiene:
ddi'r _ d [COS(G(t))ld—tF sen(6(t))]] — O(t)[— sen(8(£))i + COS(H(t))jl —ityay.

Uy

Podemos ver que:

[, = Vi, 8 = /[eos(8()) 1+ sen(6(1)) J] - [cos(9(1)) 1+ sen(6(t)) J] = 1.,

|| = /g - 89 = /[ sen(6(t)) 1 +-cos(8(1)) J] - [= (sen(6(t)))i + cos(8(1))3] = 1,
ademas:
Ug -0, = 0, - Gg = [—sen(0(t)) 1+ cos(0(t))]] - [cos(6(t)) 1+ sen(d(¢))j] =0.

También podemos calcular:

diiy  d[—sen(6(t)) i+ cos(B(t)) ] : ) A e
:ﬁi: 5 = —0(t) [cos(8(t)) 1+ sen(6(t)) j] = —0(t), .

Para una particula que sigue un movimiento arbitrario, su trayectoria vendra descrita, en coordenadas

cartesianas, por:

r=x(t)1+y(t)j+2(t) k.

o Su velocidad sera:

art) dh@ﬁ+y@ﬁ+z@ﬁ] S ) ) )
v(t) = 1 O T = (N +9(t)) + 2(H)k = v (01 + vy (8)) + vz (D)k,

oy su aceleracion:

a(t) = vz (1 + 0y ()] + 02 (t)k = az (1 + ay (1)) + az(t)k .
Mientras que en coordenadas polares las ecuaciones son:
r(t) =r(t)a,(t).
o Velocidad:

vty = OOl _sina )+ o320 — ieya, ) + ()60 (t)
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o Aceleracion:

dv(r)  |FOB(0) +r()6(t)a(1) dfi)ya )] 9 r(t)é(t)ﬁg(t)]
A ="g = dt T TR dt ’

. \2
- [f(t) —r(t) (9@)) ] i, () + [2 FOO() + r(£)6(t)] de(t) .
Claramente para el caso de un movimiento circular, donde » = R = constante, resulta:

r(t) = Ru,(t),

dR .
a =0 = v(t)=RO(t)hy vy

a(t) = —R0(t)%a,(t) + R O(t)ay(t).
De aqui podemos ver que el vector velocidad v(t) y el vector posicién r(¢) son ortogonales. La
velocidad, v(t), siempre es tangente a la trayectoria r(t) y en este caso la trayectoria es una circunferencia.
En general la trayectoria se puede representar por la sumatoria,

S Ar(n) = Y (- At) — (1)) = Jii STl = / dr(t) = r(t),

1
es decir, dr(t) = limas—0 Y _; A r(t;) es tangente a la trayectoria. Es claro que:
. . - dz(t),. dy(t). dz(t),
dr(t) = d |20 + y(8)i + (k] = k.
r(t) = d [o(i +y(i + 2(0K] = S i+ L+
Tal y como mencionamos arriba, para el sistema de coordenadas cartesiano podemos definir un

vector velocidad angular w tal que:

— X0, =0,
||
. w -
uvxm:ur = v(t)=wxrt).
. N w
U, Xy = —
|l

Supongamos por simplicidad que elegimos el sistema de coordenadas cartesiano, donde r estd en el

plano zy. En este caso es inmediato comprobar que v = €¥/%w; 2, y dado que r y v tienen tinicamente

componentes 1 y 2 entonces, necesariamente w tiene tinicamente componente 3, es decir:

r = riei 1)1 = Elﬂwj'xg
= = w=|w|le;=uwk,
VvV = Uiei U2 = Eleanl'l
como r = z(t)i + y(t)), entonces:
dr(t . . S . .
v(t) = dsf) =v(tN+vy(t)) =w xr(t) =0(t)k x [z(t)1 + y(t)]] .
Esto se aprecia mucho maés claro en coordenadas polares, esto es:
dr(t A N .
v(t) = O )i0)ag(1) = [lw]0(0)] % (0, 0)] . Ie(t)] = const

=r(t)0()0g(t) = |w|r(t)ag(t) = 6(t) = |o] .
N——

Vi
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Desarrollemos un par de ejemplos con trayectorias descritas por distintas funciones y calcularemos la

velocidad y aceleracién en cada caso. Consideraremos también el movimiento de una particula respecto
a dos observadores que se mueven uno respecto al otro.
Ejemplo 1.16 Si una particula se mueve a lo largo de una curva descrita por:
x(t)=3t2, yt) =42 —t, =z2(t)=t,
calcular las expresiones para los vectores: posicion, velocidad y aceleracidn de esa particula.
Podemos ver que:
r(t) = 3tA+ (463 —t)j+tk, v=06ti+ (122 —1)j+k, a=G6i+244j.

Si nos proponemos encontrar las expresiones, mas generales, de los vectores tangentes y perpendi-
culares en todo punto de la trayectoria de la particula podemos ver que el vector tangente en todo punto
de la trayectoria es el vector velocidad

v =6ti+ (126> — 1)j + k.
El vector perpendicular en todo punto, serd un vector b = b,1+b,j + b.k, tal que:
(661 + (1262 — 1)j + k) - (bod + byj + b.k) = 6tb,, + (126> = 1)b, +b. =0,
con lo cual b = b,i + byj — (6tb, + (122 — 1)b, k.

Ejemplo 1.17 Para un observador la trayectoria de una particula en el plano es la siguiente:
ri(t) = 5cos(3t?) i+ 5sen(3t?) j.

Calculemos las expresiones para las velocidades radiales y tangenciales de esta particula. Respecto a este

observador la particula describe un movimiento circular con §(¢) = 3¢2, por lo tanto:

dr(t dé(t da(?
_ 22):5 d(t)ﬁez?)ome = a(t) = z(t):goﬁa—sotﬁr.

Consideremos ahora un segundo observador, quien se mueve respecto al primero siguiendo una

r(t) = 5, = v(t)

trayectoria representada por:
roi(t) = (13 —4t)i+ (2 +4t)j.

Y queremos encontrar las expresiones para los vectores posicidn, velocidad y aceleracién de la
particula medidos respecto al segundo observador.

Por lo tanto, la trayectoria de la particula respecto al segundo observador ser4:

ra(t) = r1(t) — roi1(t) = 5eos(3t?) i+ 5sen(3t?) j — (12 — 4t)i+ (£ + 4t) ),

con lo cual:
ro(t) = [5eos(3t?) — 3 + 4t] 1+ [5sen(3t?) — t* — 4t] ],
entonces:
_dr2(t)__ 2 2 1 21 o4 Al4
vao(t) = e (30 sen (3¢%) t +3t% — 4] 14 [30 cos (3¢°) t — 2¢ — 4] ],
y
as(t) = dvjp = —6 [30cos (3t%) t* + 5sen (3t?) +¢]1— 2 [90sen (3t%) t* — 15 cos (3t%) + 1] j.
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1.5.4 Vectores y funciones

Antes de continuar con la integracién repensemos algunas funciones de tipo ¢ (mz) y a(z"). Estas

funciones de varias variables, se expresan en el caso cartesiano como:

¢ =o(x,y,2), a=a(zr,y,2)=1az(x,y,2)+Jay(z,y,2) + ka.(z,y,2) .
Un par de reflexiones se pueden hacer en este punto, primeramente, dado que hemos relacionado un
punto del espacio con el radio vector posicion, entonces:
¢=¢(x,y,2)=¢(r),
Py ¢ (2,y,2) < r —zityj+zk =
a=a(z,y,z) =al(r) .

La primera funcién, ¢ (r), serd una funcién escalar de argumento vectorial o, simplemente un
campo escalar y la segunda, a (r), se conoce como una funcién vectorial de argumento vectorial o campo
vectorial. Como hemos dicho, este tipo de funciones y las operaciones que pueden ser realizadas con
ellas, y su significado, serdn analizadas en detalle mds adelante en el capitulo 5. En este capitulo haremos
un desarrollo “operativo” y funcional, dejaremos los conceptos para el final de este texto.

En segundo lugar, siempre podremos parametrizar las coordenadas'y tendremos

¢ = ¢(t) = ¢ (x(t), y(t), 2(t)) ,

a=a(t) =a(z(t),y(t), 2(t)) = ag (2(t), y(t), 2(t)) 1 + ay (2(8), y(¢), 2(£) 3 + az (1), y (1), (1)) k.

Este caso lo hemos encontrado en montones de situaciones. Por ejemplo, el movimiento parabdlico

viene descrito por vectores velocidad y posicién dados por:

Vg = Vogx
V(t) = _gt k + Vo = _gt k + (UOzi + 'U()yj 4P U()Zk) = 'Uy = 'on

vy = Vo — gt,

T = vggt
r(t) = —gtz k+ vot = —th k+ (vozi + v + UOZIE) t = { y=ugt
2 = Vgt — %tQ .
1.5.4.1 Derivada de funciones del tipo: ¢ (r(?))

Al derivar una funcién de argumento vectorial también se aplica la “regla de la cadena”. Esto es, si

¢ (x(t) = ¢ (x(t), y(t), 2(1)) ,

entonces:
do(x(t)) _ 0¢(x(t).y(t), 2(t)) d=(t) | 0 (x(t).y(t), 2(t)) dy(t) | O(x(t),y(t), 2(1)) dz(t)
dt ox dt Jy dt 0z dt
[0 (x,y,2).  0¢(z,y,2). 0¢(x,y,2):] [de(t). dy(t). dz(b).
B ox l+ dy I+ 0z k] ' [ dt H_ dt I+ dt k

dr(t)
dt ’

= Vo (z(t),y(t), 2(t)) -
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donde hemos representado:
9¢(x,y,2).  09(x,y,2)

Vo (e(r)) = A0, 2y DDk o = 67 i,

y lo llamaremos el gradiente de la funcion ¢ (r(t)).

El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos mas ttiles que encontraremos en el estudio de
problemas de Fisica-Matemadtica. Es bueno recordar que emerge como consecuencia de una derivacién
respecto a un parametro. El gradiente mide el cambio espacial de la funcién ¢ (x,y, z). Cuando el
gradiente de una funcién aumenta, el valor de la variacién de esa funcién también crece.

La idea de gradiente nos lleva a considerar a V como un operador vectorial (el operador nabla) que

actda sobre la funcién escalar de variable vectorial ¢ (r(t)). Esto es

0. 8. 0. o
Vo(r() = (it gt o k) oo 2) =i Do),

y con un poquito de imaginacion:
0 0 0 - ,
V()=|z1+]+ 5k =1;0(0).
)= (i + i+ ook) () =i (o)
Las notaciones V(o) y 9%(o) quieren enfatizar el cardcter de operador del gradiente. Vale decir, que

el Nabla y la derivada parcial actdan sobre una funcién V(o) < V (¢(z,y, 2)) y equivalentemente
0'(0) & 0 (¢(x,y,2)) .
1.5.4.2 Derivada de funciones del tipo: a (r(?))

Inspirados en la regla de la cadena de una funcién escalar de variable vectorial podemos comprobar

que:

da dam(:r,y,z)ijL
dt dt dt dt dt

por consiguiente, si a, tiene por componentes cartesianas (a,, a, a.) las componentes del vector derivado

day(z,y, z)j b da(z,y, z)f{ _ da’ (xj)ii ’

seran: <d(%f, ddity, dgtz ) . Con lo cual, para cada componente:
d (a"(z(t),y(t), 2(1))) d (a' (27(t))) 0 (a’ (27)) dak(t) _(dr(t) s
dt - dt T ok dt _( at 'V>a(x’y’z)'

En términos vectoriales es:

i—j: (dlc'l(tt) ,V)aE(V‘V)a = d((lz):(v.V)(o)Evigi(o),

con v la derivada del radio vector posicion r(t), es decir, la velocidad. Entonces, estamos viendo que el

cambio del vector a respecto al tiempo es el cambio de sus componentes en la direccién de la velocidad.
Si-se nos ocurre calcular la derivada del vector velocidad para encontrar la aceleraciéon tendremos

que nos quedard expresada como:

_dv
Tt
donde las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién son: v = v (z(t), y(t), 2(t))

a =v-V)v = d=(v-V)v,

y a' = a'(z(t),y(t), z(t)), respectivamente.

1.5.5 El operador V

El operador vectorial V(o) merece un poco de atencién en este nivel. Tal y como hemos visto

cuando construimos:
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El Gradiente:
0¢(x,y,2)

= 0'¢(z,y, 211 + 9%(2,y, 2)ia + O3 (z, y, 2)iz = ' B(27)i; .

Podemos ver ahora que existen otras posibilidades:

k

8(;3(:6,3/, Z)j+ a¢(x7y7 Z) %

El Rotacional: Se puede construir la siguiente operacién: V X a, que denominaremos rotacional

de a, y vendrd dado por la siguiente expresion:

g. 0. 0= . . -
Vxa = (a]jl+ayj+a,2’k> X (axl+ayj+azk)

Oa, Oay\ . Oa, 0Oay )\ . Oay  Oag \ ¢ ik R
_ _ 9%y Gl _ 9y _ k = c959. 0. 1.
<8y 8z>l+(8z 8m)J+<8a: ay) £ dian

La Divergencia: También podemos hablar del “producto escalar” de V por un vector a. A esta

operacion la llamaremos divergencia de a:

_ 8a‘l($j) — 90T — aaw(xvy7 Z) Gay(:c,y,z) Gaz(ﬂc,y,z)
= g = dia'(x?) = o + 3y + 52 .

Laplaciano. Finalmente se puede construir un operador escalar V- V(o) = v? (o) y se lo podemos

V. .a

aplicar a:

e un campo escalar

V3(x,y,2) = 8 0ip(x,y, 2) = Daop(x,y,2) +0,6(x,y, 2) + 02 ¢(x,y, 2) ;
e un campo vectorial
V2a(1:, Y, 2) = o dia(z,y,z) = agax(m, Y, 21+ agay(m, Y, 2)) + afaz(:n, v, z)R
Las expresiones del gradiente, del rotacional, la divergencia y el laplaciano que mostramos arriba
corresponden a sus respectivas implementaciones en una base de vectores cartesianos, donde sus médulos,
direcciones y sentidos permanecen constantes. Cuando consideremos una base ortonormal genérica {€;},
el calculo es mucho mas complicadoy lo detallaremos en las secciones: 5.2.1.2,5.2.2.2,5.2.3.5y5.2.5.3,

respectivamente. Por ahora consideremos V como un vector.

En los préximos tres ejemplos haremos gimnasia de indices. Mostraremos algunas relaciones vectoriales
que involucran al operador Nabla. El cuarto ejemplo corresponde a el cdlculo tipico que se desarrollo de
expresiones para trayectorias de particulas bajo una fuerza central.

Ejemplo 1.18 Demostrar que:
V(a-b)=(a-V)b+ (b-V)at+ax (Vxb)+bx(Vxa).
El resultado es un gradiente, es decir un vector. El lado izquierdo serd:

(V(a-b)) =9 (a-b) =8 (a;t/) = (8'a;) ¥ + (9'b;) @’ .
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Mientras que el lado derecho:
(V(a-b))" = (a;07) b + (b;0") a’ + £%a; (V x b),, +c7¥b; (V x a),,

= (a;0") b" + (b;0") a' + 98 im0 + €9Rb g, O™ ™

= (a;0") b + (b;07) @' + ¥ eyppa; 0" + 9% b; 0™ "
(a;07) b + (b;07) a* + (87,07 — 67,65 a;0™b™ + (88,09 — 63,65) b;o™a"
= ;" 4+ b;7a’ + 6L,60a;0M" — &,6La;0M0" 4 8% 61b;0™a" — 80,58 b;0™a”
= ;00" + b;"a’ + a, 0" — a0 + bpd'a" — by
= a;b" — a0 + b;07a" — by 0"a' + an D" + by 0'a™

=0 =0

= a, 0" + b, 0'a" = 9" (a;t’) = 9" (a-b) .

Ejemplo 1.19 Demostrar la siguiente identidad:
Vx(a-V)a=(V-a)(Vxa)—[V-(Vxa)a+(a-V)(Vxa)—[(Vxa) V]a.
Iniciamos la traduccién a indices por el lado izquierdo de la ecuacion, asf:

V x (a-V)a= %9 (a,0™) ar = €% (9ja,,) 0May + €% a,,0;0™ay,
= 7K (Djam) 0 ag + 4y, 0™ (eijkajak) .
El lado derecho lo traduciremos término por término:
(V-a) (V x a) = (0Man) (eijkajak)
—[V-(Vxa)la=— [ﬁmemjkajak} at = - [6mjk8m8jak] a'=0
(a-V)(V xa)=a,0" (eijkajak>
—[(V xa) V]a= - [(emﬂ"fajak) am} ai.
El segundo término se anula por cuanto €% es antisimétrico respecto a los indices m, j, mientras

que 0p,0; es simétrico. El tercer término del desarrollo del lado derecho corresponde con el segundo del

desarrollo del lado izquierdo. Por lo tanto, llegamos a la siguiente igualdad:
ik (Qjam) 0™ ay = (0" am) (eijkajak> — [(emjké?jak> 8,4 a. 1.7
Para verificar la igualdad tendremos que evaluar componente a componente, esto es, para ¢ = 1, el
lado izquierdo de (1.7) resulta en:
lik (Ojam) 0™ ay = '3 (O2a,) 0™as + el3? (O3am,) 0™ ag = (Oaam,) 0 ag — (O3am,) 0™ az
= (Daa1) 0'as + (Ozaz) O*az + (D2a3) D3as
— (D3a1) 0tag — (O3az) D*ay — (D3a3) D3ay .
Para el primer término del lado derecho de (1.7) :
(0™ am) (eljkﬁjak) = (0" am) (612382a3) + (0™ am) (613283a2)
= Dhazdtay + 0aa30%ag + 0eazd’az — B3a20"a; — D3a20%az — H3a20°as,
— \_\B,_/
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y el segundo término de (1.7) se escribe como:
— [<€mjk8jak> Bm} ai = — <€1jk6jak> 81a1 — <62jk8jak) 820,1 — (e3jk8jak> 83@1
= — (82a3 — 83&2) 81a1 — (83a1 — 81a3) 82a1 — (61a2 — 82a1) 630,1

= 83&281@1 — 82&381&1 + 01(1382&1 — 63(1162&1 + 820,103(11 — 81&263&1 .
S—_— S—_— ——

B o v gl
Al sumar ambos términos se eliminan los sumandos indicados con letras griegas, y queda como:

O am) (€Y9%0,a; ) — | (€™ a;) Oy | @' = Brazdras + Hra30
(0™a )(e jak> [(e ]ak> }a 2(133 202 20&%3&3
—03a202a9 —02a203a3 + 01a302a1—01a203a1
Q 7 A 5

y al compararlo con el desarrollo del lado derecho de (1.7) e identificar término a término queda

demostrada la igualdad:

Eljk (8jam) 8mak = (820,1) 81a3+((92a2 62a3+(82a3) 83(13—(83(11) alag— (83(12) 82a2— (83(13) 83@2 .

A = T by Q v
De igual manera se procede coni = 2 e 1 = 3.

Ejemplo 1.20 Utilizando la notacién de indices muestre si se cumple la siguiente identidad:
Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b.
Desarrollemos en indices el lado izquierdo:
V x (a x b) = €750;(eymald™) =(6}67, — 87,67)9;(a'b™) = 9y, (a’b™) — 8y (a'd)
expandiendo la derivada:

V x (axb) = 0", (a") +a'd,, (b™) —b'dy(a’) — 'y (b') = (b-V)a+(V-b)a—(V-a)b—(a-V)b.

Ejemplo 1.21 Tal vez, uno de los problemas que ilustra mejor el uso del dlgebra vectorial y la derivacién
de vectores es el movimiento bajo fuerzas centrales. La ley de gravitacién de Newton nos dice que para
un sistema de dos masas, m y M se tiene:
M dv dv.  GM _
ZFzma = mGz—u,«:m— = — =5 U.
T dt dt 7o
Es costumbre definir la velocidad areolar, v, como el area barrida por el radio vector posicion,

r(t), que describe la trayectoria de la particula:

2 Xdr R Xd(rﬁr) .. dr _ di, . di, 5. Xdﬁr
Vo =T — =7u =7rua =7ru r— =7"u .
@ dt " dt " " dt AT

Nétese que:

ar

d (. di . di . di
— [, x—L)=0 = 4, x — =c¢c = 2v, =720, X — = const,

dt dt dt dt
donde c es un vector constante, con lo cual:
dv GM GM (. . da,
&(VXVQ) = dtxva:T?nMurXVa:2{ur><<ur><dt>}

_ GM (o dn gy GMdn,
- 2\ )t T2 At
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Integrando:

vxva:Tﬁrer,

donde p es un vector arbitrario que aparece como constante de integracion.

Finalmente nos damos cuenta que:

" GM | GM
I"(VXVa) = ru,:-|—u+p :TT+TpCOS(0)

y entonces:
2
GM v2 2
2 a — GM
vE = r+rpcos(f) = r= = )
@ 2 peos(d) GM 4 peos(d) 1+ G?—]Z\’/[ cos(#)

que constituye la ecuacién de una curva cénica ;Cudl curva?

1.5.6 Integracion

Después de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos.

Encontraremos algunos objetos vectoriales a integrar y seran:

/a(u) du

o Integracion de un escalar a lo largo de un vector:

/Cqﬁ(a:,y, z) dr

o Integracion de un vector a lo largo de otro vector:

/a(:v, y,z) - dr

C

o Integracién de un vector por un escalar:

El primero de los casos es‘el tipo de integral que siempre hemos utilizado para encontrar la posicién a
partir de la velocidad. Los siguientes casos se conocen con el nombre de integrales de linea por cuanto
es importante la “ruta” o trayectoria que sigamos al integrar. Esto aparece indicado por la letra C en la

integral y serd evidente mds adelante. En general la integral de linea dependerd de la trayectoria.

1.5.6.1 Un vector por un escalar: [ a(u) du

El primer caso de este tipo integrales es el trivial que ya sabemos calcular:

/a(u) du = i/aw(u)du —|—j/ay(u)du + k/az(u)du _ (/ ai(u)du> i

La integral de un vector (en un sistema de coordenadas cartesianas) por un escalar se convierte en la
suma de tres integrales, cada una a lo largo de las componentes cartesianas del vector.

Recordemos que asi integramos la aceleracién en un movimiento parabdlico:

dv

dt
Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo, considere la integral:

/dt a><dQ—a —/dt i axd—a —@x% —/dtd axd—a —ax%—i—c
a2 ) dt dt de © At ) dt dt ) dt '

:a:fgl; = v:/adt:l;/gdt:l;gt +V0:fl;gt+iv(]x+jvoy+f<v0z.
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Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de la

/dt (axb) = [/dt (sijkajbk)} i

1.5.6.2 Un escalar a lo largo de un vector: [, ¢ (r)dr

notacion de indices:

El segundo objeto que “tropezaremos” es la integracion de funciones de varias variables a lo largo

de una curva determinada. Esto es:
/ ¢(z,y,z)dr = / o(z") (dxH— dyj + dzﬁ) = i/ P(z")dx —i—j/ P(z")dy + R/ P(z")dz.
C C C C C
La integral se nos ha convertido en tres integrales, las cuales son ahora componentes-de un vector. Esto

es posible dado que la base {1, ], R} es una base constante. Ahora bien, cada una de estas integrales son

interdependientes, dado que hay que seguir la misma curva C.

1.5.6.3 Un vector a lo largo de otro vector: /(

F(r) -dr
Quizd la integral de linea mds conocida sea una del tipo |, o F (r) - dr por cuanto nos la hemos “tro-
pezado” en el calculo del trabajo que realiza una fuerza. Todo lo que hemos considerado al parametrizar

la curva en el caso anterior, sigue siendo vélido.

/ F(r) -dr = / Fi(x,y,2) dI+/ Fy(z,y,2) dy+/ F.(z,y,2)dz = / Fi(2?) dz; .
C C C C C
En los préximos ejemplos ilustraremos casos de integracion a lo largo de varias trayectorias. Primero

integraremos un campo escalar y luego un par de campos vectoriales.

Ejemplo 1.22 Consideremos la siguiente funcién:
é (z,y) = 32° 4+ 2y.

Queremos calcular la siguiente integral de linea:
1,2

(1,2) (1,2) (1,2)
/ (3:1:2 +2y) dr = i/ (3:62 + 2y) da +j/ (3:62 + 2y) dy.
(0,0) (0,0) (0,0)

Se requiere especificar la curva C' a lo largo de la cual integraremos, en este caso, desde el punto
P, — (0,0) al punto Py — (1,2). Podemos ir por diferentes recorridos:
o Si recorremos la ruta C7: (0,0) — (1,0) — (1,2) podemos hacerlo de la manera més sencilla:
(0,0) = (1,0) = y=cte=0

(1,0) (1,0) 1
/ (31:2 + 2y) dr = i/ (3962 + 2y) dx = i/ (3562) dr =1,
(0,0) (0,0) 0

(1,0) - (1,2) = z=cte=1

(1,0 (1,2) 2
/ (3x2+2y)dr:j/ (3x2+2y)dy:j/ (3 + 2y)dy = 10j,
(0,0) (0,0) 0
con lo cual:
(1,2)
Ci < (0,0) = (1,0) = (1,2) = / (32 +2y) dr =1+ 10j.
(0,0)

ot cP
o Si hubiéramos seleccionado la recta que une a estos dos puntos como la curva C5 entonces:

Cy: y=2zr = dy=2dzx,
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esto es:
(1,2) (1,2) (1,2)
/ (31’2 + 2y) dr = i/ (3:r2 + 2y) da +j/ (3:r2 + 2y) dy
(0,0) (0,0) (0,0)

1 1
:i/ (327 +2(22)) da +j/ (32% +2(22)) 2dz = 31 + 6j .
0 0

En general la curva C se puede parametrizar y las integrales en varias variables se convertirdn en

integrales a lo largo del parametro que caracteriza la curva.

C:{e=uz(r),y=y(1),2=2(7)}

Por lo tanto:

B Ox (1) ; dy (1) i 0z (1) i
/Cé(x,y,z) dr—/oé(x(r),y(T),z(T))< 5y dri+ 57 drj+ o d k)
. dz (1) . Ay (1)
=i [ 0@z ) a4 [ 6600 20) G
0z (1)

+12/C¢(x(7),y(7),z(7)) 5 dr.

La parametrizacion de las curvas anteriores es muy simple:

T=T T =2 =T
cf = . P = . Oy =
y=20 Yy=r1 y=2T.
Con esta manera de parametrizar, la integral que resolvimos anteriormente tomando el camino C5:
(1,2) (1,2) (1,2)
/ (32° +2y)dr =1 / (32° +2y) dz +7} / (32% +2y) dy.
(0,0) (0,0) (0,0)

Queda ahora como:

(1’2) 1 1
/ (3302 + 2y) dr = i/ (37’2 + 47’) dr +j/ (37’2 + 47') 2dr = 31+ 6J,
(0,0) 0 0

yaque0 <7<1

Ejemplo 1.23 Consideramos el siguiente campo vectorial:
F(r)= (3562 + Qxy?’) 1+62y].

Queremos evaluar la siguiente integral:

(13v2) (1.5v2)
/( F(r)-dr = /( ((33:2 +2wy3)i+6myj) (dxi+dyj)

0,0) 0,0)
(1L3v2) (13v2)
= / (3x2 + 2xy3) dx + / 6zy dy .
(0,0) (0,0)
Consideremos que la curva que une esos puntos viene parametrizada por:
Oz (1) y (1)

=22, y=134+717 = =32 +1,

=47,

or or
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entonces, la primera de las integrales resulta:

(13v2) s, 3
/ (32° 4 22¢°) dx = / (3 (2r3)" +2(27%) (7* + 1) ) (47)dr
(0,0) 0
= /éE (16712 4 48710 1 4875 1 1675 4 487°) dr = 1 + 02 /5.
0 24024
Y la segunda:
(13v2) 7 65
/ ! 6xydy=/26(272)(73+7)(372+1)dr,:,
(0,0) 0 32
con lo cual:
(15v2) (13v2) (1.3v2) 97 - 9305
F(r)-dr:/ 3% + 2213 dx+/ 6$ydy:7+%\/§'
/(0,0) 0.0) ( ) ©0.0) 32 ' 24024

Ejemplo 1.24 EI campo de fuerzas de un oscilador anisétropo bidimensional se escribe como:

F = —kiz2i+ koyj .

(@2,y2)
/ F.dr,
(z1,91)

Encontremos el trabajo realizado

a lo largo de las siguientes trayectorias:
I (1,1) = (4,1) — (4,4)

41 . . (44) ~ . . 15k
/ (idx) - (—ki1x“1+ ko)) + / (dy) - (—k1161+ koy)) = —21k1 + ——.
(1,1) (4,1) 2

2. (1,1) — (1,4) — (4,4)

Ly X R (44) 9 . 15ko
/ (Jdy) - (—ki1 +kayj) + / (idz) - (—k1x*1 4 kod)) = —21k1 + ——.
(1,1) (1,4) 2
3. (1,1) — (4,4) siguiendo larecta x = y
(4,4) (4,4) 15k
/ (idz + jdz) - (=k1 2% + kyxj) = / (—ky2? + kox)dz = —21k; + 2
(1,1) (1,1) 2

Dejamos al lector que calcule el trabajo para la trayectoria y = 22,

‘ Practicando con SymPy ‘

1. Sympy nos permite hacer célculos con el operador V en coordenadas cartesianas, mas adelante
veremos que también es posible en otros sistemas de coordenadas. Los operadores que se pueden
expresar son: grad(gradiente), div (divergencia), curl (rotacional), laplacian (laplaciano).
Veamos como funciona si queremos calcular el gradiente de la siguiente funcion:

_ 2%+ y?
f= (332 +y2 + z2)1/2 :

[1]: import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import *
R = CoordSys3D('R')
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[2]:

[3]:

[4] :

[5]:

[6]:

[7]1:
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[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[6]:

[7]:

[8l:

Escribamos la funcién f

X,y,z = symbols('x y z')

f = (x*x2+y*%x2) / (xx*k2+y**k2+z+%2) %% (1/2)
f

:c2+y2
(22 +y2 + 22

)0.5

Ahora bien, los escalares base (o coordenadas) se implementan en una clase especial llamada
“BaseScalar” y se asignan a cada sistema de coordenadas, uno para cada eje coordenado x,y y z.
Estas variables coordenadas se utilizan para formar expresiones de campos vectoriales o escalares
en el espacio 3D. Se puede acceder a las coordenadas mediante las expresiones R.x, Riy y R.z
respectivamente.
Por lo tanto, para generar la expresion de un campo escalar se debe escribir de la manera siguiente
f = (R.x#x2+R.y**2)/(R.x**2+R.y**2+R.z**2)** (Rational (1,2))
£

xg? + YR
Vxr2+yr? + zr?

Nota: En SymPy los niimeros racionales se escriben como un par de dos enteros: el numerador
y el denominador, por lo que Rational(1,2) representa 1/2, Rational(5,2) representa 5/2 y asi
sucesivamente.

Por lo tanto, si se incluyen nimeros en una expresién de SymPy, se simplificardn automdticamente,
pero hay un inconveniente que se debe tener en cuenta. Si se escribe una fraccion § dentro de una
expresion SymPy, Python evaluard los dos niimeros antes de que SymPy tenga la oportunidad de
llegar a ellos. La solucién es simplificar uno de los nimeros, o usar la funcién "Rational".

Miremos el siguiente ejemplo:

x*x(1/2)

1,0.5

x*xx(S(1)/2) # simplifica uno de los enteros

Vo

x**Rational (1, 2) # se usa la clase Racional
N

Volvamos a escribir la funcion
f = (R.x*x2+R.y**2)/(R.x**2+R.y**x2+R.z**%2) *x (S(1) /2)
f

xR’ + yRr®
Vxr? +yr? + zr?
delop = Del()
gradient = delop(f)
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gradient
[8]: 0 xr® + yR . n 0 xgr? + YR ;
OXR, \/XR2 + yR2 + ZR2 8yR \/XR2 + yR2 + ZR2 R

9 xr” + yr’ -
kr
92r \/xg? + yRr? + zZR>

[9]: gradient.doit()

[ d

simplify(_)

[9]: (_ xp (XR°+YR®) 2xR ) iR+
(xr? +yr%+ ZRQ)% VXRr2 + yr? + zRr?
( vr (xr? + yr?) . 2R )j . < zr (xr? + yr?) ) A
(xp? +yr?+zr2)?  VXR?+YR® T 2R’ " (x? +yr? +2r?)*

También se puede llamar especificamente la funcién “gradiant”
[10]: from sympy.vector import gradient
gradient (f)
simplify(_)

[10] - (xR (xr? +yr2 + 2zR2)> ) . (yR (xr?+yr? + 2zR2)> :
3 R 3 R
(xr% + yr? + zr?)? (xr? +yr? + z2R?)?
ZR (XR2 + YR2) ~
_ - | kr
(xr? + yRr? + zR?)?
Hagamos uso de los otros operadores. Por ejemplo, dado el vector:
- 22 - Y2 - 52
T2+ 2y yQJ
calculemos la divergencia, V - a.

k
224y

[11]: A=R.x**2/(R.x**2+R.y**2)*R.1i+R.y**2/(R.x**2+R.y**2) *R. j+R.z**2/ (R.x**2+R.
—y**2)*R .k

A

2 2 2
[11]: L)i +(YR>~ +<ZR>1;
<XR2 fyr2) " \xr®+yr? TR\ XR2+ yr2) ¢

[12] : from sympy.vector import divergence

simplify(divergence(4))

[12]: 2(=xr’ —yr* + (xr* + yr?) (XR + YR + ZR))
(xr? + YR2)2

Calculemos ahora el rotacional V x a
[13]: from sympy.vector import curl
simplify(curl(A))

2 2 2 2 2 _ .
[13] <_YRR2) in + <XRR2> .- ( XRYR (xR y2R>> -
(xr? + yr?) (xr? + yr?) (xr? + yr?)
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[14]:

[14]:

[15]:

[15]:

[16]:

[16]:

[17]1:

[17]:

[18]:

[18]:

[19]:

[19]:

Finalmente, calculemos el laplaciano de f, es decir, v? f

from sympy.vector import laplacian

laplacian(f)
2y 2 2
(X 2 +y 2) 3ZR2 _ 3XR (XR +YR ) _ 4XR,2 o xR2+yR2 + 2
R R xr2+yr2+zr? _%(XR2+YR2+ZR2V xr?+yr?+zr? xr2+yr?+zr? n
3
(xr? + yr? + zr?)? Vxr2 + yr? + zr?
3YR?(XR2+YR?) . 4yRr? __ xr’+yr? 4+ 9
p)

(xr2+yr2+zr?)> xrZ+yr2+zr? xrZ+yr2+zr

VXr2+yRr? + zr?

simplify(_)

4ZR2

(xr? + yr? + zr?)

3
2

Podemos verificar rapidamente que: V2f =V - V f
divergence(gradient (f))

3xR> (XR2 + sz) AxR? h 3yR2 (XR2 + sz)
5 B 3 5 B
(xr%+ yr? +zr?)? (xr%+ yr? +2zr?)? (xr? + yr? +zr?)?
4yr® N 3zr* (xr* + yr?) 3 (xr2+ yr?) 4
(xr? + yr? + ZRQ)% (xr? +yr? + ZRQ)g (xr? +Fyr>+ ZRZ)% VxR? +yr? + zR?

simplify(_)

4zR?

(xr? + yr? +2R?)

3
2

. SymPy integra simbélicamente funciones por medio del comando integrate (expr, (x, a,b)). Esto

es, calcula la integral definida de la expr respecto de x con los limites de integracién a y b. Si se
omiten los limites de integracién se calcula la integral indefinida.

Por ejemplo, si queremos calcular la integral:
/a sin(z + b)3da

Escribimos:
a, b = symbols('a b')

integrate(a*sin(x+b)**3,x)

a <—sin2 (b+ ) cos (b+z) — MSS(HCC))

factor(_)

a (3sin® (b+ ) + 2cos? (b+ x)) cos (b + z)

3
Calculemos ahora el drea de la regién comprendida entre las funciones:
flx)=2®-322+1 y g(z)=—-z+1.

Es decir, vamos a calcular la integral:

b
/ f(@) - g(x))de.

62



Un comienzo a la derivacién e integracion de vectores

[20]:

[21]:

[21]:

[22]:

[22]:

[23]:

Aprovecharemos este ejercicio para aprender, entre otras cosas, a graficar y definir funciones.
f= xx*k3 - 3*x*k*2 + 1

g= -x+1

Para encontrar los puntos donde las funciones se interceptan utilizaremos el comando solve, que
resuelve la ecuacion algebraica y devuelve una lista de igualdades con las variables despejadas. Si
la expresidn a resolver no es una igualdad, se supone que se quiere resolver la ecuacién ya igualada
a cero.
Calculemos los puntos donde se interceptan las curvas:

ec=Eq(f-g,0)

s=solve(ec,x)

S

[0, 3/2 - sqrt(5)/2, sqrt(5)/2 + 3/2]

Si queremos los valores numéricos de los elementos de la lista anterior hacemos lo siguiente:

[(N(expr,3)) for expr in s]
[0, 0.382, 2.62]

Haremos la gréfica de las dos funciones.
En SymPy es necesario introducir las funciones como una lista, es decir, dentro de corchetes. Por
otra parte, le pediremos al programa que grafique para los valores comprendidos de: —1 < z < 3.

Entonces, para graficar las funciones f(x) y g(«) entre [—1, 3] escribimos el siguiente comando:

plot(f, g, (x, -1, 3), legend = True)

27 — x3-3xl+1
1-x

Procedemos ahora sf a integrar la funcién diferencia para encontrar el drea contenida dentro de las

dos funciones. En este caso serd la integral:

_V/5-3 V/5-3
Az/0 (f—g)dx+/_@_3(—(f—g))dw-
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[24]: a
b

s[1]
s[2]

[25]: integrate(f-g,(x,0,a)) - integrate(f-g,(x,a,b))

W A ) ) 0B (s ey (A

4 2 2 2 2 2 "9

[26]: | round(_,2)

[26]: 2.82
3. Calculemos ahora las dos integrales que aparecen en el ejemplo 1.23. Es decir las integrales:
(1.3v2) (1.3v2)
/ (3x2 + 2acy3) dz, / 6zy dy .
(0,0) (0,0)

donde hicimos los cambio de variables: z = 2t2, y = 3 + ¢, = da = 4¢dt, dy = (3t> + 1)dt

Escribiremos primero los integrandos:
[27]: dx, dy, t = symbols('dx dy t')

intl = (3*kx**2+2xx*y**3) *dx

int2 = 6xxxy*dy

Realizaremos el cambio de variable a través de las siguientes instrucciones
[28]: L=[(x, 2*t**2), (dx, 4*t), (y, t**3+t),(dy,3*t**2+1)]

el =intl.subs(L)

e2 =int2.subs(L)

el, e2

[28]: (4xtx(12xt**4 + Axt*xx2%x (t**3 + t)**3), 12%tk*k2%x(3*xt**x2 + 1) *(t**x3 + t))

Podemos introducir las integrales sin evaluarlas en el momento. En este caso la funcién no es

evaluada y devuelve una expresion simbdlica o imagen pictorica.

[29]: Integral(el, (t,0,1/sqrt(2)))

[29]: g

L/a4t<12t44—4t2(t3—%t)3) dt
0

Para hacer efectivo del célculo de la integral se puede escribir

[30]: (_).doit()

[303% 9305v2
24024

[31]: Integral(e2,(t,0,1/sqrt(2)))

+1

V2

[31]: 2
/1%1(&2+U(§+¢)ﬁ
0



[32]:

[33]:

[34]:

[35]:

[36]:

[37]:

[38]:

[39]:
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[32]:

[33]:

[34]:

[35]:

[36]:

[371:

[38]:

[39]:

(1) .doit ()

65
32

. Como ya se mencioné en el apéndice 6 se puede asignar una expresion a una variable o definir una

funcién. Veamos nuevamente cémo se hace.

Consideremos el movimiento de una particula que sigue la trayectoria:

L
m:x0+vot+§at .
Primero escribiremos la expresion y se la asignamos a una variable que llamaremos z.
x0, v0, a, t = symbols('x0 vO a t')
X = x0+vO*t+a*xt**2/2
X

2

at
5 + tvg + 29

Si queremos evaluarla para algin valor de la variable ¢, digamos ¢ = 1, entonces podemos escribir:
x.subs(t,1)

+ +
(Y x
2 0 0

Si lo que queremos es evaluar la expresion con el resto de pardmetros podemos hacer una lista de
pardmetros

P= [(t, 1), ( a,-9.8), (x0, 0),(v0,10)]

x.subs (P)

5.1
Las sustituciones se realizan pero no se asignan a las variables. Podemos ver que x sigue siendo
lo que le asignamos originalmente.
X
2

at
7 + tvo + 2o

La velocidad y la aceleracion son funciones faciles de calcular:
v=diff(x,t)

A%

at + vg
a=diff(x,t,2)

a

a
v.subs (P)

0.199999999999999
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[40]: a.subs(P)

[40]: —9.8
Ahora definamos la expresion anterior pero como la funcién x(¢). Para definir funciones en SymPy
debemos hacer lo siguiente
[41]: def x(t):

return x0+vOxt+axt**x2/2

[42]: x(t).subs(P)

[42]: 5.1
[43]: x(1)
[43]: g + vg + xo

[44] . x(t).diff(t)

[44] : at + vg
[45]: def v(t):

return a*xt+v0
[46]: v(1)

[46] : a+ v
[47]: v(t) .subs(P)

[47]: 0.199999999999999

5. Cuando necesitemos manejar campos vectoriales podemos utilizar lo aprendido hasta ahora. Vea-
mos el primer ejemplo de 1.16 donde:
r = 3t% 4 (4t — 1)j + tk.
Escribamos el vector posicion:

[48]: = 3*t*kx2+4R.1 + (4xt*x3 + -t)*R.j + t*R.k

r
r
[48]: (3t)ir + (4t — ) jgr + (1) kr

[49]: v=r.diff(t)

A%

[497" (6t)ir + (126 — 1) jg + kr
[50]: a=r.diff(t,2)

a

[50]: (6)Ir + (24t) jr
Dado un vector arbitrario u



[51]:

[52]:
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[61]: bx, by, bz = symbols('bx by bz')
u = bx*R.i + by*R.j + bz*xR.k

u

~

(bz)ir + (by) jr + (b2) kr
[52]: v.dot(u)

6bat + by (12t* — 1) + bz
[53]: solve(_,bz)

[53]: [-6*bx*t - 12%byxt**2 + by]

1.5.7 Ejercicios

1. Demuestre que:

(a). %[a-(bxc)]:%-(bxc)+a-(%xc)+a~(bx%)

o[- (< )| = (3 5)

(). Vx(Vxa)=VV.a—-V.Va

). V x (6Ve) =0

(e). Vx[ax (V xa)l=0,sia=a.(y,2).

2. Considere que:

or=zi+yj+zk=2,
o a=a(r)=a(z,y,2) =a(z,y 21 yb=D>b(r)=b(z,y,2) = b(z,y,2)i,
o 6= Br) = B,y 2) Y= B(r) = (Y, 2).

Utilizando la notacién de indices, e inspirdndose en el ejemplo: 1.14 demuestre las siguientes

identidades vectoriales:

(2). V(¢y) = 6V + Vg

(b). V- (¢a)=¢V -a+ (Vo) -a.

(). VxVo=0.

(d). V+(V x a) (Qué puede decirde V x (V -a)?
()0 V-(axb)=(Vxa)-b—a-(V xb).

(). Vx (V xa)=V(V-a)—Va.

3. Paralos vectores dados a continuacion, encuentre dr/ds

(). r =ti+3t% — (t — Dk, y t = In(1 + s?).

(b). r = sen(t)i+ cos(t)j + tan(t)k, y t = 2 + s°.

4. Una particula describe un movimiento dado por el vector posicion r. Encuentre la componente de

su velocidad en la direccién del vector indicado:
(a). T =121+ 4cos(2t)j + 3sen(2t)k,  2i+j+ 2k.
(b). T = 3cos(t)i+ 3sen(t)j + (12 — 2)k, i+2j—k.
5. Siu, vy w son funciones que dependen del pardmetro ¢, demuestre que:
(). %[u-(vxw)]:u-(vx%—‘;’)—l—u-(%><W)—|—%‘-(V><W).
(b). Sux(vxw)]=ux(vx ) +ux (¥xw)+Px(vxw).
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6.

10.

12.

Siu=2—t%+k v=2i+3tj+tkyw = ti+ 2tj — tk. Utilice el resultado del ejercicio (a)

anterior para encontrar: & [u - (v x w)].

CSiu=ti—tj+ 2k, v = —ti+ 2tj — t?k yw = 21— 2t] + tk. Utilice el resultado del ejercicio

d

(b) anterior para encontrar: 3; [u X (v X w)].

. Encuentre el gradiente de los siguientes campos:

(a). ¢(x,y,2) = 2 + 3zyz — y22.
(0). ¢(z,y,2) = (22 + 2% + 422) .

. Encuentre la divergencia de los siguientes campos:

(a). a(z,y,z) = 2251 + y222) + 22°k.

(b). a(z,y,2) = (1 — z2)i+ sen(yz)j + e*Vk.
Encuentre el rotacional de los siguientes campos:
(a). a(x,y,2) = vyz21 + 2%yzj + zy’k.

(b). a(x,y, z) = senh(zy)i 4 cosh(yz)j + zyzk.

. Evalte las siguientes integrales:

(a). [ (tsen(t)i + 2t%) — 7tlA<> dt.
®). [ (cosh2(t)i + 2sen?(2t)j — R) dt.
Un campo de fuerza:
F=—kai—kyj,

actia sobre un oscilador. Compare el trabajo hechoal moverse en contra de este campo al ir desde
el punto (1, 1) al punto (4, 4), siguiendo los siguientes caminos:

(). (1,1) — (4,1) — (4,4),

(b). (1,1) = (1,4) — (4,4),

(c). (1,1) — (4,4), siguiendo el camino: x = .

. Dado el campo de fuerza:

y 4.
w2 +y? 2?4y

2
Calcule el trabajo hecho en contra de este campo de fuerza al moverse alrededor de un circulo de
radio uno y en el plano = — y.

(a). desde 0 a'm en sentido contrario a la agujas del reloj.

(b). desde 0 a —m en sentido de las agujas del reloj.

%r-dr.

. Evaluar la siguiente integral:

. Una particula se mueve bajo la ley r(¢) = z(t)i + y(¢)j + z(t)k, con:

a(t) =2t%  y(t)=t>—4t; 2(t) =3t —5.
Donde el pardmetro ¢ representa el tiempo. Encuentre las expresiones para la aceleracién y la

velocidad de la particula, para t = 1y en la direccién del vector 1 — 3j + 2k.

. Suponga ahora el caso general de una particula que se mueve en una curva descrita por:

r(t) = 2(ti+ y(1)j + 2(Dk.

Muestre que el vector velocidad es tangente a la trayectoria descrita.

. Encuentre la ecuacion vectorial para una trayectoria recta que pasa por los puntos P — (1,2,3) y

Q _> (17 17 1)'
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18. Encuentre el dngulo entre los siguientes planos: z +y+2=9yx+y — 2z = 3.
19. Un fluido se considera irrotacional si su campo de velocidades v = v(r) = v(z, y, z) cumple con

la ecuacion: V x v = 0. Suponga, ahora que:

v=(x+2y+az)i+ (bx — 3y — 2)] + (4o + cy + 22)k.

(a). Encuentre el valor de a, by c para que este campo de velocidades sea irrotacional.

(b). Es intuitivo convencerse que si V x v = 0 = v = V1. Encuentre la expresion para la
funcién potencial ) = ¢ (r) = ¥ (x,y, 2).

20. Considere la siguiente integral: I = fc dr - v. Donde v es el mismo campo del ejemplo anterior
y C es el circuito a recorrer.

(a). Calcule el valor de la integral I a lo largo del trayecto: (0,0,0) — (1,1,0) mediante una
segmento de recta. Luego, de (1,1,0) — (2,0,0) a lo largo de otro segmento de recta.
Finalmente regresando (2,0,0) — (0,0, 0) también siguiendo una recta.

(b). Calcule el valor de la integral I de (0,0,0) — (2,0, 0) alo largo de unarco de circunferencia
que cumple con la ecuacién: (z — 1)? + 32 = 1. Ahora regresando de (2,0,0) — (0,0,0)
también a través de una recta.

(c). ¢{Qué puede concluir del campo v?

1.6 Vectores y nimeros complejos

Desde los primeros cursos de matemadtica nos hemos tropezado con las llamadas raices imaginarias

o complejas de polinomios. La solucién a un polinomio cibico:

T=2
=302 4+4r—-12=0 = { o=-2 p = (x+2i)(z—2i)(x—3)=0,
z=3
o cuadrdtico:
9 T =21 . )
“+4=0 = = (x+2i)(x—2i) =0.
T=—-2
Como no se entendfa mucho se considerd definir 72 = —1. En la seccién 1.6.2 veremos una presentacién

mas acertada del significado de esa igualdad.

De lo anterior podemos ver que al multiplicar el nimero imaginario ¢ por cualquier nimero real
obtendremos el nimero imaginario puro ¢b, con b € R. La nomenclatura de nimeros imaginarios surgio
de la idea de que estas cantidades no representaban mediciones fisicas. Esa idea ha sido abandonada pero

quedo6 el nombre®.

°] os numeros complejos comienzan a aparecer en los trabajos de Cardano (1501-1576) y Bombelli (1526-1672) mientras
estudiaban las raices de la ecuacidn cubica . Pero es a René Descartes (1596-1650) a quién se le atribuye la afirmacién: “ciertas
ecuaciones algebraicas sélo tienen solucién en nuestra imaginacién” y utilizo el término “nimeros imaginarios”. Caspar Wessel
en 1799 y Jean-Robert Argand en 1806 proponen la estructura del plano complejo y la representacién de la unidad imaginaria
como el punto (0, 1) del eje vertical de dicho plano. Pero el término, hoy usado de “niimeros complejos” se debe a Johann Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).
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1.6.1 Los niimeros complejos y su algebra

Un niimero complejo, z, es la generalizacién de los nimeros imaginarios (puros), ¢b. Esto es:

=a+1ib cona,be R = a— partereal
b —  parte imaginaria.
Obviamente los nimeros reales serdn a + 70 nimeros complejos con su parte imaginaria nula. Los
nimeros imaginarios puros serdn nimeros complejos con su parte real nula, esto es, 0 + ¢b. Por ello, en
general diremos que:

z=a+ib & a=Re(z) A b=Im(z),

es decir, a corresponde a la parte real de z y b a su parte imaginaria.
Cada nimero complejo z tendra asociado un nimero complejo conjugado z* tal que:

z=a+1b = z'=a-—1b,

)=z AN z-2*=d>+b?,
claramente:

22220 = 2P =P =22 =a? 4 0%,

Es importante sefialar que, en general, no existe relacién de orden entre los nimeros complejos.
Vale decir, que no sabremos si un nimero complejo es mayor que otro. No estd definida esta operacion.
21 %20 V21 £ 2.

Las relaciones de orden sélo se podrédn establecer entre médulos de nimeros complejos y no nimeros
complejos en general.
Réapidamente recordamos el dlgebra de los niimeros complejos:
o Dos nimeros complejos serdn iguales si sus partes reales e imaginarios lo son:
21 = 2y & (a1+ib1):(a2+ib2) S ar=ay AN by =by.
o Se suman dos nimeros complejos sumando sus partes reales y sus partes imaginarias:
23=21+ 20 & (a1 ~+ ibl) + (CL2 —l—ibQ) = (CL1 —|—a2) +i(bl + bg) = asz + ibs,
o El conjugado de un nimero complejo cambia el signo a la parte imaginaria
(a1 + ibl)* = (a1 - ibl) ,
y claramente z + z* = 2 Re z, también z — z* = 2 Im z. Igualmente es inmediato comprobar que:
(21 +22)* =27 + 2.
o Se multiplican nimeros complejos por escalares multiplicando el escalar por sus partes reales e
imaginarias:
z3=az1 < afa;+ib1) = aa; +i(aby) .
o Se multiplican niimeros complejos entre si, multiplicando los dos binomios y teniendo cuidado
que i2 = —1:
23 =2122 & (a1 +1ib1) - (a2 +ib2) = (a1a2 — biba) + i(a1ba + b1as),
también es inmediato comprobar que (2122)" = 27235.

o Sedividen nimeros complejos siguiendo la estrategia de racionalizacién de fracciones irracionales.
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Esto es:

21 aj + iby _ (a1 +1b1) (ag — ib2) _aja + b1by bias — a1by
Z  ap+iby  (ap+iby) (a2 —iby) a2+ 02 | a2+ 02
es claro que el divisor serd cualquier nimero complejo excepto el cero complejo: 0 + 0.

zZ3 =

)

1.6.2 Vectores y el plano complejo

Mirando con cuidado el dlgebra de nimeros complejos nos damos cuenta que un niimero complejo

puede ser representado por una dupla de nimeros, es decir:
z=(a+1ib) = z=(ab).
Las propiedades entre nimeros complejos de igualdad, suma y multiplicacién por un escalar arriba
expuestas se cumplen de forma inmediata con esta nueva representacién. Hay que definir las operaciones

de multiplicacién y divisién entre nimeros complejos de forma que:

(a1,b1) aiaz + byba brag — aibs
b by) = — b1b b b A = .
(a1,b1) (az,b2) = (araz — bibz, a1by + bias) (02, 02) 21 L a2 R

Con estd definicion para la multiplicacién de nimeros complejos podemos ver que si la unidad

compleja viene representa por el par ¢ = (0, 1), entonces

i2 =ii = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

La asociacién de un nimero complejo con una pare-
ja de nimeros inmediatamente nos lleva a imaginar
un punto (x,y) en un plano (complejo), la prime-
ra componente (horizontal) representa la parte real
y la segunda componente (vertical) representa la
parte imaginaria.

De esta forma asociamos un nimero complejo a un
vector que une ese punto (x,y) con el origen del 2=z —iy
plano complejo.

Como mencionamos con anterioridad, todo niime-
ro complejo z tiene asociado su ndimero complejo
conjugado z*.

v

Figura 1.10: Representacién del plano complejo.
El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el
eje vertical el nombre de eje imaginario.

La representacion geométrica de z* no es otra cosa que la reflexion de z respecto al eje real. Como
puede verse en la figura 1.10.

Por otro lado, |z| = v/zz* viene a ser la distancia del punto (0,0) al punto (z,y), es decir, la
longitud o norma del vector (z, y). Esta representacién de nimeros complejos como vectores en el plano
(complejo) se conoce con el nombre de Diagrama de Argand?® a pesar que no fue Jean Argand, sino

Caspar Wessel? el primero en proponerlo. Por cierto, esta interpretacion fue tres veces redescubierta,

20Jean Robert Argand (1768-1822). Contador pero matemdtico aficionado, propuso esta interpretacién de nimeros complejos
como vectores en un plano complejo en un libro autoeditado con sus reflexiones que se perdié y fue rescatado 7 afios después,
fecha a partir de la cual Argand comenzé a publicar en Matematicas. https://es.wikipedia.org/wiki/Jean-Robert_
Argand.

2lCaspar Wessel (1745-1818) Matemadtico que se dedicé principalmente al levantamiento topogréfico de Noruega. Su trabajo sobre
los nimeros complejos permanecié desconocido por casi 100 afios. https://es.wikipedia.org/wiki/Caspar_Wessel.
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primero por Caspar Wessel en 1799, luego por Jean Argand en 1806 y finalmente por Gauss?? en 1831.
De esta manera, como un recordatorio al plano real podemos ver que:
r=Vzz* = |z| = /22 + 2
z=x+1y = z=r(cos(f)+isen(d)), con:
)
tan(f) = = .
n(o) =2
El dangulo 6 que el nimero complejo z forma con el eje real positivo en el plano complejo, se denomina
argumento de z y se representa como arg z. El argumento de un nimero complejo es una funcién
multivaluada, lo que significa que existen infinitos valores posibles para # que describen el mismo
ndmero complejo. Esto se debe a que las funciones cos 6 y sen # son periddicas, con un periodo-de 27r.
Por ejemplo, § = 37/2y § = —x /2 son ambos argumentos de z = —i. En general, si-f es un argumento
de z, todos los valores:
0+2mn=argz, neZ (z#0),
también son argumentos de z. Para evitar esta ambigiiedad, se define la “rama principal” del argumento
de un nimero complejo, que se denota Arg z, y se elige dentro de los siguientes intervalos:
Argz € [0,27], argz= Argz+2mn, ncZ
o bien:

Argz € [-m, 7|, argz=Argz+2mn, necZ.

Bajo esta convencidn, tenemos las siguientes equivalencias:

r=Re z < componente real del vector z o-parte real de z

y=Im z < componente imaginaria del vector z o parte imaginaria de z
r=+/z2z* =|z| < mobdulo, magnitud o valor absoluto de z

0 < angulo polar o fase del nimero complejo z .

La interpretacion vectorial de nimeros complejos permite que la suma de ndmeros complejos:
Z1 = 1 + 11 Y 22 = T+ tys sea representada por la “regla del paralelogramo”, es decir, en la
representacion grafica de la suma es facil ver que 21 y 2o limitan un paralelogramo cuya diagonal es
21 + z9.

Mientras que los productos escalar y vectorial nos llevan a:

z1-2z2=Re(z125) = Re(2{z2) AN 21 X z2=1Im(2]22) = —Im(z123) .
Volviendo nuevamente a la relacion |z| = v/zz*, observamos que:
o |2’122| = ‘21| |ZQ’.
Ya que si |21 22, |21| y |22| son cantidades positivas, entonces:

|2122]” = (2122) (2122)" = 21222725 = 21252023 = |21 |22 = (|| 22])” -

o |21+ 22| < 21| + |22].

22Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Uno de los matemédticos mds geniales y precoces de la Historia. Desde los 7 afios
comenzd a mostrar sus condiciones de genialidad. Sus contribuciones en Astronomia y Matemadticas son miiltiples y diversas.
https://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss.
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Veamos:

1+ 2 = (14 2) (14 2) = (1 +2) (Z + 2) = 2127 + 2025 + 2125 + 2} 20
= |z1* + [22)* + 2Re(z125) < |21 [* + |22 + 2| Re(2123))]
<zt + 22z = 12 [z + 21z 125] = 2 + |2l + 22 |2
= (lz1] +|22)* -

Notemos que la igualdad |z; 4 22| = |21] + |22] se satisface si, y s6lo si, Re(z125) = |2125].

1.6.3 Producto escalar

El producto escalar definido con anterioridad para vectores puede ser redefinido al caso de vectores

con componentes complejas.

Definicion 1.1 (Producto escalar complejo)

Dados los vectores: a = a'i; y b = b'i;, con {a’} y {b'} € C, entonces

a-b=(a)"b.

., S\ % . . L,
Notemos que con esta definicidn, el producto a - a = (az) a; siempre serd un nimero real. Por lo

tanto:

la| =va-a €R.

Esta definiciéon hace que ahora cambien algunas de las propiedades del producto escalar.

a-b = (b-a)", (1.8)
(Aa)-b = A"a-b, (1.9)
a-(Ab) = Xa-b. (1.10)

1.6.4 Foérmulas de Euler y De Moivre

En cursos anteriores nos hemos encontrado con las series de Taylor?? para funciones analiticas?*.
Esta serie permite expresar cualquier funcion analitica alrededor de un punto xy de su dominio, como

una serie infinita de potencias del argumento de la funcién. Esto es:

_ df (=) 1 d*f (x) 2, 1 &f(2) 3
J@) = T+ |,_, @by T | @ o)y Tam| (@ m ey
O de manera equivalente:
n 1 d" f(z)
f(z)=Cp(z—x0) con anawx:xo y n=0,1,2,3,...

Si consideramos que xy = 0, podremos ver a continuacién algunos desarrollos en series de funciones

23Brook Taylor (1685-1731) Fisico y Matematico inglés contempordneo de Newton y Leibniz y junto con ellos participd
profundamente en el desarrollo del cdlculo diferencial e integral. Ademas de sus aportes al estudio del magnetismo, capilaridad
y termometria, desarroll6 el drea de diferencias finitas que hasta hoy utilizamos para cdlculos en computacién. Inventd la
integracién por partes y descubri6 la serie que lleva su nombre. https://es.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor.

24Bésicamente, una funcion analitica es una funcién que puede expresarse como una serie de potencias convergente.
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elementales:
1 1 . 1 1 1 1
T q 1o, 1, L a4 L 5 1 &, L .
¢ TEE T AT T or T 10" T 7a0” Troaw” T
1 1 1
— 12 A = 6
cos(x) 5% +24x 750> +

B 1, 1 . 1
sen(w) = ¥ = 5r+ 557~ 5oi0”

Es ficil convencerse que para la serie de e” se tiene:

. 1, 1 1 1 1 1
0 . 2 -n3 4 o) 6 -n7
— 1 4if— 02— i 0t —ipP — 5 — 07 4+ ...
c T g T g™ T 70” Ts0a0” T
y que puede arreglarse como:
A 1 1 1 1 1 1
10 2 4 6 . 3 5 7
— (12024 —p*— — S 4...... 0— 93+ — 95— —— 9T 4+ ..o,
‘ < 2" Tog” T’ ) * Z( 6" 120" " 50a0" >
cos(0) sen(6)

obteniéndose la importante relacion:
¢ = cos(0) + isen(d),
conocida como la relacién de Euler?. La férmula de Euler, para —m <6 < 7 implica los siguientes

simpéticos resultados:

)

i=¢e3, —1=¢€", —i=e 'z, 1=¢2" conk=0,+1,+2 43...

O

Entonces, tenemos tres formas de representar un nimero complejo:
z=a+iy = z=]|z|(cos(@) +isen(d)) = z=|z]e".
La expresion z = x + iy se conoce como forma cartesiana de representacién de un nimero complejo,
la forma z = r (cos(f) + isen(#)) serd la trigonométrica o polar y la expresién z = re? serd la
representacion de Euler.
Es importante notar una sutileza implicita en esta notacion. La forma cartesiana representa univo-

camente a un nimero complejo, mientras que la forma polar (y la de Euler), es ambigua, ya que:
z =r(cos(f) +isen(f)) =r(cos(d + 2nmw) +isen(f + 2nmw)), n=0,+1,+£2, 43, ...

Es decir, existen varios valores del argumento que definen el mismo nimero complejo.

En este par de ejemplo mostraremos algunos otros resultados que emergen de los nimeros complejos

Ejemplo 1.25 El ntimero z =1 + v/3i lo podemos representar de las siguientes maneras:

Z=1+ \/§z — 231=2 [cos (g) +isen <g)}

s . v . ™
= 2e(5H2nm)i _ o [cos <§ + 2n7r) + isen <§ + 2n7r>} :
Debemos tener en cuenta que r es siempre positivo, mientras que 6, como ya fue mencionado, puede
tomar infinitos valores incluyendo valores negativos. El dngulo 6 se relaciona con las coordenadas

cartesianas por la ecuacion tan(f) = y/x y es necesario especificar el cuadrante para su célculo.

25Leonhard Euler (1707-1783). Uno de los matemadticos mds prolificos de todos los tiempos. Desarrollé inmensamente campos
como la geometria analitica y trigonometria, siendo el primero que consideré el coseno y el seno como funciones. Hizo aportes
significativos en el desarrollo del célculo diferencial e integral, astronomia, elasticidad y mecdnica de medios continuos.
https://es.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler.
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Otro aspecto a rescatar de la forma de Euler o ex-
ponencial, es que la ecuacion:

z=re", 0<6<2r,

no es mds que una representacion paramétrica del
circulo |z| = r, es decir, de un circulo de radio r y
centrado en el origen.

Por lo tanto, un circulo centrado en zp y de radio R
tendrd como ecuacién paramétrica:

|z — 2| =R = z=2z+ Re?, ] )
Figura 1.11: Representacién en el plano complejo

con 0 < @ < 2m. Como podemos apreciar en la del circulo [z — 2| = R.

figura 1.11.
Ejemplo 1.26 Un nimero complejo, digamos z = —1 — 1 (tercer cuadrante) tendrd como valor principal:
Y . 3T
tan(f) == =1 = Arg(—1—14)=——.
an(0) = 2 (1) = =

Este valor estd dentro del intervalo [—7, 7], es decir, en la rama principal del argumento. Nota: no debe

tomarse el valor —%r, ya que no se encuentra en el intervalo [—, 7r]. Lo que si es cierto es que:

3
arg(—1 — i) = —f +onm,  n=0,4142 43 ..

lo cual describe todos los posibles valores del argumento de 2.

Es claro que las sumas de nimeros complejos se plantean mds facilmente en su forma cartesiana.

Mientras la multiplicacién y division serdn directas en la forma de Euler. Si z; = |2; |ei€1 y 22 = |22 ]ei92 ,
entonces:
2120 = |21]€ | 22]€2 = |21 || 23]€? 1 T92) = |21 29| (cos (01 + 62) + isen (6 + 63)) . (1.11)

Esto significa que para multiplicar dos nimeros complejos se debe, por un lado, multiplicar sus
moédulos y por el otro, sumar sus argumentos. Geométricamente, al sumarse los argumentos, la mul-
tiplicacion es en realidad un giro en el plano complejo por el producto de sus médulos, es decir, si

multiplicamos un nimero por %, el resultado es un giro de un cuarto de vuelta hacia la izquierda, es por

eso, que 12 = —1 = '™,
Mientras que para la division:
2 =le® 2 0,6, _ 12l ,
— = = ¢ = —(cos (61 —f02) +isen (A1 — 62)) .
5 ald® |zl 22l (cos ( ) ( )

Podemos notar de esta dltima expresion que el inverso de un nimero complejo diferente se cero es:
_ 1 1 _,

P 1_ - _ - e 6
z e

Se puede mostrar que a partir de (1.11) y de (1.12) resulta que:

(1.12)

arg(z122) = arg(z1) + arg(z2),

21
arg =

Seguimos mostrando ejemplos de resultados con nimeros complejos.

arg(z1) — arg(z2) .
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Ejemplo 1.27 Vimos en el ejemplo 1.26 que para el nimero complejo z = —1 — 4, resultaba que
3
arg(—1 — i) = _Zﬂ +onr n=0,+1,42, 43, ...

Si lo queremos escribir en la forma exponencial tenemos que hacer lo siguiente:

2 = (—1)2+ (12 =v2 = —1—i=+v2e"(%).

Pero en realidad hay infinitas posibilidades para la forma exponencial de z = —1 — i:

1 — =2 0 41,42,
Ejemplo 1.28 Consideremos los nimeros z = 2 + 2i y z = —+/3 + i y representémoslo en la forma
polar.

Para representar z = 2 + 27 en la forma polar debemos calcular primeramente su médulo:

2l = Va2 + 97 = V22 + 22 = VB =2V2.

y luego el argumento:

tan(f) = L ; = 0 = arctan(l) = Z—
x

Por lo tanto, z = 2 + 2i = 2v/2(cos(w/4) + i sen(/4)), es un punto ubicado en el primer
cuadrante cuyo radio vector hace un dngulo de 45° con respecto al eje z.

En cambio, para el niimero complejo z = —+/3 + 4, resulta:

2l =/ (—V3)2 +12 = VA= 2, 0= arctan (-\%) --Z.

Aqui debemos tener cuidado, pues el argumento principal en realidad es:

9:7T—E25—7T.

6 6
z = —/3+i=2(cos(57/6) + i sen(57/6)), es un punto ubicado en el segundo cuadrante cuyo radio
vector hace un dngulo de 150° con respecto al eje x.

Por otro lado, notemos lo siguiente: si z = = + iy, entonces
e =el*t) — %W = % (cos(y) + isen(y)) ,
y a partir de la relacién o formula de Euler se puede demostrar
2" = 2" (ei9>n = |z["e™? = |z|" (cos(f) + isen(h))" = |z|" (cos (nd) + isen (nh)) ,
con n entero.

De manera que llegamos a la férmula de De Moivre?26

[cos(#) + isen(A)]" = cos (nf) + isen (nf) , con n entero.

1.6.4.1 Algunas aplicaciones inmediatas de la férmula de De Moivre

Presentaremos algunas aplicaciones inmediatas la formula de De Moivre en diferentes dmbitos,

algunas de estas aplicaciones seguramente las recordamos de nuestra educacién media.

26 Abraham De Moivre (1667-1754), matemadtico francés que tuvo que emigrar a Inglaterra por razones religiosas. Contemporaneo
de Newton, Leibniz y Halley, fue pionero con sus contribuciones en geometria analitica y teoria de probabilidades. https:
//es.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre.
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1. Identidades trigonométricas
La primera de las aplicaciones de la férmula de De Moivre es para construir identidades trigo-
nométricas en las cuales se expresa el coseno, o el seno, de factores de un dngulo. Veamos las
siguientes (nada triviales) identidades trigonométricas:
cos(30) = 4 cos®(0) — 3 cos(0) 0 sen(360) = 3sen(f) — 4sen>(0).
Para demostrar estas (y otras) identidades utilizamos la férmula de De Moivre, es decir:
cos(36) + isen(360) = [cos(f) + isen(6)]?
= cos>(6) — 3cos(8) sen?() + i 3 cos?(#) sen(f) — sen3(9)] .
Igualando ahora parte real e imaginaria tendremos:
cos(30) = cos®(6) — 3cos(f) sen?(A) = cos®(#) — 3 cos() 11— cosQ(G)] = 4cos®(0) = 3 cos(h)
sen(36) = 3 cos?(f) sen(d) — sen®(#) = 3 [1 — sen?(0)] sen(d) — sen’(0) = 3sen(d) — 4sen*(9).
El método puede extenderse a expresiones de senos y cosenos de n6.
Igualmente podemos desarrollar un método para encontrar expresiones de potencias de funciones
trigonométricas en término de funciones de factores de dngulo del tipo
(cos(0))" = F (cos(nd),sen(nh)) .
Para empezar, supongamos que tenemos un nimero complejo de médulo 1, de tal forma que
2"+ zi" = 2 cos(nb)
z=e® = cos() +isen(d) =

n

1
2" — — = 2isen(nf) .
Zn

Estas identidades surgen de manera inmediata a partir de lo siguiente
2"+ zi” = [cos(0) +isen(0)]" + [cos(0) + isen(h)] "
= [cos(nf) + isen(nd)] + [cos (—nB) + isen (—nb)]
= cos(nf) + i sen(nd) + cos(nh) — isen(nf) = 2 cos(nd) .

Puede demostrarse la segunda de las afirmaciones anteriores. Supongamos ademds que n = 1,

con lo cual se cumple que:

1 . , 1 . .
2+ = =% 4 70 = 2c0s(h) y z—==¢e% — e = 2sen(9),
z z

que también lo sabfamos desde la mds temprana edad de nuestros cursos de bachillerato.

Ejemplo 1.29 Ahora podemos ver que a partir de

cos(0) = % <z 4 i) ,

es posible construir expresiones como:

5 5 3
€08 (6) 25 (Z Z) 25 |:<Z 25> (5Z 2’3> < 0z z >:| ’

es decir: .
cos®(#) = % [2 cos(560) + 10 cos(36) + 20 cos(8)] .

De la misma manera se puede proceder con otras potencias y obviamente con potencias de la

funcion seno.
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2. Raices de polinomios
Las raices de un nimero complejo se obtienen de la relacion:

21/ — 2] (cos (6) + i sen (8))]/" = |2 [ (“n?’”) tisen (9*2’”)] ,

n
donde k = 0, 1,...n—1. De manera que la férmula de De Moivre nos puede ayudar para encontrar
raices de polinomios.

Supongamos, para empezar, que queremos encontrar las n raices de la ecuacion:
2t =1.
Para ello procedemos con el siguiente artificio:
2" =1 =e®™) = cos (2rk) + isen (27k) , donde k = 0,1,2; ...

con lo cual las n raices de la ecuacion z"™ = 1 seran:
2k

=1 = ei(Qﬂ—k) = 2z = el(T) , (113)

esto es:

2mi( =2 2mi(2=1)

20=1; 21 = eQM(%); 29 = e27ri(%)' 23 = ezﬂi(%); cer Zpeg =€ n ); Zpe1 =€ ,

Y

es decir, n raices corresponderdn a los n valoresde k = 0,1,2,---n — 2, n'— 1. Mayores valores
de k no proveen nuevas raices.

Las raices de la ecuacién 23 = 1 serdn entonces:

z:e%%) = z0:17 21261(2%), 22261(%).

Como veremos mds adelante, estas propiedades pueden extenderse a raices de polinomios que
contengan mds términos.

Una afirmacién que se nos ha ensefiado, pero que quizds no conocemos su justificacién, es la
siguiente: si un polinomio con coeficientes reales tiene raices complejas, éstas seran complejas

5 — 24422 —2 = 0 tiene como raiz (1 + 7), también

conjugadas entre si. Es decir, sila ecuacion z
tendrd como raiz (1 = 1).
Esta afirmacién se prueba de forma general si suponemos que tenemos la siguiente ecuacion:
ap 2" =0, conk=0,1,2,"n—1,n = ap+az+a 2z’ +an12"""4+a,2"=0,
donde los coeficientes ag, a1, a2, - - , an—1, ay sonreales, es decir, a, = aj, para todos los valores
del indice k.
Si tomamos el conjugado complejo de la ecuacion, obtenemos:
a5 +ai 2 a5 (=) an () ) () = 0.
Dado que los coeficientes son reales, esto se simplifica a:
ap+a12" +ag (2)2 4 an1 ()" an () =0.
Ast, si z es una solucion de la ecuacion, su conjugado z* también lo serd, porque ambos satisfacen
la misma ecuacién con los mismos coeficientes reales.
Los siguiente ejemplos muestran como surgen las raices complejas de polinomios en variable

compleja.
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Ejemplo 1.30 Supongamos la siguiente ecuacion polindmica con sus raices:
A42=0 = 2t=-2
P2 422-2=0 = (z4+2) (z—1)=0 =
z—1=0 = z=1
De la ecuacién (1.13) podemos ver que:
2=-201)= -2 (ei@”k)> = z= [—2 <ei(2”k))]l/4 = (—2)”%’(#) = 232/4
o\ 1/2
donde hemos utilizado el hecho de que: (—1)/* = 41/2 = (eli) = ‘2[(1 +1i).

Por lo tanto:

(1+4) () |

M:i
l\3

20 = 211/4 (1+1)

5 = 211/4 (1414)e'(3) = 21i/4 (1+4)

2 = (i) = 211/4 (1+1)

o= oy () e(®) = Lo,
Entonces, la ecuacién z° — 2% + 2z — 2 = 0, tendr4 las siguientes cinco raices:

1 1 . 1 1 .
20 = 21/4( +Z)7 Z1:—721/4(1_Z), zZ9 = — 21/4(1+Z)’ 23:W(1_Z), 24:1

Ejemplo 1.31 Ahora consideremos el siguiente polinomio complejo:
P(z) =25 —2° + 42 — 623 + 22> - 82+ 8=0.
Encontremos sus raices.
Si por algtin método comprobamos que (2> —2) es uno de sus factores, entonces podremos encontrar
las raices del polinomio P(z).
Veamos, claramente si (22 — 2) es un factor, entonces podemos expresar:
P(2) =2% 25442 — 622 +222 82 +8= (22— 2)(2* — 22 +42—4) = (2* - 2) (2 — 1)(:* +4),

con lo cual, como z es complejo, hay que tener cuidado con las raices encubiertas. Entonces, la raices
son:

o Paraz? = -4 = z=42.
soParaz’=2 = 23=2 (ez(%k)) = z= [2 (ei(%k))]l/3 = 21/367;(%).
Por lo tanto:
1/3 1/3 ji( % 1/3 i( 4 21/3
20 =23 21:2/62(7):_7{1—\/&], , = 21/36(F) = _ e [1+\ﬂ}.
La ecuacion: 26 — 2% + 42% — 623 + 222 — 82 + 8 = 0, tendr4 las siguientes seis raices:

1
=32, z:——[li\@z}, s=1, 2=4%.
V4
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1.6.4.2 Logaritmos y potencias de niimeros complejos

La motivacién surge cuando queremos resolver la ecuacion:
w 0

e?=z=re"”, con w,zeC y —n<60<m. (1.14)
Notemos que al despejar w en realidad lo que tenemos es la funcién logaritmica, que como veremos en
su debido tiempo puede escribirse de la forma w = u + iv. Por lo tanto:
U — e = e = =1 A v =0+ 2mn,
donde n es un entero. Por lo tanto, es claro que:
e"=r = u=In(r),
y que la ecuacién (1.14) se satisface si y sélo si:
w=In(r)+i(@+2mm), con n=0=+1,+243,...

Por lo tanto, si definimos la funcién multivaluada:

Log(z) =In|r|+i(0+2mn), con n=0,%1,+2 43, ... (1.15)
podemos escribir la relacion:

M08 — » con 2 #0.

Llamaremos valor principal de Log(z) al valor que se obtiene cuando n = 0 en la ecuacién (1.15)
y lo denotaremos con Ln(z).
Ln(z) =In|r| +1i©. (1.16)

Notemos que ésta es una funcién univaluada con z # 0, y‘ademds, si combinamos (1.15) y (1.16)
obtenemos:
Log(z) =Ln(z) +i2mn, con n=0,+1,+2,+3,...

Podemos ver que cuando z es un niimero real positivo, es decir, z = re’’, entonces recobramos la funcién
logaritmica usual:
Ln(z) = Ln(r) = In(r).
En consecuencia, podemos ver que:
Log(l) = In(1)+4(0+27n) A Ln(l)=0
Log(—1) = In(l)+i(mr+2wn) A Ln(-1)=1in,

conn =0,+1,£2£3,...

Por otro lado, también:

In(z") = In[{|z|(cos(8) +isen(8))}"] = nln]|z| (cos(8) + i sen(d))] = nln [\z| eie]

= nln(|z]) +n(d + 2kn)i = nln(|z]) + (n0)i + (2nkm)i, con k entero.

Ahora ejemplificamos el cdlculo de logaritmos en variable compleja.

Ejemplo 1.32 Consideremos algunos ejemplos puntuales:
I. z="Log(—3i)

Log (—3i) = Log [3ei(*%+2"“)} = 1n(3) +i (—g n 2n7r) conn=0,1,2, -

Decimos que el valor principal de Log (—37) serd Ln = In(3) — i .
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2. z=74"%
™% = Log(z) = Log (i *) = —5biLog (i) = —5iLog [ei(%“’”)} —5 (g n 2n7r> .
Con lo cual z = i~ jes un nimero real!

3. z2=4t ,
it = [ rm)) = o (542nm) - o=(5+0m)
4. z=Log [(\/34- 2)3}
Log [(\/§ + zﬂ — 3Log [23(“““(3))] =3 [In(2) +i (% +2nr) |

= In(8)+i (g + 6n7r) .

Practicando con SymPy

SymPy maneja nimeros complejos escritos en la forma: a + bi. La unidad imaginaria es interpretada

por el programa con la letra 1.
[1]: | import sympy

from sympy import *

1. Algunos célculos bdsicos.

Los ndmeros imaginarios aparecen si queremos calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo,
por ejemplo, /—7
[2]: sqrt(-7)

[2]: Vi
El programa nos permite desarrollar toda el dlgebra en variable compleja. Si queremos sumar
z1 =14 21y 29 = 3+ 44, escribimos:
[3]: z1= 1 + 2%I
z2= 3 + 4xI

[4]: z1+=z2

[4]: 4 + 64
La multiplicacién

[5]: z1xz2

£57 : (14 24) (3 +4i)
[6]: (z1%*z2).expand()

[6]: —5 4107
Para la divisién:
[7]: z1/22
(1+27) (3 —4i)
25

[7]1:
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[8]:

2z3=(z1/22) .expand ()
z3

(8] : oz
' 25 25

Probemos algunas funciones sobre los nimeros complejos

[9]: re(=23)
11
[9]: %
[10]: im(z3)
2
[10]: %
[11]: Abs(z3)
[11]: @
5
[12]: conjugate(z3)
11 21
[12]: % — %
[13]: arg(z3)
2
[13]: =
atan (11>
[14]: polar_lift(-I)
[14]: e 3
[16]: z = exp(2+pi/3%I)
[16]: z.rewrite(cos)
1 V3i
[16]: sV
2 + 2
2.

Los nimeros complejos tienen una parte real = y una parte puramente imaginaria ¢y. Las formas
euclidiana, polar y trigonométrica de un niimero complejo z son las siguientes

z=x+iy=re? =r(cosf + isinf)
La segunda igualdad se conoce como férmula de Euler
(171: %, y, r, 8 =

symbols('x y r ©',real=True)

z= x+I*y
z
[17]: x4y

[18]: z=r*exp(I*0O)

z



[18]:

[19]:

[20]:

[22]:

[23]:

[25]:

[26]:
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[19]:

[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

[24]:

[25]:

[26]:

[27]:

ret?

z.rewrite(cos)

7 (isin (0) + cos (6))
El modulo de 2
sqrt (zxconjugate(z) .factor())

7]

. Para una funcién, digamos tan(x +1y), la podemos escribir como exponenciales o funciones senos

y COSenos.
X, y = symbols('x y')

z= tan(x+Ix*y)
z2= z.rewrite(exp) .factor()

z2

) (eye_” — e‘ye”)

eve T + e~ Yelt

z2 . rewrite(cos) .factor ()

i (—isin (z) cosh (y) + cos () sinh (y))
—isin (x) sinh (y) + cos (x) cosh (y)

Dado el siguiente nimero complejo, su modulo serd

z3 = (3+2x%I)

sqrt (conjugate (z3) *z3)

V(3 —2i) (3 + 24)

round(_,3)

3.606

. Tomemos dos nimeros complejos, o vectores del plano complejo:

a, b, ¢, d = symbols('a b ¢ d ',real=True)
z=a+b*I

w=c+d*I

Revisemos la llamada igualdad del paralelogramo: la suma de los cuadrados de las longitudes de
los cuatro lados de un paralelogramo, es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de las

dos diagonales de éste. Es decir:

lz+w?+ ]z —w?=2 (]z]Q + ]wlz) )

Pero sabemos que |z|> = zz*, y por lo tanto:

(w+ 2)(w+ 2)* + (w — 2)(w—2)* =2 (|]2]* + |w]?) .

Calculemos el lado izquierdo de la ecuacion anterior:
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[28]:

[29]:

[31]:

[33]:

[34]:
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[28]:

[29]:

[30]:

[31]:

[32]:

[32]:

[33]:

[34]:

[35]:

[35]:

[36] :

[36]:

((wt+z)*conjugate (w+tz) + (w-z)*conjugate(w-z)).simplify()

2a? + 20% + 2¢ + 2d°
Abhora el lado derecho, es decir, la suma de las longitudes al cuadrado de los cuatro lados:

2% (sqrt(conjugate(z)*z)**2 + sqrt(conjugate (w)*w)**2) .simplify ()

2a% + 2b% + 2¢2 + 24>

. Para encontrar las raices de un nimero complejo, debemos declarar a la variable como compleja.

z = symbols('z ', complex=True)

ecl =Eq(z**3,1)

ecl

2 =1

solve(ecl,z)
[1, -1/2 - sqrt(3)*I/2, -1/2 + sqrt(3)*I/2]

En otro de los ejemplo que discutimos anteriormente tenfamos la ecuacion:
20— 2%+ 42" — 62° +22° — 828 =0,
por lo tanto:

ec2 =Eq(z**6-zx*5+4*xz**4-B*z**3+2%z**2-8%2z+8,0)

ec2

20— 5 42t 6234222 -8:4+8=0

factor(ec2)

(z—1) (2> +4) (:*~2) =0
sol =solve(ec2,z)

sol

(1,

2%x(1/3),

-2x1,

2%,

-2%%(1/3)/2 - 2%*%(1/3)*sqrt(3)*I1/2,
-2%x(1/3)/2 + 2x%(1/3)*sqrt(3)*I/2]

solus=[N((simplify(expr)),4) for expr in sol]

solus

[1.000, 1.260, -2.0*I, 2.0%I, -0.63 - 1.091*I, -0.63 + 1.091x*I]
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1.6.5 Ejercicios

1. Silos ndmeros complejos 21 = x1 + iy1 y 22 = T2 + iy se pueden representar como vectores en
el plano z; = x11+ y1] y Z2 = X2l + o], muestre que:
2122 :ZI'ZQ“I‘Z.R'(ZI X Z3) .
2. Demuestre:
(a). cos(3a) = cos®(a) — 3 cos(a)sen?(a) .
(b). sen(3a) = 3 cos?(a)sen(ar) — sen?(a).
3. Demuestre:
(a). cos*(a) = £ (3 + 4cos(2a) + cos(4a)) .
(b). cos(a) + sen®(a) = 7 (cos(3ar) + 3 cos(a) — sen®(a) + 3sen(c)) .

4. Demuestre: )
. %
iw = 1\Y _ (“ayeot=i)
iz +1 ’

donde z, y son niimeros reales y ix + 1 # 0.
5. Encuentre todas las raices de las siguientes expresiones:
(a). V2i
(b). V1—+/3i
(c). (=1)/3
(d). 81/6
(e). V—8—8V3i
6. Demuestre que:
(a). Log(—ie) =1 — Fi.
(b). Log(1—1) = $1n(2) — Zi.
(c). Log(e) = 1+ 2nmi.
(d). Log(i) = (2n + 1) i
7. Dos funciones complejas f1(t) y f2(t) cumplen con las siguientes ecuaciones:
dff i dfy =i
T A
Muestre que las siguientes cantidades son constantes:
(@). f1+f2
(b). |fx = f2l
AP+ 1

8. -Considere la siguiente ecuacién:

27— 425 462° — 622 +62° —1222+82+4=0.

Encuentre sus raices sabiendo que 2% = 2.
9. Muestre que la expansién binomial puede ser escrita como:
n
n!
(1+x)" = E am(n) 2™, con ap(n)=———.
m!(n —m)!
m=0
. P . ., . . . ; n
Si estd convencido de la expansion anterior, considere ahora una parecida: (1 + 629) y muestre

que:

g:)am(n) cos(nf) = 2" cos™ (Z) cos <n20> |

85



Vectores y nimeros complejos 86

y
mZ:Oam(n) sen(nf) = 2" cos™ (g) sen (7129> '

10. Las funciones hiperbdlicas se definen como:

T —x r __ ,—x
cosh(x) = % y senh(z) = % ,
y de manera andloga a las funciones trigonométricas tendremos el resto de funciones:
senh(x) 1 1 1
anh(z) cosh(zx)’ sech(z) cosh(z)’ csech(z) senh(z)’ ctanh(z) tanh(z)’

(a). Muestre las siguientes equivalencias:
cosh(z) = cos(iz); isenh(z) = sen(ix); cos(x) = cosh(iz); isen(x) = senh(z).
(b). Muestre las siguientes identidades:
cosh?(z) — senh?(z) = 1; sech?(x) = 1 — tanh?(x); cosh(2z) = cosh?(z) + senh?(z) .
(c). Resuelva las siguientes ecuaciones hiperbdlicas:
cosh(z)—bsenh(x)—5 = 0; 2cosh(4x)—8cosh(2z)4+5 = 0; cosh(z) = senh(z)+2sech(z).

11. Utilizando un programa de manipulacién simbdlica (ver el Apéndice 6) realice las siguientes
tareas.
(a). Calcule la funcién f(z) = e® a partir de su expansion en serie que la define. Calcule también
f(2) cuando z = e para n = 0,1,2,...,12. Para los diferentes valores de n haga una
tabla con los valores de: 6 = “¢", Re(z), Im (2), Re(e?), Im (e),
(b). Calcule y haga una tabla para los valores

(z;y) = (0,0;0,0)(0,1;0,1)(0,5;0,5)(1,0; 1,0)

de: Re (senh(z)), Im (senh(2)), |[senh(z)| y la fase de senh(z).
(c). Calcule y haga una tablapara los valores de

(#397) = (0,0;0,0)(0,1;0,1)(0,5;0,5)(1,0; 1, 0)
de: Re (cosh(z)), Im (cosh(z)), | cosh(z)]| y la fase de cosh(z).

z| y la fase de e*.



Bibliografia

[1] Arfken, G.B., Weber, H.J., y Harris, F.E. (2011). Mathematical methods for physicists. (Academic
press, Nueva York)

[2] Riley, K. F., Hobson, M.P., y Bence, S.J. (2006). Mathematical methods for physics and engineering:
a comprehensive guide. (Cambridge University Press, Cambridge).

[3] Santald, L.A. (1969) Vectores y Tensores. (Editorial Universitaria, Buenos Aires).
[4] Spiegel, M. (1959) Vector Analysis ( Schaums Outline Series, McGraw Hill Nueva York).

[5] Brown, J.W., y Churchill, R.V. (2004) Complex Variables and Applications ( McGraw Hill, Nueva
York).



	 Prefacio
	1 Los vectores de siempre
	1.1 Vectores geométricos
	1.2 Vectores en componentes
	1.3 Aplicaciones del álgebra vectorial
	1.4 Álgebra vectorial con índices
	1.5 Un comienzo a la derivación e integración de vectores
	1.6 Vectores y números complejos


