Capitulo

Espacios vectoriales lineales

La ruta de este capitulo

Este es el capitulo central de esta obra, en el cual discutiremos los conceptos fundamentales sobre
espacios vectoriales abstractos, sus propiedades y sus miltiples expresiones: vectores de IR™, matrices,
polinomios, funciones continuas (entre otras). Ademds, introduciremos la notacién de bra y ket que
consideramos facilita mucho la organizacién de los conceptos y, que nos acompafiara por el resto de este
libro. Haremos una constante referencia a los conceptos que fueron discutidos en el capitulo anterior en
el marco de los vectores en R®. Como en el Capitulo 1, cada una de las secciones presenta ejemplos con
la utilizacién de la herramienta de computo algebraico SymPy, que consideramos parte fundamental de
estas notas y nos permite mostrar el alcance de los conceptos abstractos.

Para empezar, en la préxima seccidn, iniciamos con una discusién somera sobre grupos y sus
propiedades. Seguimos con la seccién 2.1.3, en la cual presentamos el concepto de espacio vectorial
lineal para describir varios de sus escenarios que usualmente se presentan desconectados. Hacemos un
esfuerzo por ilustrar, bajo-'un mismo enfoque, su aplicaciéon desde R hasta los espacios vectoriales de
funciones continuas Cj, 5. Luego, en la seccién 2.2.3.1, abordamos los conceptos de distancia (métrica),
norma y, finalmente el de producto interno. Esta dltima definicién nos permite equipar los espacios
vectoriales, no solo con norma y distancia, sino también dotarlos de geometria, definiendo dngulos entre
vectores abstractos. Nos detenemos un momento para discutir el significado de dngulo entre vectores
pertenecientes a espacios vectoriales reales y complejos. En la seccidn 2.3 mostramos el concepto de
variedades lineales, discutimos el criterio de independencia lineal y, a partir de éste definimos las bases
para los espacios vectoriales. Apoyandonos en el criterio de ortogonalidad construimos bases ortogonales
para varios espacios vectoriales, discutimos los subespacios vectoriales ortogonales y las proyecciones
ortogonales. El capitulo lo finalizamos mostrando la utilidad de expresar funciones como combinacién
lineal de vectores ortogonales y, como este tipo de expansiones constituye la mejor aproximacioén a la
funcién. En el siguiente enlace pueden encontrar los cédigos de SymPy correspondientes a este capitulo

https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas/tree/main/Capitulo02.
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2.1

Grupos, campos y espacios vectoriales

En los cursos basicos de matemaéticas nos ensefiaron el concepto de conjunto: una coleccién de

elementos que comparten una caracteristica comtin, y aprendimos una variedad de operaciones aplicadas

alos

elementos que conforman los conjuntos y a los conjuntos mismos. Es probable que en esos tiempos

nos quedara la sensacion de la poca utilidad de todos esos conceptos de la teoria de conjuntos, pero

como veremos en esta seccion, la nocién de conjuntos es fundamental para desarrollar todas las ideas

que conforman lo que se conoce como el dlgebra abstracta. En el estudio de las estructuras algebraicas

se incluyen las teorias sobre: grupos, anillos, campos, espacios vectoriales, redes, dlgebras; que merecen

ahora nuestra atenciéon. Comenzaremos con la estructura de grupo, y nos daremos cuenta de que una

buena cantidad de objetos matematicos, en apariencia muy diferentes, tienen incorporadas la estructura de

grupo. La nocién de grupo discretos nos llevard entonces al importante concepto de espacios vectoriales

abstractos que discutiremos en la seccién 2.1.3 y a la definicion de los espacios métricos, seccién 2.2.1.

2.1.

1 Grupos

Sea G = {g1,92,93,- - -, 9n, - - - } un conjunto no vacio, y [J una operacién binaria definida en G

que sera la ley del grupo. Decimos que G, junto con la operacién [, forma un grupo denotado como

(G, 0), si para todo g;, g; € G se cumplen las siguientes propiedades:

1.
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Cerrada respecto a la operacién (I: {g; € G,g; € G} = g = g;Og; €G.
Asociativa respecto a la operacion O: g, O (¢; O g;) = (g9 O g;) O g;.
Existencia de un elemento neutro: 3 g€ G = g, Ug=¢g =gUg;.

Existencia de un elemento inverso: g; €G = Jg;' €G = ¢;0g; ' =g, ' Ogi =&
Si, adicionalmente la operacion, L1, es conmutativa, i.e. g; [l g; = g; U g;, el grupo se denomina

grupo abeliano!

2.1.1.1 Algunos grupos:
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Losenteros Z = {--+—3—=2,—1,0,1,2,3,- - } respecto a la suma.

Los racionales Q = {%\ a,beZ,b+# O} forman grupo respecto a la suma

Los racionales (3 menos el elemento 0 forman grupo respecto a la multiplicacién.

Los ntimeros complejos C = {r eOlr>0-n1<6< 7r} menos el elemento 0 formardn también
grupo respecto a la multiplicacion.

Las rotaciones en 2 dimensiones (2D), y las rotaciones en 3D (grupo no-abeliano).

Las matrices de dimensién n X m respecto a la suma (grupo abeliano).

Consideremos el siguiente grupo de tres elementos: G = {1, a, b}, con g = 1y la operacién (. Por

construccion, si queremos que la operacién de dos de los elementos provea un tercero distinto, entonces

la UNICA “tabla de multiplicacién” posible sera:
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INiels Henrik Abel (1802-1829) Pionero en el desarrollo de diferentes ramas de la matemdtica moderna, la teoria de las integrales
de funciones algebraicas. https://es.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel.
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Notemos que el grupo mds simple serd aquel conformado nicamente por el elemento neutro:
G = {1} y, como veremos mds adelante, se puede definir subgrupos si un subconjunto de los elementos
de un grupo g; € G también forman un grupo.

Podemos resumir, sin demostracion, las principales propiedades que presenta un grupo (G, ).

1. El elemento identidad o neutro es Gnico.

2. Paratodo g € G existe un inverso tinico ¢! € G.

3. Para todo elemento g € G se cumple que: (gfl)fl =g.

4. Para cualesquiera g1 y g2 € G, se cumple que: (ngQQ)fl = gleggl.

El nimero de los elementos de un grupo puede ser finito o infinito. En el primer caso se denominan
grupos finitos y el nimero de elementos que contenga, el cardinal del conjunto, se conoce como el orden
del grupo. Un grupo finito que se construye a partir de una operacién con un tinico miembro se denomina
grupo ciclico, y el caso mds elemental es G = {1, g,9%,9%, -, g" ! } Obviamente hemos definido
aqui: g? = glgy ¢° = ¢?0g = g0gg y asi consecutivamente hasta ejecutarse 7 — 1 veces, entonces

se retoma el elemento identidad, esto es: g" ' g = g" = 1.

2.1.1.2 Subgrupos

Sea (G,) un grupo y H un subconjunto de G, es decir, H C G. Si H también es un grupo bajo la
misma operacién [ definida en G, entonces decimos que H es un subgrupo de G. De manera equivalente,
H es un subgrupo de G si y solo si para cualesquiera elementos hy, hg € H, se cumple que:

1. hiOho € H (cerrada bajo la operacion).

2. Paracada h € H, su inverso h~! también pertenece a H.
Es decir, 1 € H y H es cerrado para la misma operacion que define G y para sus inversos. Existe una
condicién necesaria para que un subconjunto de un grupo finito G sea un subgrupo, esta condicién se

conoce como el teorema de Lagrange, que dice lo siguiente:

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange)

Si (G, O) es un grupo finito y H un subgrupo de G, entonces el orden de H divide al orden de G.

Por otro lado, sea (G, ) un grupo y g € G. Se puede demostrar que el conjunto H = {¢" | n € Z},
formado por todas las potencias de g con n perteneciente al conjunto de los nimeros enteros, es un
subgrupo de G. Ademds, H tiene la propiedad adicional de ser el subgrupo mdas pequefio de G que
contiene al elemento g.

Como mencionamos con anterioridad, un grupo finito que se construye a partir de operar con un
unico miembro se le denomina grupo ciclico, en este caso de dice que H es un subgrupo ciclico generado
por g. A este elemento se le llama el generador de H y se acostumbra denotarlo con H =< g >.

Para finalizar, definiremos el orden de un elemento de un grupo. Sea un elemento g € G, el orden
de g es el menor entro positivo n tal que g"” = 1. Cuando este entero positivo no existe se dice que g

tiene un orden infinito.

En los préximos ejemplos mostraremos como las rotaciones y permutaciones forman grupo. Construire-

mos la tabla de operaciones para el grupo de permutaciones.

Ejemplo 2.1 EI conjunto de las rotaciones del espacio ordinario forma un grupo, cuando rotamos un

angulo ¢ alrededor del eje z.
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Denominaremos a este grupo por R.4 = {Gg,}, con 0 < ¢ < 27. Donde con G estaremos
indicando un giro alrededor del eje z y la operacién que nos define las rotaciones la definiremos de la

siguiente forma:
G Ggy = Gy +¢s -

Entonces podemos ver que:

1. O es una operacion cerrada, ya que dos rotaciones resultan en otra rotacion:

Gpr U Gps = G2 = Gos € Ry -
2. Oes asociativa:

(Gg, 0 Ggy) D Ggy = Gg, 1 (Gg, 0 Goy) -
3. Existe el elemento neutro, G4, que no hace ninguna rotacién:
G U Gso = Goo U Gy = Gy -

4. Existe el elemento inverso, G,_, ya que podemos rotar en un sentido y en sentido inverso:

Gp UGy, = Gg_, LGy, = Go, -
5. Es conmutativa ya que las rotaciones no se afectan por el orden en que son producidas:

Gp U Ggp, = Gp, U Gy

Ejemplo 2.2 Consideremos el grupo G = Z'X Z, es decir, el conjunto de duplas (z;,y;) de niimeros
enteros, y la operacion:

(x1,y1)0O(x2, y2) = (1 + 22,1 + y2) .

Aqui el simbolo + es la suma convencional de nimeros enteros.
Probemos que tenemos un grupo.

1. La operacién [ es cerrada para la suma:

(@1, y1)8 (22, 92) = (v1 + 22,91 + y2) = (23,93) €G.
2. La operacién [-es asociativa:

((z1,91)0(@2,92)) O@s, y3) = (21 + 22,91 +y2)0(23, y3) = (21 + 22) + 23, (Y1 + y2) +¥3)
= (214 (22 +23), 01+ (2 +93)) = (21, 51)0 (w2, 32)0(x3,y3)) -
3. Existe el elemento neutro, (0, 0):
(1,31)8(0,0) = (0,0) O(z1, y1) = (w1,51) -

4. Existe el elemento inverso, (—x1, —y1):

(1, y1)B(=z1, —y1) = (=21, —y1)0(z1, 1) = (0,0).
5. La operacién [ es conmutativa:

(z1,91)0(22,92) = (22,y2)0(x1, 1) -

Ejemplo 2.3 Consideremos el conjunto de las permutaciones de 3 objetos, cuyos elementos pueden ser
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representados como se muestra a continuacion:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Py = ; P = ; Po = ;

1 2 3 2 1 3 3 2 1

1 2 3 2 3 2 3
P3 = ; Py = ; Py = )

1 3 2 3 1 3 1 2

y la operacién de composicién de permutaciones:

12 3 12 3 1 2
P, (D) P; = - —P,,
1OFs 2136132 2 3 1 4

es decir, luego de intercambiar las primera y segunda posicidn, intercambio la segunda y la tercera. La

w

tabla de multiplicacion del grupo quedara:

Po |Po | Py [Py | P3| Py | Ps
Py |Py | Po |Ps | Py | Pg| P2
Py | Py | Py |Po | Ps5 | Py | Ps
P3 | Pg | P5 [Py | Po | Po| Py
Py | Py | Po | P3| Py | Ps| Po
Ps | Ps | Pg | Py | P2 | P Py

En el ejercicio 2.1.5 pueden apreciar un grupo isomorfo a este grupo de permutaciones. En la préxima

seccion desarrollamos la idea de isomorfismo entre grupos y mostramos algunos ejemplos.

2.1.1.3 Grupos Isomorfos

Muchas veces podemos comparar la estructura entre grupos buscando relaciones entre ellos, esto
lo podemos hacer estudiando, por ejemplo, como “se multiplican”. La bisqueda de estas relaciones
nos lleva al concepto de isomorfismo de grupos. Podemos decir que dos grupos son isomorfos porque
tienen aspectos en comun dentro de sus estructuras algebraicas, es decir, tienen las mismas propiedades.
De esta manera, los isomorfismos permiten clasificar los grupos por sus relaciones de equivalencia. A

continuacién, veremos algunos ejemplos de grupos y sus tablas de “multiplicacion”.

El concepto de isomorfismo los presentamos en los préximos ejemplos con operaciones de Aritmética
Modular (@ b)modx

Ejemplo 2.4 Consideremos el siguiente conjunto y una operacion que define la “multiplicacién”? médulo
X, es decir, (a - b)modx
l. Guoas = {1, 3,5, 7}. Tenemos la operacién multiplicacién médulo 8 y la tabla de multiplicacién
del grupo es

2Consideremos lo que se conoce como Aritmética Modular. Sabemos que para la divisién de dos enteros a y b (b # 0) existe
un tnico entero ¢ tal que a = ¢b+ r con 0 < r < |b|. Aqui, a, b, ¢y r son el dividendo, el divisor, el cociente y el resto,
respectivamente. Cuando = 0 se dice que a es divisible por b. En esta forma particular de aritmética, se establece una relacién
de congruencia entre enteros: para un entero positivo n, dos enteros a y b se dicen congruentes médulo n (o mod n) si a 'y b
tienen el mismo resto r al ser divididos entre n. Esto se denota como a = b mod n.
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xmod8 | 1 |3 5|7
1 113|5]7
3 311|715
5 5171113
7 715131

Para entender como funciona la tabla anterior, recordemos la regla que estamos utilizando. Por
ejemplo, para los elementos 3 y 7, tenemos lo siguiente: 3 - 7 = 21 y el residuo de dividir 21 entre
8 es o: o1

5= 2x8+5, porlotanto (3 - 7)mods = (21)moeds = 5,
y se denota: 21 mod 8 = 5.

2. Guod24 = {1,5,7,11}, con la operacién multiplicacién médulo 24:

xmod24 | 1 517 |11
1 1 |57 ]11
5 5 1|11
7 7 11 ] 1
11 1117 1|5 1

Diremos que los grupos Geds ¥ Gmod24 sON isomorfos porque tienen tablas equivalentes de
multiplicacién. Esto es, dado un grupo genérico G = {1, 4, B,C} o de manera equivalente

{1,O, 0, A} sus tablas de multiplicacién seran las que se muestran a continuacion:

x| 1]A|B|C x1 110 (0]A
1|1 |A|B|C 1100 A
A|lA|1|C|B s (OO 1] AD0
B|(B|[C|1|A olo|Aal1|0O
C|C|B|A |1 AlATOO]1

Note que A~! = A, de la misma manera A = A~!, es decir, que siempre la operacién de dos
elementos da uno distinto a los operados. Esto ultimo también se puede representar de la manera
siguiente: A x A~L =1, es decir, el resultado es el elemento neutro del grupo. Tenemos entonces

una operacién sobre los elementos del grupo que es biyectiva.

Consideremos ahora el siguiente ejemplo con otros dos grupos isomorfos

Ejemplo2.5
I. Gunods = {1,2,3,4}, y la operacién multiplicacién médulo 5:

xmodb | 1 |2 ]34 xmodb |12 ]4]3
1 112(3]|4 1 112413
2 2141113 & 2 214131
3 3111412 4 413|112
4 4131211 3 3111214

Note que las tablas anteriores se diferencian por el hecho de que se cambié el orden de los
elementos, por lo tanto, son dos tablas de multiplicacién diferentes porque los elementos de los

grupos estan dispuestos de manera diferente.
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2. Gx ={1,i,—1,—1}, y la siguiente operacién multiplicacion:

x | 1.| ¢ |-1] -
1114 |-1]-

Por lo tanto, los grupos G« y G045 son isomorfos con una tabla de multiplicacién como la que se

muestra a continuacion:

x| 1|A|B]|C
1|1 |A|B|C
AlA|B|C|1
B|B|C|1]|A
cC|C|1|A|B
2.1.2 Campo
Definiremos como un campo (o cuerpo) el conjunto K = {ay, ag, a3, -+ , ap, - - - }> sobre el cual

estan definidas dos operaciones: suma (+) y multiplicacién (-) y que satisfacen las siguientes propiedades:
1. Forman un grupo abeliano respecto a la'suma (+) con el elemento neutro representado por el 0.
2. Forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién (-). Se excluye el cero y se denota el
elemento neutro de la multiplicacién como 1.
3. Es distributiva respecto a la suma (+). Dados o;,a; y o, se tiene que:
ap - (o +ag) = a; - o + a4 o
Ejemplos tipicos de campos lo constituyen el conjunto de los nimeros racionales @, los nimeros
reales R y los nimeros complejos C. Normalmente se refiere estos campos como campos escalares. La

nocién de campo nos permite introducir el importante concepto de espacio vectorial.

2.1.3 Espacios, vectoriales lineales

Sea el conjunto de objetos V = {|v1), |va),|vs), -+, |vi), - }*. Se denominard V un espacio
vectorial lineal y sus elementos |v;) vectores, si existe una operacién suma, B, respecto a la cual los
elementos |v;) €V forman un grupo abeliano y una operacién multiplicacién por un elemento de un
campo, K = {«, 3, v---}, tal que’:

I. ¥ es cerrado bajo la operacién 8: |vy,) = |v;) B |vj) € V V |v;),|v;) € V.

2. La operacién H es conmutativa: |v;) B |vj) = |vj) B |v;) V |vs),|vj) € V.

3. La operacién H es asociativa: (|v;) B |v;)) B |vg) = |vs) B (Jvj) B |vg)) Y |vi), |vj), |vg) € V.
4. Existe un tnico elemento neutro |0): |0) B |v;) = |v;) B(0) = |v;) V |v;) € V.

3El conjunto K puede ser no numerable, como lo son R y R™. En estas notas lo presentamos en forma de lista numerable de
vectores «; para enfatizar que son nimeros.

+Los espacios vectoriales, V, pueden ser numerables como el conjunto de los nimeros naturales IN o, no numerables como los
reales R. Presentamos en estas notas a V en forma de lista numerable de |v;) para enfatizar la pertenencia de los vectores |v;).

5También suele decirse: un espacio vectorial V sobre K.
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(9,

Existe un elemento simétrico para cada elementode V: 3 |—v;) / |v;)B|—v;) =10) V |v;) € V.
V es cerrado bajo el producto por un nimero: « |v;) € V V « € Ky cualquier |v;) € V
a(Blvi)) = (af)|vi) ¥ |vi) eVya,BeK.
(a+ B) [os) = o o) BAJog) ¥ [v) €Vyo,B K.
a(jv) Blvj)) = alv) Balv;) V |v),|v;) e Vya eK.
1|v;) =|v) V Jv;) e VyleK.

Es importante resaltar lo siguiente: existen dos objetos neutros, el vector |0) € V y el elemento

© 0

0 € K y también dos operaciones producto diferentes, el producto de dos nimeros dentro de K y el
producto de un v € K por un vector |v) € V.

Notemos también que podemos definir subespacios vectoriales S dentro de los espacios vectoriales.
Ellos serdn aquellos conjuntos de vectores que cumplan con los requisitos anteriores pero ademds
cerrados dentro de los mismos conjuntos de vectores. Se puede ver entonces que la condicién necesaria
y suficiente para que S C V sea un subespacio vectorial de V es que para cualesquier |u;) y |v;) de S'y

para cualesquier « y 3 de K se tiene que: « |u;) + 8 |v;) € S.

2.1.3.1 Algunos ejemplos de espacios vectoriales

Seguidamente presentamos 10 ejemplos de espacios vectoriales para mostrar que esta idea impregna
toda la Fisica Matematica. Los casos de IR y R"™ son los ejemplos mas conocidos. Los espacios de dimen-
sion infinita, E*, y de funciones, como polinomios, funciones continuas C[‘zb} y funciones complejas
cuadrado integrable, i.e. £2, les dedicaremos mas atencién en estas notas.

1. Los conjuntos de los ntimeros reales V' = R y de los nimeros complejos V = C con el campo K
de reales o complejos y definidas las operaciones ordinarias de suma y multiplicacion.
Cuando el campo K es el conjunto de los nimeros reales se dird que es un espacio vectorial real de
niimeros reales si V = R, pero si V. = C se dird un espacio vectorial real de niimeros complejos.
Por su parte, si K = C diremos que es un espacio vectorial complejo. Siempre se asociara el campo
de escalares al espacio vectorial: se dird que es un espacio vectorial sobre el campo de los escalares.
Es decir, si el campo es real (complejo) se dird que el espacio vectorial es real (complejo).

2. Elconjunto V=R" =R xR x - - X R, vale decir el producto cartesiano de R, cuyos elementos
son n—uplas de ndmeros, con la operacién suma ordinaria de vectores en n—dimensionales y la

multiplicacién por nimeros.

[z) = (w1, 22,23, @n) A y) = (Y1, 92:¥3, s Un)
l2) B y) = (21 +y1, 22+ Y2, 23+ Y3, Tn + Yn) ,
alx) = (axy, oz, axs, - - axy) .

Este espacio vectorial es de dimension finita.

Igualmente, serd un espacio vectorial V.= C" = C x C x - - - x C, en donde los elementos x; € C.
Si para este caso el campo, sobre el cual se define el espacio vectorial C" es real, tendremos un
espacio vectorial real de nimeros complejos.

Es obvio que en el caso V = R, para el cual |z); = (21,0,0,---,0) y |y); = (¥1,0,0,---,0) o
cualquier espacio de vectores formados por las componentes, i.e. |z);, = (0,0,0,--- ,2;,---0)y
ly); = (0,0,0,---,y;,---0) formardn subespacios vectoriales dentro de R".

En el caso especifico de R3, y en donde hemos desarrollado todo un conjunto de conceptos

matematicos, es bueno comentar sobre la equivalencia que hemos tomado como obvia entre dos
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definiciones diferentes:
o Los vectores a = (a',a?, a3) yb = (b', b2, b) con sus respectivas operaciones para la suma
a+b = (a' +b',a? + v?,a> + b3) y multiplicacién por un escalar Aa = (Aa', A\a?, A\a?),
con {a'}, {b'} y A € R.
o Los vectores geométricos, es decir, segmentos orientados en el espacio con un origen comun
y donde la suma se defini6 mediante la regla del paralelogramo y el producto por un escalar
como el alargamiento o acortamiento de los segmentos o flechas con el posible cambio de
direccidn.
Aunque ambos son vectores de R? es bueno tener claro que se trata de objetos diferentes que
viven en espacios vectoriales diferentes. Se puede decir también que son dos representaciones
diferentes para los vectores. Es buena la ocasion para seiialar que existe una manera de pasar
de una representacion a otra, esto se hace por medio de una funcién que asigne a una triada
(2!, 22, 2%) unay sélo una flecha (y viceversa), conservando por supuesto las operaciones de suma
y multiplicacién por niimeros. A este tipo de funciones se les denomina un isomorfismo.
Para finalizar, también es posible ver R? simplemente como un conjunto de puntos donde se
pueden definir superficies inmersas, como por ejemplo una esfera, $2, centrada en el origen y de
radio R. En un punto ¢ sobre la esfera es posible generar un plano tangente a la esfera y en ese
punto construir un espacio vectorial con todos los vectores cuyo origen estd en ¢, y por lo tanto,
son tangentes a la esfera. En el lenguaje de la geometria diferencial y las variedades a este conjunto

de vectores se le denota con: T, qSQ. Lo anteriormente dicho se puede generalizar para R".

. El espacio E* constituido por vectores |x) = (1, z2, T3, - Tpn, - - - ) contables pero con infinitas

componentes.
‘l’>:(l’1,3§'2,l‘3,"-,:L'n,'-') A ‘y>:(y17y2’y37...7yn,...)7
[z) Bly) = (v1 +y1, 22+ 42,23 + Y3, s T+ Yn, )
alz) = (axy 0, s, - 0, ),
con la siguiente restriccion:

n—00 4
1=

n
lim Z lz;|* =L, con L finito.
1

El conjunto de las matrices n x n, reales o complejas, con el campo K real o complejo.
lu) =M A |v) = Nap,
lu) B [v) = Moy + Nop = (M + N)
alu) = aMy = (aM),, .

ab

Es también obvio que se podrdn formar subespacios vectoriales cuyos elementos sean matrices de

dimension menor a n X n.

. El conjunto de los vectores geométricos, o vectores cartesianos, en dos y tres dimensiones, con las

propiedades habituales de suma vectorial y multiplicacién por un escalar.
El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales: P = {ao, a1z, asx?, -+ apx", - },

con H la suma ordinaria entre polinomios y la multiplicacién ordinaria de polinomios con niimeros.

. Espacios Funcionales. En estos espacios los vectores serdn funciones y los polinomios son un

caso particular. La suma serd la suma ordinaria entre funciones y la multiplicacién por un escalar
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también serd la multiplicacién ordinaria de una funcién por un elemento de un campo:

1) =fx) A lg)=9(x),
1f)Blg) = f(2) +g(x) = (f +9) (2),
alf) = (af) (z) = af(z).
8. El conjunto de todas las funciones continuas e infinitamente diferenciables, definidas en el intervalo
[a, b]: Choy-
9. El conjunto de todas las funciones complejas de variable real, 1(z), definidas en [a, b], de cuadrado

integrable ©. Este espacio se denomina comdnmente £? y puede ser definido dentro de un rango
[a, b], finito o infinito, y para mds de una variable.

10. El conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y homogéneas, por

ejemplo:
a+3b+c = 0
4da+2b+2c = 0
Este sistema tiene como solucién al conjunto: {a,b = a/2,c¢ = —5a/2}. La suma de estos

elementos y la multiplicacién por un nimero conforman un espacio vectorial en el sentido de que

son soluciones del sistema de ecuaciones.

2.1.3.2 Subespacios

Supongamos que tenemos un conjunto S de elementos de un espacio vectorial lineal V que satisface
las siguientes propiedades:
1. El vector neutro de Vestden S.
2. Si|s1),|s2) € S, entonces |s1) H |s2) € S.
3. Si|s) € Sy a es un elemento del campo K, entonces « |s) € S.

De esta manera, las operaciones que hacen de V un espacio vectorial también estan definidas para
S. Se puede demostrar que S es también un espacio vectorial lineal, es decir, satisface el conjunto de
axiomas 2.1.3. Al conjunto S C V que satisface las propiedades 1, 2 y 3 se le denomina un subespacio
vectorial lineal (o simplemente subespacio) del espacio vectorial lineal V.

El conjunto conformado por el vector nulo como tnico elemento: S = {|0)} C V es el subespacio
de V de menor dimensién. Por otro lado, el espacio completo V es el subespacio de mayor dimension
posible de V. Se acostumbra llamar a estos dos subespacios los subespacios triviales de V.

Notemos que el espacio vectorial R? no es un subespacio de R? porque R? no es un subconjunto de

T3

R3. Estrictamente hablando R? ¢ R3, sin embargo, a menudo pensamos que R? estd “inmerso” en R?
asociando cada punto x,y € R? con el punto (z,y,0) € R3. Esta asociacién hace que R? sea isomorfo
a-un subconjunto de R3, especificamente el 2 — y-plano dentro de R3. De esta manera, un plano en R?
que no contenga el origen no sera un subespacio de R?, porque ese plano no contiene el vector cero de

R3.

SEs decir, funciones 1 (z) para las cuales la integral f: dz |1 (x)|? sea finita
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2.1.4 Laimportancia de la notacion

En los ejemplos antes mencionados hemos utilizado para representar un vector abstracto la notaciéon
de |v) y con éstos construimos un espacio vectorial abstracto V = {|v1),|v2),|v3), -+, |vn)}. Un
espacio vectorial abstracto serd un conjunto de elementos genéricos que satisfacen ciertos axiomas.
Dependiendo del conjunto de axiomas tendremos distintos tipos de espacios abstractos, la teoria desarrolla
las consecuencias légicas que resultan de esos axiomas. En matematica el concepto de espacios abstractos
es reciente (1928) y, aparentemente, se le debe a Maurice Fréchet”.

Los elementos de esos espacios se dejan sin especificar a propésito. Ese vector abstracto puede
representar, vectores en R”, matrices n x n o funciones continuas. La notacién |v), que se denomina
un ket y al cual le corresponde un bra (u| proviene del vocablo inglés braket que significa corchete y
serd evidente mds adelante cuando construyamos escalares braket (u |v). Esta ttil notacién la ideé Paul

Dirac?, uno de los fisicos mds influyentes en el desarrollo de la Fisica del siglo XX, quien escribi6:

“In mathematical theories the question of notation, while not of primary importance, is
yet worthy of careful consideration, since a good notation can be of great value in helping the
development of a theory, by making it easy to write down those quantities or combinations
of quantities that are important, and difficult or impossible to write down those that are
unimportant. The summation convention in tensor analysis is an example, illustrating how

specially appropriate a notation can be"?.

En Mecanica Cuantica un estado cudntico particular suele representarse por una funcién de onda
¥(x), que depende de la variable posicion x o de una funcién alternativa que puede depender de la
variable momentum p. En la notacién de Dirac, el stmbolo |1/) denota el estado cudntico sin referirse a la
funcién en particular y también sirve para distinguir a los vectores de los escalares (niimeros complejos)

que vienen a ser los elementos fundamentales en el espacio de Hilbert de la Mecdnica Cudntica.

Practicando con SymPy

En este médulo utilizaremos algunas de las herramientas disponibles para incorporar el dlgebra
discreta. Podemos operar con conjuntos pero primero debemos definirlos. Existen varias posibilidades,
como mostramos a continuacion:

import sympy

from sympy import *

Se puede construir conjuntos a partir de listas ya definidas
num=[1,3,5,2,8]

FiniteSet (*num)

{1,2,3,5,8}

7"Maurice Fréchet (1878-1973). Versatil matemadtico francés, con importantes contribuciones en espacios métricos, topologia y
creador del concepto de espacios abstractos. https://es.wikipedia.org/wiki/Maurice_Fréchet.

8Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984). Ademds de contribuir de manera determinante en la comprensién de la Mecdnica
Cudntica, es uno de los creadores de la Mecdnica Cudntica Relativista la cual ayudé a comprender el papel que juega el espin
en las particulas subatémicas. https://es.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac.

9Dirac, P. A. M. (1939). “A new notation for quantum mechanics”. In Mathematical proceedings of the Cambridge philosophical
society, 35(3), 416-418.
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O directamente usando las llaves
setl = {1,3,5,2,8}
setl

{1, 2, 3, 5, 8}

Consideremos los siguientes conjuntos
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
= {1,3,5,7,9%}
{2,4,6,8}

Q w
Il |

Ahora cémo crear un conjunto a partir de una regla dada
i, j = symbols('i,j',real=True)
# Lista de listas de numeradores y denominadores
frac = [[1, 3], [2, 3], [3, 3], [4, 3]]
# Crear el conjunto de fracciones /7
D = {S(i)/j for i, j in frac}
D

{1/38, 2/3, 1, 4/3}

Podemos preguntar si determinado elemento pertenece, 0. no, a un conjunto.

7 in A
True
7 in C
False

Operaciones elementales con conjuntos:
union_BC = Union(B,C)

union_BC

{17 27 3’ 4’ 5’ 6’ 7’ 87 9}

A == union_BC
True

Intersection(B,C)

0
diferencia_AC = A - C

diferencia_AC

{1, 3, 5, 7, 9}
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Complement (A,C)

{1,3,5,7,9}
Esto es, el conjunto con los elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto C.

Notemos que:

Complement (C,A)

0

Si queremos el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto {a, b, c} le podemos pedir al
programa que nos lo muestre:
a, b, c= symbols('a b c ')
conjunto = {a,b,c}

set (subsets(conjunto))
{0, (a, b)), (a,), (b,), (c, @), (c, a, b), (c, b), (c,)}

El producto cartesiano de los conjuntos A y B es el conjunto conformado por los pares (a, b):
Ax B={(a,b)/a€ A,bec B}.

ProductSet (B,C)

{1,3,5,7,9} x {2,4,6,8)
FiniteSet (* (ProductSet (B,C)))

{(1,2),(1,4),(1,6),(1, 8),(3, 2),(3, 4),(3,6),(3, 8),(5, 2),(5, 4),(5, 6),(5, 8),
(7, 2),(7, 4) (7, 6),(7, 8),(9, 2),(9,4), (9, 6), (9, 8)}
SymPy no realiza el producto entre los elementos del conjunto pero es posible ejecutar todos los
productos entre los elementos de este conjunto siguiendo los siguientes pasos:
# Inictalizar una lista para almacenar los productos
productos = []
# Se calculan todos los productos posibles entre los elementos del conjunto
for elementol in B:
for elemento2 in C:
producto = elementol * elemento2
productos.append (producto)
productos = sorted(productos)
print ("Productos entre los elementos del conjunto:")

print (productos)

Productos entre los elementos del conjunto:
(2, 4, 6, 6, 8, 10, 12, 14, 18, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 54, 56, 72]

SymPy distingue entre conjuntos y listas como objetos de naturaleza diferente, lo que permite

trabajar con conjuntos cuyos elementos pueden ser también conjuntos o listas, es decir, subconjuntos.
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1
25

lista = [i for i in range(ini, fin + 1)]

[18]: ini

fin

print(lista)

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
23, 24, 25]

La lista anterior la convertiremos en un conjunto, para este fin debemos utilizar los siguientes
comandos
[19]: elementos=lista
E= FiniteSet(*elementos)

E

[19]: {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18,19, 20, 21,22, 23,24, 25}
[20] : numeros_primos = {num for num in E if isprime(num)}

print("Los nimeros primos del conjunto E son:", numeros_primos)

Los ndmeros primos del conjunto E son: {2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}

Con “len” podemos saber cuantos elementos contiene un conjunto:

[21]: num_elementos = len(numeros_primos)

print ("Nimero de elementos del conjunto:", num_elementos)

Nimero de elementos del conjunto: 9

Revisemos la funcién mod que permitia calcular las tablas que utilizamos en la seccién 2.1. Veamos
el siguiente ejemplo:
[22]: Gm8={1,3,5,7}
Gm8

[22]: {1, 3, 5, 7}
[23] : | ProductSet (Gm8,Gm8)

[23]: {1,8;5,7}*
Con las siguientes lineas de cédigo serd posible ejecutar todos los productos posibles entre los
elementos de este conjunto:
[24]+ # Se defone el conjunto
conjunto = Gm8
# Inictalizar una lista para almacenar los productos
productos = []

# Se calculan todos los productos posibles entre los elementos



Grupos, campos y espacios vectoriales 102

for elementol in conjunto:
for elemento2 in conjunto:
producto = elementol * elemento2
if producto not in productos:
productos.append (producto)
# Eliminar duplicados y ordenar la lista de productos

productos_unicos = sorted(productos)

print ("Productos posibles entre los elementos del conjunto:")

print (productos_unicos)

Productos posibles entre los elementos del conjunto:
(1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 25, 35, 49]

Los médulo 8 para algunos de los niimeros anteriores son:

[25]: [Mod(21,8), Mod(35,8), Mod(49,8)]
[(25]: [5, 3, 1]

Para generar el grupo Gy,0q5 podemos hacer lo siguiente:
[26]: # Lista con los restduos de la division de los numeros del 1 al 4 entre &
residuos = [Mod(i, 5) for i in range(l, 5)]
# Se convierte la lista en un conjunto para eliminar duplicados
conjunto_residuos = FiniteSet (*residuos)

print(conjunto_residuos)

{1, 2, 3, 4}

En la seccién 2.1.1.2, definimos el orden de un elemento g € G.
Consideremos el siguiente conjunto de niimeros enteros:
Zy5=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} .

Se podria demostrar que el orden de g € G es igual al niimero de elementos de < g > y lo dejaremos
como ejercicio. Vamos-a calcular el orden de todos los elementos de Z15, sabiendo que el orden de cada
uno de esos elementos divide a 15, que es el cardinal de Zy5.

Probemos primero con el nimero 6 € 715

[27]: # Lista con los restiduos de la divisidn de los numeros del 1 al 4 entre &
residuos = [Mod(6#*i, 15) for i in range(l, 15)]
# Convertir la lista en un conjunto para eliminar duplicados
conj_res = FiniteSet(*residuos)

print(conj_res)

{0’ 3’ 6’ 9’ 12}

El orden de 6 € Zy5 es:



[28]:

[28]:

[29]:

[30]:
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len(conj_res)

5
En la siguiente instruccién lo haremos para todos los elementos de 215
ini = 0
fin = 15
Z = [i for i in range(ini, fin)]

Zc= FiniteSet (*Z)
print(Zc)

{o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14}

Resul = [[j, len(set([Mod(j*i,15) for i in range(15)]))] for j in range(15)]
print (Resul)

(fo, 11, [1, 18], [2, 18], [3, 5], [4, 18], [5, 3], [6, 5], [7, 15], [8, 15],
9, s1, (10, 3], [11, 18], [12, 5], [13, 15], [14, 15]]

La salida no es mds que una lista donde cada elemento es un par de nimeros [z,y]. El primer

nimero de cada par es un valor de j (de 0 a 14) j € Zy5, y el segundo nimero es la cantidad de residuos

Unicos cuando j se multiplica por cada nimero del O al 14 y se divide por 15.

Por lo tanto, el conjunto de érdenes es: {1, 3,5, 15}, todos divisores de 15, como estipula el teorema

de Lagrange.

2.1.5 Ejercicios

1. Diga cuales de los siguientes grupos son abelianos: {Z, +}; {Zy,+ V,n € N}; {IN,+} y el

grupo {Z,-}.
2. Sea § el conjunto de todos los nimeros reales excluyendo —1 y defina la operacién [ tal que:

aldb=a+b+ab.

Donde + es la suma estdndar entre nimeros reales. Entonces:
(a). Muestre si [S, ] forman grupo.
(b). Encuentre la solucién en S para la ecuaciéon 2 Lz [13 = 7.

3. Considere un tridngulo equildtero que se muestra en la figura 2.1. Se pueden identificar operaciones

de rotacidn alrededor de un eje perpendicular a la figura que pasa por su baricentro % y, reflexiones
respecto a planos, X4, X y X, que dejan invariante la figura del tridngulo. El lector puede
consultar los ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3 para fijar ideas.

Abhora bien, se puede definir la operacién concatenacién de rotaciones y reflexiones que dejan
igualmente invariante al tridngulo, tal y como mostramos en la mencionada figura 2.1. Note que

lo ilustrado en la figura, puede esquematizarse como:

(Aa,BB,CH) Rz (AvBa,CB) Xy (A7,BB,Ca).

3
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Figura 2.1: Transformaciones que dejan invariante un tridngulo equildtero. Concatenacién de una rota-
cion, R 2x con una reflexion, X'4, respecto a un plano que pasa por A. Vale la pena mencionar que la tabla

3
de multiplicacién del grupo de las rotaciones y reflexiones que dejan invariante un tridngulo equildtero
es isomorfa a la del grupo de permutaciones que desarrollamos en el ejemplo 2.3.

(a).

(b).
(c).

(d).

(e).

().

Construya la tabla de multiplicacién para G, vale decir Ga = {Z, {R;},{R; } ,{X:}} y
la operacién es concatenacion tal y como mostramos en la figura 2.1 Donde 7 es la operacién
identidad, {R;} es un conjunto de rotaciones en sentido horario, mientras que {7_3]} es un
conjunto de rotaciones en el sentido antihorario, y {Xj} el conjunto de las reflexiones que
dejan invariante el tridngulo.

Muestre que el conjunto de estas operaciones forman el grupo: Ga .

Identifique cada una de las R; y R, y muestre ademds, que forman un subgrupo ciclico de
orden 3. De igual modo identifique las reflexiones y muestre que, cada una de las reflexiones
y la identidad, {Z, X;}, forman también un subgrupo ciclico, pero de orden 2.

Considere las siguientes matrices:

1. B _1 V3
1 0 2 2 2 2
]I:< )’ A: ’ B: ’
01 _V3 1 V3o 1
2 2 2 2
1 V3 1 V3
-1 2 2 2 2
CZ( 0)’ ]D): ’ E:
o V3 1 V3 1
2 2 2 2

Muestre que forman grupo bajo la multiplicacién de matrices y que ese grupo es isomorfo a
G.

Considere el conjunto de permutaciones de 3 objetos y la operacién composicién de per-
mutaciones que discutimos como ejemplo en la seccién 2.3 ;Es ese grupo isomorfo a Ga?
Justifique su respuesta.

(Qué puede decir de las operaciones simetrias que dejan invariante un tridngulo isdsceles?
(formaran grupo? ;y si el tridngulo es escaleno, cuales son las operaciones de simetria que

lo dejan invariante?

4. Considere las siguientes funciones:

filz) =z, folz)= %, fa@)=y——, fule)=—— fla)=1-z, foz)=

1 r—1

1

Muestre que forman grupo bajo la operacién: f;(x) ® fj(x) = fi(fj(z)), y que ese grupo es

isomorfo a G, del ejercicio anterior.

X
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5. Definamos una operacion binaria B como:
cBy=x+y+ary,

conz,y,« € Ryademds o # 0.
(a). Demuestre que B es asociativa.
(b). Muestre que B genera un grupo en {IR — (%) } Esdecir,Vz,y € R A x # %1, Yy # %1
entonces: x B y forma un grupo.

6. Muestre que el siguiente conjunto de transformaciones en el plano zy forman un grupo y construya
su tabla de multiplicacién.

(@. I={x—z N y—y}

b). I={z— -2 N y— —y}.
. I, ={x— —x N y—y}.
d). Iy={z =z N y— —y}.

7. Considere un conjunto S conformado tinicamente por niimeros reales positivos. Consideremos las
siguientes reglas sobre S: Por “suma" de dos nimeros entenderemos su producto en el sentido
usual, y el “producto” de un elemento » € S y un nimero real X entenderemos r elevado a la
potencia de A, en el sentido usual ;S es un espacio vectorial?

8. Considere el conjunto de vectores en el plano conformado por vectores localizados en el origen
y cuyos puntos finales permanecen siempre en el primer cuadrante ;Este conjunto es un espacio
vectorial?

9. Muestre que también serdn espacios vectoriales:

(a). El conjunto de todas las funciones f = f(z) definidasenz = 1con f (1) =0.Si f(1) =¢
(Tendremos igual un espacio vectorial? ;Por qué?
(b). Los vectores (x,7,z) € V? tal que sus componentes satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:
a1z + apy + a3z =0
(21T + azy + agz =0
as31T + asoy + azzz = 0.

10. Sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado n, en x, con coeficientes reales:
n—1
|pn) = p(x) = ap + a1z + agx® + -t ap_a" Tt = Z a; Tt .
i=0

(a). Demostrar que P,, es un espacio vectorial respecto a la suma de polinomios y a la multipli-
cacion de polinomios por un nimero (nimero real).
(b). Si los coeficientes a; son enteros (P, serd un espacio vectorial? ;Por qué?
(c)- (Cuadl de los siguientes subconjuntos de P,, es un subespacio vectorial?
[. El polinomio cero y todos los polinomios de grado n — 1.
II. El polinomio cero y todos los polinomios de grado par.
III. Todos los polinomios que tienen a = como un factor (grado n > 1).
IV. Todos los polinomios que tienen a x — 1 como un factor.
I1. Un subespacio P es generado por: |z1) = 23 +2x+ 1, |z2) = 22 — 2, |z3) = 2% + 2 ;Cudl(es)
de los siguientes polinomios pertenece al subespacio P?
(a). 22 — 2z + 1.
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(b). z* + 1.
(©). —%x3 + %xQ —x— 1.
(d). x — 5.

2.2 Espacios métricos, normados y con producto interno

En estd seccién vamos a introducir una funcién “distancia”, de manera que si tenemos un par de
puntos o elementos de un espacio vectorial podemos hablar de que existe una cierta distancia entre
ellos. Se dice que la funcidén distancia induce una topologia sobre el espacio vectorial. Comenzaremos
definiendo el concepto de métrica sobre espacios vectoriales y con esta estructura llegar a la nocién de

norma.

2.2.1 Meétricas y espacios métricos

El concepto de métrica surge de la generalizacion de la idea de distancia entre dos puntos de la recta

real. En general, un espacio vectorial no vacio serd métrico si podemos definir una funcién:
d:VxV-=R/Y|z),|y),|z) €V,
tal que se cumple lo siguiente:
Lod(lz),ly) 20, si d(|z),[y)) =0 = |z)

2. d(|z),y)) = d(|y), |2)-
3..d(|x), |y)) <d(|x),|2)) +d(|y),|z)) (La desigualdad triangular).

Asi, diremos que (V, K, H, d) es un espacio vectorial lineal, métrico.

Y)-

Podemos enumerar algunos ejemplos de espacios métricos:
1. Espacios reales R".

(a). Para R, es decir la recta real, la definicién de métrica usual es: d (|x) , |y)) = |x — y| .

(b). Para R?, una definicién de métricaes: d (|z), |y)) = \/(xl — 1) + (22 — yo)?. También
podemos construir otra definicién de métrica como: d (|x) , |y)) = |z1 —y1| + |z2 — y2l.
La primera de estas métricas se conoce como métrica euclidea y la segunda como métrica
Manhattan-o métrica de taxistas. Es claro como el mismo espacio vectorial genera varios
espacios métricos, dependiendo de la definicién de métrica. Para estos casos particulares, las
métricas “miden” el desplazamiento entre dos puntos de forma distinta: en drones (métrica
euclidea) o vehiculos terrestre en ciudades.

(c). En general para espacios reales R™ una posible definicién de métrica sera:

d(|z),ly)) = \/(1’1 —y1)* + (w2 —y2)* 4 (23— y3)” 4+ (@0 —yn)”

Esta definicién de métrica no es mds que una generalizacidn del teorema de Pitdgoras y se

denomina “distancia euclidiana”.
2. Espacios unitarios n—dimensionales, o espacios complejos, C™. La definicion de distancia puede
construirse como:
— 2 2 2 2
d(|z),|y) = \/|$1 — |+ fwe — el + e —ysT o o — a7,

y es claro que se recobra la idea de distancia en el plano complejo: d (|x) , |y)) = |z — y|.
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3. Para los espacios de funciones Cﬁlob] una posible definicion de distancia es:

a(1£).la)) = mix |(5) ~ g 1)

4. La métrica trivial o discreta

1sifz) #y)

W= o 5y

Ejemplo 2.6 Como vimos en la seccién 1.6, en el campo de los nimeros complejos el valor absoluto de

z=x+iyes|z| = /a? 4+ y?. La métrica que podemos asociar a este espacio vectorial viene dada por:

d(|21) . |22)) = lll21) — |22) |l = /(21 — 20| 21 — 22) = /(w1 — 22)2 + (1 — 12)?,

con: |z1) = x1 +iy1 y |22) = T2 + iyo.

2.2.2 Normas y espacios normados

El concepto de distancia (o métrica) es la propiedad mds elemental que se le puede exigir a un
espacio vectorial. Mucho mas interesante son aquellos espacios vectoriales que estdn equipados con la
idea de norma y, a partir de alli, se obtiene la distancia. La norma tiene que ver con el “tamafio” del
vector y la métrica con la distancia entre vectores.

La norma, A (|v;)) = |||vi)]|, en un espacio vectorial V' = {|v1), |v2), |vs),- -+, |vn)} serd una
funcién:

N:V=sR/V |y eV,

que cumple con:
Loflfvlf 20, st [[l)] =0 = [vz) =10).
2. Javi)|| = el [[lvi) |-
3. i) + (o)l < |[lva)ll + [l|vs) || (Desigualdad triangular).
La definicion de norma induce una métrica de la forma:

d(fvi) s [v3)) = l[lvi) = ol - 2.1

Denotaremos un espacio vectorial normado' como (V, K, H; ||-||), el cual puede ser también un espacio
de Banach! si es completo respecto a la norma!?. Cabe destacar que todo espacio normado induce una
métrica, por lo que también es un espacio métrico. Sin embargo, no todos los espacios métricos son
normados, ya que no todos derivan de una norma.

De la definicién de distancia (2.1) resulta que la métrica asi definida es invariante bajo traslaciones
de vectores. Esto es, si; |Z) = |z) + |a) A |y) = |y) + |a), entonces, d (|z),|y)) = d(|Z),]9)). Y
ademds es homogénea: d (\|z), A |y)) = |\d(|z),|y)).

Como ejemplos de espacios normados podemos mostrar los siguientes:

1. Los espacios reales, R™ y los espacios complejos C™ son espacios completos y normados cuando

0F] concepto de espacio normado fue formulado en 1922 de manera independiente por: S. Banach, H. Hahn y N. Wiener.

UStefan Banach (1892-1945) Matemdtico polaco, uno de los fundadores del andlisis funcional moderno, con sus mayores
contribuciones a la teorfa de espacios topoldgicos. https://es.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach.

2Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que es completo, es decir, toda sucesién de Cauchy en el espacio
converge a un punto dentro del espacio.
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se les dota de la norma euclidiana, definida como:

)| = \/!w1\2 ool sl el =

i=1
Para un espacio en R? se cumple que |||z)|| = /2% + 23 + 22, por lo tanto, la idea de norma

generaliza la nocién de “tamafio” del vector |x). Es claro que la definicién de distancia se construye

a partir de la norma de la forma:

d(lz);ly) = ) = |l = \/le —ul* |22 = gol” + |zs — sl + o 2yl

Este espacio se llama espacio normado euclidiano de dimension n.

2. Para el espacio lineal de matrices n X n, reales o complejas, con el campo K real o complejo, una

m n
1M1= M|

a=1 b=1

definicién de norma es:

y la correspondiente definicién de distancia:

d(|z),[y)) = |M = N|| = My = Nap -
a=1 b=1

3. Para los espacios funcionales C [, UNa posible definicién de norma serfa:
= ma t)|,
1)1 = e )

otra posible definicién puede ser:

b
1A = / FRdt.

2.2.3 Espacios euclidianos

El siguiente paso en la.construccion de espacios vectoriales mds ricos es equiparlo con la definicién
de producto interno, y a partir de esta definicién, construir el concepto de norma y con éste el de
distancia. La idea de producto interno generaliza el concepto de producto escalar de vectores en R3 e
incorpora a los espacios vectoriales abstractos el concepto de ortogonalidad y descomposicion ortogonal.
Histéricamente, la teoria de espacios vectoriales con producto interno es anterior a la teoria de espacios
métricos y espacios normados se le debe a D. Hilbert!3. Adicionalmente, la semejanza entre la geometria
euclidiana y la geométrica de R ha hecho que espacios en los cuales se puedan definir, distancia,

angulos, a partir de una definicién de producto interno, se denominen también espacios euclidianos.

2.2.3.1 Producto interno

Sea V = {|v1),

cuerpo K. La definicién del producto interno entre dos vectores de V, denotado como (v;| v;), es una

v2),|vs), -+, |vn)} un espacio vectorial no trivial (finito o infinito) sobre un

aplicacion:
I(”UZ'>,”UJ'>):VXV—>K, V]vi>,|vj)€V,

3David Hilbert(1862-1943) Matematico alemédn defensor de la axiomdtica como enfoque primordial de los problemas cientificos.
Hizo importantes contribuciones en distintas dreas de la matemadtica, como: Invariantes, Campos de Nimeros Algebraicos,
Andlisis Funcional, Ecuaciones Integrales, Fisica-Matemdtica y Célculo en Variaciones. https://es.wikipedia.org/
wiki/David_Hilbert.
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donde K es el cuerpo de los escalares (ya sea R o C). Esta aplicacion asocia a cada par de vectores un
escalar perteneciente a K.
Las propiedades que definen el producto interno son:

il vy = [lo)l*> € K A (vl v)) >0 Y |u) eV, si (v]v)=0 = |v)=]0).

(wil ) = (il o)™ Y Joi) [y € V-

(vi| av; + Pog) = a(vi| vj) + B (vi| vi) Y |vi),|vj),|ok) €V A o, € K.

(av; + Buj| vk) = o™ (vi] v) + B* (vj| vg) ¥ [vi),|vj),[vk) €V A a, B € K.

(v;]0) = (0|l v;) =0 V |v;) € V.

La segunda y cuarta propiedades reflejan el hecho de que, si el campo es complejo K = C, el

A

producto interno debe tomar el conjugado complejo en el primer argumento. Esto se debe a que, sin
tomar el conjugado, tendriamos:
2 2
{avi| avi) = o (vi| vi) = i” (vi| vi) = = (vi| vi) ,

2 — _1 harfa

lo que contradice la propiedad de positividad del producto interno cuando o =4, pues &
que el producto interno fuese negativo. Se dice entonces, que el producto escalar es antilineal respecto
al primer factor y lineal respecto al segundo.

A partir de la definicién de producto interno se construyen los conceptos de norma y distancia:

ol = v/ {wil vi) y d(\vi%\vﬁ)zHlvz‘>—|vj>\|=\/<vz’—vj|’vz’—vj>~

2.2.3.2 La desigualdad de Cauchy-Schwarz:los/dnguloséntre vectores

Todo producto interno (v;| v;) definido en un espacio vectorial normado V satisface la desigualdad
de Cauchy-Schwarz:

2
[(wil vi)[™ < (vil vi) (jlws) =7 Koil vz)] < (o)l [[lv)]] - 2.2)

Es evidente que si |v;) = |0) A |v;) = |0) se cumple la igualdad y es trivial la afirmacién.

Para demostrar la desigualdad, tomemos dos vectores |v;) A |v;) cualesquiera, entonces podemos

construir un tercero: |v;) = a|v;) + 3 |v;) (a 'y 5 tendrdn valores particulares), por lo tanto:
(vg) vg) = (aw; + Puj| av; + Poj) >0,
esto significa que:
{aw; + Bujlaws + Bus) = (avi| avi) + {awi| Buj) + (Bu;| avi) + (Bu;| Buj) > 0
= |af? (vi vi) + a* B (vi| v;) + B (vj] vi) + 8] (v;] v;) > 0.
Si o= (vj| vj), se tiene que:
(wil vj) (vl vi) + B vl 0g) + B* (vl vi) + 1B > 0
(il o) (il vi) = =B (il vy) = B vl i) = 1BI”
seguidamente seleccionamos: § = — (v;| v;), y por lo tanto: 5* = — (v;| v;), consecuentemente:

(vl vg) (wil vi) = (vj] vi) (vl ) + (vl vj) (o] vi) = (gl vi) wil vz)

2
(vj vs) (oil vi) = (wil vz) (w5 vi) = [(vil v5)| . u
De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de norma se desprende que:
2
| (wi] v))] (vi] v5)

1 & -1<

<oy = 1
o[ 1oz

2 2 —
Ifoa) 17 [vs)]
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por lo tanto, podemos definir el “dngulo” entre los vectores abstractos |v;) y |vj) como:
cos(Og) = M, (2.3)
[lvi) ] [[v5)]

donde O¢ denota el dngulo genérico que forman los vectores en un espacio vectorial real o complejo.

Si estamos considerando espacios vectoriales reales —en los cuales el campo corresponde a los
nimeros reales— entonces el dngulo definido entre vectores abstractos reales corresponde al que in-
tuitivamente siempre hemos considerado para los vectores cartesianos y que discutimos en la seccién
1.14.1,

cos(OR) = il eg) con 0<ORr<m,

e

donde se toma O = 0 para vectores colineales y Or = 7 para vectores opuestos (antilineales). Si bien
es cierto que esta definicion coincide con la de los vectores cartesianos, hay que resaltar que la estamos
extendiendo para cualquier vector abstracto. Vale decir: funciones reales, matrices; y todos los-objetos
matemdticos que cumplan con las reglas para los espacios vectoriales expuestasen 2.1.3.

Para el caso de espacios vectoriales complejos la situacién es mas sutil y significa definir un dngulo
entre dos vectores abstractos y complejos, sin embargo podemos abordar el problema suponiendo:

1. un espacio complejo n—dimensional de n—uplas de nimeros complejos |z) <> (21,22, - 2n)
asociado (isomorfo) a un espacio vectorial real de 2n dimensiones, con vectores representados por
2n—uplas de nimeros reales |w) <> (Re(z1),Re(22),:-<Re(z,);Im(21), Im(2z2), - - - Im(zy,)),
donde hemos representado Re(z;) y Im(z;) como las partes reales e imaginarias de z;, respecti-
vamente o,

2. directamente a partir de una definicién de producto interno entre vectores complejos implementado
por: (wi| v;) = Y0y wivy.

Ambas aproximaciones no son del todo independientes pero igualmente justificadas.
Consideremos el segundo caso, esto es: directamente a partir de una definicion de producto interno
entre vectores complejos. Para este caso consideramos un dngulo complejo, y cos(O¢) una funcién de

variable compleja, que puede ser expresada en su forma polar como:

cos(O¢) = M = cos(O¢) = pe‘z’, con p=|cos(O¢)| < 1.

sl o)

Entonces podemos asociar p = cos(© ) y definir © 77, en el rango 0 < Oy < 7/2, como el dngulo
hermitico entre los vectores complejos |v;) y |v;). Mientras que ¢, definidoen —7 < ¢ < 7, corresponde
al pseudo angulo de Kasner, que representa la orientacién o rotacién del dngulo hermitico y no tiene
mayor significado al cuantificar el dngulo entre esos dos vectores. Esta diferencia de significados puede
intuirse cuando multiplicamos |v;) y |v;), por una constante compleja: |0;) — «; |v;) y comprobamos

que el dngulo © 7 permanece inalterado y no asf el dngulo de Kasner®.

2.2.3.3 Teoremas del coseno y de Pitagoras

A partir de la definicién de norma se obtiene:
2 *
lvi) = [ I = (v = v5] vi = vj) = (vl vi) = (il v5) = (vl vy)" + (vs] vj)

(vil vi) + (vj] vj) —2Re ((vi| vj))

4“Scharnhorst, K. (2001). “Angles in complex vector spaces”, Acta Applicandae Mathematica, 69 (1), 95-103.

5Puede consultarse Reju, V. G., Koh, S. N., y Soon, Y. (2009). “An algorithm for mixing matrix estimation in instantaneous
blind source separation”. Signal Processing, 89 (9), 1762-1773.
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con lo cual hemos generalizado el teorema del coseno para un espacio vectorial abstracto:
2 2 2
lfoi) = TollI” = Tl [I7 + o) 17 = 2 [lva) o)l cos(©c) -
De tal forma que para espacios vectoriales reales tendremos:
2 2 2
lvi) = o) I7 = [llva) " + o™ = 2[[lva) || o) cos(©), con 0 <O <,

y para espacios vectoriales complejos:

2 2 2

lvi) = o™ = vl + M) I* = 2 [lv || )] cos(Or) cos(¢) ,  con 0 <O <m/2.

En el caso que los vectores |v;) A |v;) sean ortogonales, esto es (v;| v;) = 0, tendremos el teorema

de Pitagoras generalizado:
2 _ 2 2 2
Ifoz) = Toa) 1" = llva) + o 17 = Mo [I* + [l -
Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales con producto interno.
1. Espacios euclidianos reales, R™ y espacios euclidianos complejos C”.
Los vectores en estos espacios euclidianos pueden ser representados por
’$> = ($1>$27 o xn) A ‘y> = (y17y27 o 7yn) )

y el producto interno queda definido por:
n
(@l y) = 2fyr + 2500 + 25ys, - B = D_2TYi,
i=1
es claro que esta definicién de producto interno coincide, para R? (y R?) con la idea de producto

escalar convencional que consideramos en las secciones 1.1.4.1 y 1.2.6.1, vale decir:
a=a;+ay)
= a-b=a;b, +ayby,.
b =b,1+b,)
Ahora bien, el lector puede comprobar que para vectores en IR? también se puede proveer una
definicién de producto interno diferente:

a®b = 2a,b; + azby + ayb; + ayby,

igualmente valida, con lo cual es claro que en un mismo espacio vectorial pueden coexistir
diferentes productos internos.

Por su parte; la norma es:

o)l = VT2 = /a3 + a3+ a3, - + a3 =
La distancia también recupera la idea intuitiva de distancia euclidiana:
d(|z),|y) = lllz) = )| = V(z —ylz—y)
2

d(|z),ly) = \/(551 —y1)? 4 (v —y2)* + (23— y3)° + - + (20— yn)”

El teorema del coseno queda como:

n n

n n n
Z(azi+yi)222x?+2y§—2 fo ny cos(0O),
i=1 i=1 i=1

i=1 =1
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mientras que el teorema de Pitdgoras es:

n
Zl'z“"yz Zx +Zyzv
=1

es obvio que para R? tanto el teorema del coseno como el teorema de Pitdgoras retoman su forma
tradicional.

Finalmente la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa de la siguiente manera:

n 2 n n
2 2
§ Tiyi| < § Z; E Yi -
i—1 i=1 =1
o

2. Para los espacios de funciones continuas C fap] UNA posible definicién de producto interno es:

[zl ) < D) )]l =

b
<f!g>=/ dz f* (z) g (x) .

de la cual se deriva la siguiente expresién para la norma:

b
AN = (] ) = / dz |f(z)]

La distancia entre funciones quedard definida como:

d(f). 19D = 15— 1) = VT =gl T—9) = /U1 =T ah~ (F 9)" + (gl 9)

a(1f)19) = \/ / dz |f(z) - g(z)?
- \//abdx /(@) ~2Re (/:dx Fe(a) g<x>) +/:da: 9 @)

El teorema del coseno se puede escribir de la siguiente manera:

b b b
/ dz |f(z) + g(z)* = / de [f() + / d |g(x)[?

2/ ' If(w)|2>é (/ ' |g<x>|2)écos<@>,

Joda f* (@) 9() y
(Fax 15@P)* (e lo @)

Y como era de esperarse el teorema de Pitdgoras queda:

b b b
[ dn 1@+ 9@ = [ do f@F + [ do lg@)

para funciones f(x) y g(z) ortogonales, mientras que para este caso, la desigualdad de Cauchy-

</ e [ ()P / " lg(a)?

Ejemplo 2.7 Consideramos el espacio vectorial de polinomios de grado g < n definidos en el intervalo

donde:

cos(@) =

Schwarz se expresa:
2

[ e 5 gt2)

a

[0, 1] o en el intervalo [—1, 1] segiin el caso. Supongamos las siguientes definiciones de producto interno
en P

1 1
(gn [pn) = / p(@)a@)dz Y (o [pn) = /0 p(@)q(x)dz

-1

Vamos a encontrar la distancia y el dngulo entre los vectores: |z1) = z(x — 1) y |x2) = .
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En general, la definicion de distancia es:

d(|z1), |22)) = /(w2 — 21 w2 — 21)

por lo tanto para (g, |p,) = f_ll p(x)q(z)dx la distancia sera:

1
Ve — x1 |20 — 1) :\// [z(z —1) — 22 dz = 15\/690
-1
y para (g, |pn) = fo x)dz, sera:

Vi{ze —x1 |zg — 1) = \// z(x—1)—z)?de 125\/%.

Con respecto a los dngulos:

f = arccos ( {21 |z2) ) )
V(@ [z (@2 [a2)

Para (g, |pn) = f_llp(:c)q(x)d:z tenemos:

6 = arccos ( (w1 [22) ) = arc cos J2, (e D)) do — arccos <_m) ‘
V(@1 |z1)y/ (22 [22) \/f_ll (z(z — 1))* dxﬁ z2dz 4
Para (g, |pn) = fo
6 = arccos ( <x1 ’x2> ) — arc Ccos f01 (x(w _ 1)) (:U) dz — arc cos <—m> .
V(@1 |z1)y/ (2 [22) \/701 (2(x = 1))2dx\/f01 x2dz 4
iEl mismo dngulo!
<

‘ Practicando con SymPy ‘

1. Espacios y subespacios vectoriales Sea el espacio vectorial V = K", sobre K = R y donde n
es un entero positivo. Consideremos el caso n = 4. El producto de un elemento de K*, digamos
|z) = (21, 22, x3, 24) por un escalar a € K resulta en otro elemento de K*.
[1]: import sympy

from sympy import *

Primero introducimos los elementos como matrices filas
[2]: x1,x2,x3,x4,y1,y2,y3,y4,21,22,2z3,z4 = symbols('xl x2 x3 x4 yl y2 y3 y4,
—zl z2 z3 z4')
o, P = symbols('a ')
X= Matrix([[x1,x2,x3,x4]1])
Y= Matrix([[y1,y2,y3,y411)
Z= Matrix([[z1,z2,23,24]1])

Definimos la siguiente ecuacién

[3]: Eqo*X, Y)

[3]: T Tox T3 33404]: [l/l Y2 Y3 94]
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El resultado es un elemento del espacio vectorial K*.
Lasumade |z) = (71, 72,73,74) ¥ [y) = (y1,Y2, Y3, ya) serd:

[4]: Eq(X +Y,Z)

[4]: 1ty wr2t+y2 x3+Y3 $4+y4}:{21 Zy Z3 24
con (21, 22, 23, 24) € K*.
Podemos ver rapidamente que el conjunto de vectores que tienen la forma (x1, x2, 3, 0) conforman
un subespacio de K*

Primero hacemos x4 = y4 = 24 = 0

[6]: X[0, 3] =0
Y[0, 3] =0
Z[o, 31 =0
[6]: print("X =", X)
print("Y =", Y)
print("Z =", Z)
X = Matrix([[x1, x2, x3, 011)

Y = Matrix([[y1l, y2, y3, 0]11)
Z = Matrix([[z1l, z2, =z3, 0]])

Al operar con estos conjuntos:

[7]: Eq(o*X+Pp*Y,Z)
[7]: x1a+y15 xga—i—yzﬁ xg()d—i-ygﬂ 0} = [Zl 29 Z3 O]

Para recobrar las variables x4, y4, 24 escribimos:

[8]: X[0, 3] = x4
Y[0, 3] = y4
Z[0, 3] = z4
[9]: print("X =", X)
print("Y =", Y)
print("Z =", Z)
X = Matrix([[x1, x2, x3, x4]11)
Y = Matrix([[y1l, y2, y3, y4ll)
Z = Matrix([[z1l, z2, z3, z4]1])

El producto interno entre vectores es
[10]: X.dot(Y)

(10]: x1y1 + Toy2 + T3Y3 + Tays
Consideremos ahora V = K", sobre K = C, con n = 3.

Por lo tanto, los vectores serdn ahora de la siguiente forma: z = (z1 + iy1, x2 + iy2, T3 + iy3).



[14]:

[15]:

[16]:
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[11]:

[12]:

[13]:

[14]:

[15]:

[16]:

[17]:

[18]:

ul,u2,u3,v1,v2,v3 = symbols('ul u2 u3 vl v2 v3')
Z1= Matrix([[x1+Ixyl ,x2+I*y2,x3+I*y3]])
Z2= Matrix([[ul+I*vl ,u2+I*v2,u3+I*v3]])

print("Zl =" Z1)
print("Z2 =", Z2)

Z1 = Matrix([[x1 + Ixyl, x2 + Ixy2, x3 + Ixy3]])
Z2 = Matrix([[ul + Ixvl, u2 + I*v2, u3 + Ixv3]])

Y los escalares de la forma o« = a + 7b.
a,b = symbols('a b')

o= at+Ix*b

El producto por el escalar « es:
23 = oxZ1
Z3

(@ +1ib) (x1 +iy1) (a+1b) (z2 +iy2) (a+1b) (x3 +iys)
El primer elemento de este vector es:

factor(Z3[0,0] .expand(),I)

axy — byr + i (ay; + bz)
Calculemos ahora el producto interno:

71+ Zoy = (x1 4+ iy1) (u1 +01) + (z2 + 1y2) (u2 + tv2) + (3 + iy3)(us + ivs) .

Z4=71 .dot (Z2)
factor(Z4,I)

U121 + Uy + U3y — V1YL — Va2 — v3y3 + i (u1y1 + ugye + uzys + vix1 + vax2 + v3T3)

. Producto de polinomios

Consideremos el siguiente producto escalar entre elementos de un espacio vectorial de polinomios:

b
wilo) = [ milalpae.
a

Vamos a encontrar la distancia y el angulo entre los vectores |z1) = z(x — 1) y |z2) = x en dos
intervalos diferentes: [0, 1] y [—1, 1]

Debemos introducir los objetos a multiplicar:

x = symbols('x"')

Pl=x*(x-1)

P2=x

Ahora calculamos las distancias entre los vectores para ambos intervalos. Haremos gala de algunas
posibilidades que ofrece el programa para escribir las expresiones.
Eq(sqrt (Integral (((P1-P2)*x2),(x,-1,1))),,
—sqrt (integrate (((P1-P2)*%2),(x,-1,1))))
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[18]:

[19]:

[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

[42]:

[26] :
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1
690
/(1:(93—1)—:6)2 dx:TS

-1
[19]: Eq(sqrt(Integral (((P1-P2)*x2),(x,0,1))),.
—sqrt (integrate (((P1-P2)**2),(x,0,1))))

1
2v/30
/(x(azl)x)2 dzzT

0
[20]:  sqrt(46)/sqrt(15)

V690
15

[21]: Integral (((P1*P2)),(x,-1,1))/(sqrt(Integral (((P1xP1)),(x,-1,1))) *_
—sqrt(Integral (((P2*¥P2)),(x,-1,1)) ) )

1
[ 2*(x—1) dx
1

1 1
( fl’QdJ}) [ a2 (x—1) dx
1 41
[22]: (_).doit()

V10

4
[23]: (acos(_)).evalf()

2.48253461776338

Y ahora, el dngulo entre los polinomios definidos en el intervalo [0, 1]:
[39]: N=Integral(((P1xP2)),(x,0,1))/(sqrt(Integral (((P1*P1)),(x,0,1))) *_
—sqrt(Integral (((P2¥P2)),(x,0,1)) ) )

[42]: Eq(N,N.doit())

fm :1:—1

(Wm) \/f:c2 o

[26]: acos(Ecu.rhs).evalf()

2.48253461776338

2.2.4 Ejercicios

1. Consideremos el espacio vectorial conformado por los vectores geométricos en R? ; Seran espacios

euclidianos para las siguientes definiciones de producto interno?
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(a). El producto de las longitudes de los vectores.
(b). El producto de las longitudes por el cubo del coseno del angulo entre ellos.
(c). El producto como dos veces el producto escalar usual entre vectores.

2. Considerando estas definiciones de producto interno en P, :

1 1
0)  {gn Ipn) = / P, D) (o) = /0 p(x)q(z)dz.

(a). Encuentre los dngulos en el “tridngulo” formado por los vectores: |x1) = 1, |z2) = ¢, |z3) =
1-—t.
(b). Encuentre la distancia y el angulo entre los siguientes pares de vectores en Ps:
L |z1)=1; |z2) = .
L |z1) = 22;  |22) = 22,

3. Sea E’ un subespacio euclidiano de dimensién k, E' C E,y sea |v) un vector que no necesariamente
es un elemento E’. Podemos plantearnos el problema de representar |v) de la forma: [v) = |g)+]|h);
donde |g) € E' y |h) es ortogonal a |g). La existencia de la expansién anterior nos muestra que
el espacio total E, de dimensién n, es la suma directa de los subespacios E’ y su complemento
ortogonal E* de dimensién n — k.

Nota: El conjunto de los vectores de E que son ortogonales a todos los de E’:
E*={jv)€E | (v]g)=0V]g) € E}
serd un subespacio de E y se denomina complemento ortogonal de E’.
Encuentre el vector |v), como la suma del vector |g), expandido por los vectores |g;), y el vector
perpendicular |h) cuando:
. h) = (5,2,-2,2), 1) = (2,1,1, ~a),, |g2) = (1, 3,3,0).
(b). [B) = (=3,5,9,3), lg1) = (1,4,1,7), lga) = (20, =1,1,1),, |gs) = (2,~76, =1, 1),

4. Las matrices complejas 2 x 2 estan conformadas por cuatro nimeros complejos, z; = x1 + ty1,
2y = g +iys, 23 = T3 +Y3,¥ 24 = &4 +iys. Denotamos por (AT)’ la matriz adjunta de A%,
vale decir, una matriz adjunta de otra serd su traspuesta conjugada y por traspuesta entendemos
cambiar filas por columnas manteniendo intacta la diagonal, Aé — Ag (ver seccién 4.6.1). Por
otro lado, hemos definido como Tr(A) la traza de una matriz como la suma de los elementos de la
diagonal, Tr(A) = A’. A continuacién ejemplificamos estas dos definiciones:

A ( = ) = Al & ( S ) y Tr(A) =21+ 2.
23 24 25z
Ambas definiciones serdn discutidas con rigor en las secciones 4.2.3 y 4.3.4, respectivamente. Sin
embargo, este par de definiciones funcionales —la adjunta de una matriz es su traspuesta conjugada
y su traza serd la suma de los elementos de la diagonal-. Adicionalmente, para desarrollar este
ejercicio supondremos que las matrices son hermiticas, esto es AT = A.
Considere el espacio vectorial de matrices complejas 2 x 2 con la siguiente definicién

(a |b) = Tr(ATB) = (A"):B! = (A")]B] .
de producto interno

(a). Compruebe si ésta es una buena definicién de producto interno.

(b). A partir de esa definicién de producto interno construya la definicién de norma asociada’®.

I6Esta definicion de norma se conoce como norma de Frobenius.
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(c). A partir de la definicién de norma de Frobenius, encuentra la expresion para la definicién de
distancia entre dos matrices 2 x 2.
(d). Considere las Matrices de Pauli que definimos en la pagina 120 y compruebe si esas matrices
son ortogonales bajo la definicién de producto interno de Frobenius.
(e). Cual es la distancia entre las Matrices de Pauli.
5. Sean |p,) = p(z) = Y05 aix’;  |gn) = q(z) = 14 bz’ € P, y considere la siguiente

definicién:
n—1

<qn ’pn> = apbg + a1b1 + asbs + ... + ap_1bp—1 = Z a;b;
i=0
(a). Muestre que ésta es una buena definicién de producto interno.
(b). Con esta definicién de producto interior ;Se puede considerar P, un subespacio de Cj, p?
JPor qué?
6. Los vectores en R? en coordenadas cartesianas los definimos como a = a’ |¢;) = az1+a,j+a.k

y definimos una “tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <ei lej) = 6;- cont,j =1,2,3,

| k]

esto es:

>

[ (' Iej) |

1

J

~

k

OO =
O || O || -
— | olol|l =

Un cuaternion cartesiano puede escribirse de manera andloga a los vectores cartesianos, vale decir:
la) = a® |qa) = a° +a' |¢;) = ap + a1+ a,j + ak,

con = 0,1,2,3 y donde las a’ (con i = 1,2,3) son nimeros reales que representan las
componentes vectoriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a?,
también un ndmero real se le llama componente escalar?.

Los cuaterniones fueron inventados por el matematico irlandés William Rowan Hamilton a me-
diados del siglo XIX, y por decirlo de alguna manera, son hibridos o generalizaciones a un plano
hipercomplejo. Un vector cartesiano es un cuaternién con la componente escalar nula. Hoy encon-
tramos aplicaciones del dlgebra de cuaterniones en Fisica!® y mds recientemente ha tenido impacto

en las ingenierias'®. Su utilizacion en computacion grafica la discutiremos en el proximo problema

URecuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein: ¢* |¢,) = ¢ + Z?:l ¢ |q;). Es decir, hemos supuesto que:
|go) = 1, la unidad en los niimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos «, 3, - - - toman los valores 0, 1, 2, 3,
mientras que los latinos que acompaiian a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,l = 1,2, 3.

8Hace algunas décadas se dio una discusion sobre la importancia de utilizar esta representacién en Fisica Cudntica. Pueden
consultar:
@ Berezin, A. V., Kurochkin, Y. A., y Tolkachev, E. A. (1989). “Quaternions in relativistic physics” Nauka i Tekhnika,
Minsk.
o Girard, P. R. (1984). “The quaternion group and modern physics”. European Journal of Physics, 5(1), 25.
o Horwitz, L. P, y Biedenharn, L. C. (1984). “Quaternion quantum mechanics: second quantization and gauge fields”.
Annals of Physics, 157(2), 432-488.

®Pueden consultar
o Barry, N. (2016). “The application of quaternions in electrical circuits”. In 2016 27th Irish Signals and Systems
Conference (ISSC) 1-9. IEEE.
o Kuipers, J. B. (1999). “Quaternions and rotation sequences: a primer with applications to orbits, aerospace, and virtual
reality”. Princeton university press.
o Meister, L. (2000). “Mathematical modelling in geodesy based on quaternion algebra”. Physics and Chemistry of the
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dentro del contexto del dlgebra geométrica y las dlgebras de Grassman.
Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacién” 2° para los cuaterniones

cartesianos como:

gy olg) | 1] Ja) | e | las) |
1 1 |q1) q2) |g3)
lq1) lq1) =1 lg3) | —lg2)
|g2) lg2) | —lg3) -1 |q)
lg3) |g3) lg2) | —lq1) —1

Nétese que por el hecho de que:

45) © lg;) = =1 = |q1) ©|q1) = |a2) © lg2) = la3) © lgs) = =1,
se puede pensar que un cuaternion es la generalizacion de los ndmeros complejos a mas de una
dimension (un nimero hipercomplejo), donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no
una como es costumbre.
Esto es,

la) = a® |ga) = o’ |q0) + o |q5) = o’ + @' @) + 4% |g2) T as)

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa vision de generalizacion de un nimero complejo, definiremos el
conjugado de un cuaternién como:
)% =1 |g0) — ¥ |gz),  conj=1,2,3.

Es decir, en analogia con los nimeros complejos el conjugado de un cuaternién cambia el signo
de su “parte compleja vectorial”.
Igualmente, definiremos la suma entre cuaterniones de la siguiente manera:

la) = a®|ga)

= o) = ga) = |a) +]b) = (™ +0%) [ga) = * = (a® + ).

[b) = b [qa)
Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multipli-
cacién por un escalar queda definida por «|c) = ac®|qa), es decir se multiplica el escalar por
cada componente.
Con la informacidn anterior, responda las siguientes preguntas:

(a). Compruebe si los cuaterniones, |a), forman un espacio vectorial respecto a esa operacién
suma y esa multiplicacién por escalares, andloga a la de los vectores en R? en coordenada
cartesianas.

(b). Dados dos cuaterniones cualesquiera [b) = (8%, b) y |r) = (r’,r), y su tabla de multipli-
cacion, muestre que el producto entre esos cuaterniones |d) = |b) ® |r) podrd representarse

como:

d)y = b)) © |r) «— (d°d) = (t°° —b-r, b+ °r+b x 1),

donde - y x corresponden con los productos escalares y vectoriales tridimensionales de

Earth, Part A: Solid Earth and Geodesy, 25(9-11), 661-665.

20Ponemos las comillas porque ésta no es la tabla de multiplicacién del grupo de cuaterniones, como tampoco lo es la tabla de
multiplicacion de los vectores cartesianos. Sencillamente muestra cuales son los resultados de multiplicar cuaterniones.
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siempre.
(c). Ahora con indices: dados |b) = b% |q4) ¥ |7) = r*|qa), compruebe si el producto |d) =
|b) ® |r) puede ser siempre escrito de la forma:
) = [b) © |r) = algo) + S50 g;) + AT bjry |g5) -
donde a representa un niimero, S (g )58 (recuerde que los indices latinos toman los valores
4, k.l =1,2,3, mientras o = 0,1, 2, 3), donde S(9) indica S7* = S%, que la cantidad S
es simétrica, y por lo tanto (5763 + 5760) |g;).
Mientras AUl representa un conjunto de objetos antisimétricos en j y k:2
ATV 5 AT% — — AR3E (A% — AST i ()
(d). Identifique las cantidades: a, S (i) y A[jk}i, en términos de las componentes de los cuater-
niones. { El producto de cuaterniones |d) = |a) ® |r) serd un vector, pseudovector o ninguna

de las anteriores? Explique por qué.

(e). Compruebe si las matrices de Pauli y la identidad

0 1 0 —i 1 0 ) 10
o1 = y  02= y 03 = , Og=1= )
! 10 2 i 0 3 0 —1 y 01

pueden representar la base de los cuaterniones {|q1) , |g2) , |g3) , |go) }- Seguidamente muestre

que matrices complejas 2 x 2 del tipo:

rb>H< § ‘Z),
—w ya

pueden ser consideradas como cuaterniones, donde z = x + iy y w = a + ¢b son nimeros
complejos. Las Matrices de Pauli aparecen en mecdnica cudntica cuando se tiene en cuenta
la interaccién del espin de una particula con un campo electromagnético externo y en estas
notas las consideraremos en varios momentos (ver, por ejemplo los ejercicios de las secciones
4.3.7y 4.6.6).

(f). Muestre que una representacion posible para la base de cuaterniones es: la matriz identidad

y las matrices reales 4 x 4 de la forma:

0 1 0 0 00 0 -1 0 -1 0
1.0 0 0 00 -1 0 0 0 0 1
lq1) = (YW, ; , lg2) = 01 0 o , lgz) = ) 0
0 0 —1 0 10 0 0 0 —1 0

(g). Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:
TS s
{a [b) =la)" ©b) .
(h). Modifique un poco la definicion anterior de tal forma que:
17— —_—
{alb) =5 |{alb) —la) © {a[b) ©la1)|
y compruebe si esta definiciéon compleja del producto interno cumple con todas las propie-

dades. Nétese que un cuaternién de la forma |f) = f° + f!|q;) es un nimero complejo

convencional.

2Para familiarizarse con las expresiones vectoriales con la notacién de indices puede consultar la seccién 1.4.
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7.

(i). Compruebe si la siguiente es una buena definicién de norma para los cuaterniones:

n(|) = )|l = V{ala) = \/la)* © la).

(j). Compruebe si un cuaternién definido por:
>I<
la) = |a)

eyl

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a), respecto a la multiplica-
cién ©.

(k). Compruebe si los cuaterniones |a) forman un grupo respecto a la operacién multiplicacion
©. Construya la tabla de multiplicacion para el grupo de cuaterniones.

(1). Los vectores en R? en coordenadas cartesianas, |v), pueden ser representados como cuater-
niones, donde la parte escalar es nula v* = 0 — |v) = v7|q;). Compruebe si el siguiente
producto conserva la norma:

[v) = la) © |v) ©a) .

Estos es: |||[v/)]| = <v1/)2 + (02/>2 + (113')2 = (vl)2 + (1}2)2 + (v3)2 = [||v)]* .
En el mismo espiritu de los cuaterniones considerados previamente estudiemos el siguiente pro-
blema. Consideremos otra vez el espacio R? expandido por la base ortonormal estdndar {i,j, R}
Supongamos en este espacio el producto de dos vectores a 'y b (0 |a) y |b) en la notacién de

vectores abstractos de Dirac) definido a la manera del dlgebra geométrica. Esto es:
\a)©|b> =ab=a-b+aAb,

con a - b el producto escalar estandar de R3, representando la parte conmutativa de aby a A b
su parte anticonmutativa. Esta dltima parte se relaciona con el producto vectorial estdndar de la
representacion de Gibbs como: aAb =ia X byconi =1A]- k un pseudoescalar.
Este formalismo ha tenido cierto impacto en computacién gréfica?? y lo vamos a utilizar para
modelar transformaciones de objetos en el espacio.
Considere el caso 2D representado en la figura 2.2, en el formalismo de dlgebra geométrica
el objeto tridngulo 1o asociamos con vector abstracto |/A\), mientras que el objeto cuadrado lo
representaremos como |[J), y el tercer objeto por |{}).
Entonces:

(a). Exprese los vectores: |A),|0), |1) en términos de la base ortonormal estdndar {i,j, R} (o

li),|j),]k)) en el formalismo de dlgebra geométrica.

22Fsta representacion para objetos fisicos ha tenido cierto éxito en Fisica cldsica y cudntica; se puede consultar:

Hestenes, D., y Sobczyk, G. (2012). “Clifford algebra to geometric calculus: a unified language for mathematics and
physics” (Vol. 5). Springer Science & Business Media.

Hestenes, D. (1971). “Vectors, spinors, and complex numbers in classical and quantum physics”. American Journal of
Physics, 39(9), 1013-1027.

Hestenes, D. (2003). “Spacetime physics with geometric algebra”. American Journal of Physics, 71(7), 691-714.
Dressel, J., Bliokh, K. Y., y Nori, F. (2015). “Spacetime algebra as a powerful tool for electromagnetism”. Physics
Reports, 589, 1-71.

Goldman, R. (2002). “On the algebraic and geometric foundations of computer graphics”. ACM Transactions on Graphics
(TOG), 21(1), 52-86.

Hildenbrand (2011). “From Grassmann’s vision to geometric algebra computing”. Springer Basel.

Hildenbrand, D., Fontijne, D., Perwass, C., y Dorst, L. (2004). “Geometric algebra and its application to computer
graphics”. In Tutorial notes of the EUROGRAPHICS conference.

Vince, J. (2008). “Geometric algebra for computer graphics”. Springer Science & Business Media.
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1>

.
.

Figura 2.2: Se ilustran los vectores ortonormales estandares {i,J} y como siempre k=1ix J

(b). Exprese |A) () |ft) en término de la base geométrica. Vale decir, si |O4) es un objeto
geométrico este podrd representarse en términos de una base: |€) , |a), |B) , |i), donde |€) es
un escalar; o) es un vector, | B) un bivector y, finalmente|é) un pseudoescalar.

(c). Encuentre la norma de cada uno de ellos y la distancia entre |A) y |f}).

(d). Considere ahora la operacion: A |A) = ‘A>

[ Si A}y es el operador reflexién respecto |j), exprese en términos geométricos
A = Ag 1Ay Ay (12) O 1).
[I. Si Ay p) es el operador de rotacion alrededor de un bivector | B) un dngulo 6. Encuentre
Anyayz) (18) O 1) con |BY< [j) + k).
I1I. ;Cémo interpreta Ud. la ecuacion A|A) = 2|A)? Para una discusion detallada de este
tipo de ecuaciones lo referimos a la seccién 4.5.

(e). Considere el caso 3D en el cual ‘A> representa un tetraedro regular con la base representada

por la figura 2.2 y ’ﬂ> ,un cubo, también con su base representada en el plano de la misma
figura.
I. Exprese los vectores: iA> , ‘ﬂ> en términos de la base ortonormal estandar {i,j, R} y
el formalismo de dlgebra geométrica.
[I. Exprese (‘A> ©) HT)) (O |A) en término de la base geométrica.

III. Encuentre la norma de ’A> y la distancia entre ‘A> Y Arsa-j) ’@>

o),
con [Az /o —j), Br/afn] = Anz =) Brafy = BajafiAa/z—):

8. En Geometria Diferencial podemos considerar a R? como un conjunto de puntos (una variedad o

1V. Exprese [Ar /o iy, Br/a )

espacio topolégico). En un punto ¢ cualquiera podemos generar un plano R?, entendido también
como un conjunto de puntos, y definir el siguiente conjunto Tq]R2 = {el conjunto de todos los
vectores geométricos (flechas) con origen en g que son tangentes al plano R?}. Esta idea la podemos
extender para cualquier superficie, por ejemplo, una esfera $2 (inmersa en R?) y sobre la esfera
seleccionar un punto arbitrario ¢q. A partir de este punto ¢ generar un plano y construir el conjunto
TqS2 = {el conjunto de todos los vectores geométricos con origen en g que son tangentes a la
esfera $2}. El espacio tangente es un concepto fundamental en Geometria Diferencial, ya que nos
permite estudiar las propiedades locales de las variedades y superficies.
(a). (Es T,R? un espacio vectorial?
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(b). Claramente podemos seleccionar otro punto arbitrario, pero diferente de g, digamos p y
construir el conjunto Tp]RQ. (Son estos dos espacios isomorfos?
9. Consideremos ahora el conjunto de todas las funciones diferenciables f : R3 — IR. Esto es, que

existen todas las derivadas parciales de f en cada punto g € R3:
0uf ('), 0yf ('), 0:f(a") € RV (z') € R®.
Note que hemos supuesto un sistema de coordenadas cartesiano ' = (z,y,2) en R3 y que las
derivadas son evaluadas en q.
Consideremos el espacio tangente 7, qIR3 en un punto ¢ arbitrario y un vector |u,) € T, qIR3 con
componentes (ul, u?, u3), podemos definir el siguiente operador (operador derivada direccional)
en ¢ siguiendo a |ug):
_ (1 2 3
(Uqg| = (u'0p + w0y +u ﬁz)q .

Por lo tanto:
<Uq‘ [ = (Ula’t + “281,/ + u38z)q f= Ul(a:cf)q + “2(8yf)q + u3(8zf)q .

Es posible entonces construir el conjunto de los operadores derivadas direccionales que actian

sobre las funciones f:
Dy(R?) = {(Uy| = (ulaﬂﬂ +u?dy + u?’az)q V |ug) € T,R%}.
¢) (Es D, un espacio vectorial?

d) ;Los espacios D, y T,R? son isomorfos?

2.3 Variedades lineales

Supongamos que tenemos una cantidad de vectores: {|w1),|wa),|w3),...,|wn)} € V", con
m < n. Entonces una variedad lineal generada por este conjunto se entenderd como el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas:

a|wi) = flwa) +ylws) + - 0 |wm)
donde los coeficientes: «, 3,7, . . . pertenecen al campo K.

Se puede comprobar que esta variedad lineal es un subespacio de V", siempre y cuan-
do compartan el mismo elemento neutro. Claramente, todo subespacio que contenga los vectores
{lw1),|w2),|ws),...,|wn)} y el elemento neutro de V", también contiene todas sus combinacio-
nes lineales. Por lo tanto, la variedad lineal generada de esta manera es el subespacio mds pequefio que
contiene al conjunto de estos vectores.

Un ejemplo simple de variedad lineal en R? es el plano generado por dos vectores no colineales.
La variedad generada por estos dos vectores serd el conjunto de todos los vectores paralelos al plano
determinado por este par de vectores no colineales. Mientras que la variedad lineal generada por los
vectores: {1, ], R} C R? es el mismo espacio entero R?. En importante puntualizar la diferencia entre
variedad y subespacio. Tal y como discutimos en la seccién 2.1.3.2, un plano en R? que no contenga el
origen no serd un subespacio de R3. Sélo serd subespacio si el plano pasa por en el origen.

Pasemos ahora a considerar el problema de construir una base para una variedad lineal y a partir de

alli determinar la dimensién de la variedad.
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2.3.1 Dependencia e independencia lineal

Siguiendo la misma linea de razonamiento que en las secciones 1.1.3 y 1.2.5, generalizamos el
concepto de dependencia e independencia lineal de R? y R3.

Dada la ecuacion
10) = Cy [v1) + Ca va) + Cs [vs) -+ + Co Jon) = > Ci |vy)
i=1

las cantidades C; son llamados los coeficientes de la combinacién lineal.
Podemos afirmar que:
o Si esta ecuacién se cumple para algin conjunto de {C;} no nulos, se dird que el conjunto de
vectores correspondiente {|v;)} es linealmente dependiente.
o Por el contrario, si esta ecuacion s6lo puede ser satisfecha para todos los C; = 0, entonces se dird
que el conjunto de vectores correspondiente {|v;)} es linealmente independiente.
Notemos que la suma que aparece aqui es necesariamente una suma finita, y cuando un determinado con-
junto de vectores es linealmente dependiente, entonces uno de ellos se puede escribir como combinacion

lineal de los demas.

2.3.2 Bases de un espacio vectorial

Ahora bien, dado un espacio vectorial V = {|v1), |v2), |vs)-:- ,|v,)}, si encontramos que el
conjunto {|v,)} es linealmente dependiente, entonces siempre es posible despejar uno de los vectores

en términos de los demads, vale decir:
n—1
lun) = C1 |v1) + Cy v2) + C3 |vz) =+ + Cpy Jvn_1) = Zéi |vi) -
i=1

Seguidamente podemos proceder a comprobar si {|v1), |v2), |vs) -+ ,|vp—1)} es un conjunto de vec-
tores linealmente independientes, es-decir: Cyp =Cy =C3 =---=C,_1 = 0. En caso de no serlo
se procede otra vez a despejar uno de los vectores en términos de los anteriores y aplicar el criterio de

independencia lineal:

n—2
|Un71> = él |U1> + ég |U2> + 03 |’U3) BRI C’nfz |Un,2> = Z C’l |UZ> ,
=1

nuevamente se comprueba si se cumple: C’l = ég = C’g == C’n,g =0.
En caso contrario, se repite este procedimiento hasta encontrar un conjunto:
{lv1), |va), |vs) -+, |vn—;)} de vectores linealmente independientes.
Esto . es: é’l b ég = é’g = ... = é’n_j = 0. Por lo tanto:
n—j
on—j+1) = C1 |v1) + Ca |va) +C3 [vg) -+ + Cpj |on—y) = Y Ci |vi) -
i=1
Diremos entonces que {|v1) , |v2), |v3),- -, |vn—;)} forman una base para el espacio vectorial V.

Es importante sefalar, que la dimensién de V serd el nimero de vectores linealmente independientes,
que para este caso serd: dim V = n — j. Entonces, se puede comprobar que, dado un vector arbitrario

|x) € V, se tiene que:

n—j
)= Ci o) ¥ Ja) €V,
=1
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y el conjunto {C1, C, C3, - - - Cy,—j } serd tnico.

Diremos que el nimero minimo de vectores: |v1), |v2), |vs),--- ,|vn—;) que expanden V con-
forman una base de ese espacio vectorial, y que el nimero finito de cantidades C7,C5,C3,--- Cy—j
constituyen las componentes de |z) relativas a la base {|v1), |v2), -, |vn—j)}.

Queda claro que el vector cero, |0), es linealmente dependiente, y cualquier conjunto de vectores
que lo contenga es un conjunto linealmente dependiente de vectores. De lo anteriormente expuesto se

puede concretar la siguiente definicion para una base de un espacio vectorial V:

Definicion 2.1 (Bases de un espacio vectorial)

Un conjunto finito de vectores:

B= {|U1> ) |U2> ) |U3>"" 7|Un>} cv,

se denomina base del espacio vectorial V si los vectores: |v1), |v2), |vs),: -+ ,|vy), son lineal-

mente independientes y expanden V. Decimos entonces que B es un sistema generador de V.

Es facil darse cuenta de que si V lo expanden n vectores linealmente independientes, cualquier otro
vector |x) € V podrd expresarse como una combinacion lineal de esos n vectores. Igualmente, todas
las bases de un espacio vectorial V, de dimension finita, tendran el mismo nimero de elementos y ese
nimero de elementos serd la dimension del espacio, es decir, la dim V = nimero de vectores que forman
una base del espacio.

La base mas familiar en el espacio tridimensional real es el conjunto de vectores ortogonales y
unitarios: {1,], R}. Por lo tanto, como ya sabemos, la dimensién del espacio vectorial V = R3 es 3.
Al conjunto de vectores {i,j,l;} le podemos asociar tres ejes coordenados: {x,y, z} y decimos que
le anclamos un sistema de coordenadas. De esta manera, las componentes v;, v, y v, de un vector
[v) respecto a la base {i,j,k}, constituyen las proyecciones de |v) a lo largo de los ejes coordenados
{z,y,2}.

El concepto de base de un espacio vectorial es de fundamental importancia, ya que una vez
especificada la base las operaciones sobre los elementos del espacio vectorial abstracto se pueden
realizar ahora sobre los ndmeros que representan las componentes del vector con respecto a la base.
Esto significa que cuando sumamos dos vectores de un espacio vectorial abstracto V, sus componentes
(respecto a una base) son sumadas. Cuando multiplicamos un vector de V por un elemento o del campo
K, todas sus.componentes son multiplicadas por o.

Adicionalmente, dentro de un espacio vectorial V se pueden encontrar subespacios y dentro de esos
subespacios un conjunto de vectores base.

Vale decir, si V |z) € V:
|z) = C17fv1) -~ + Cn—j |vn—j)+Cnj+1 ’Un—j+1> o Cp—p |Vp—k)+Cn—ks1 [Vn—kt1) - Cn |vn)

S1 S2 S3
con: |x) = |z1) +|z2) +|x3) y |x1) €8S1; |w2) € S2;  |z3) € S3. Entonces diremos que Ves la

suma directa de S1,S2 y S3 y lo denotaremos como: V =87 & S & Ss.
También es bueno sefialar que, una vez fijada una base, las componentes de un vector segin esa
base, son Unicas y que dada una base de un espacio vectorial, se pueden construir otras bases diferentes

de ésta, como veremos mas adelante.

Ejemplo 2.8 Independencia lineal: Presentamos otros ejemplos sobre dependencia/independencia
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lineal.
I. Consideramos el espacio vectorial V = {|v1), |ve), [vs), -, |vn)}, serdn ejemplos de espacios
con independencia lineal:

o |vp) = f(t) =tF, parak = 1,2,3,---. Es claro que un polinomio de grado n + 1, no podra
ser expresado en términos un polinomio de grado n, en otras palabras: t" ! Yoo Ci th,
o |ug) = f(t) = e™t, con ay,az,as, - coeficientes constantes. También salta a la vista que

no podremos expresar una de esas funciones exponenciales como una combinacién lineal.
2. Si consideramos: |v1) = cos?(t),|vz) = sen?(t) y |v3) = 1, es claro que |v1), |va) y |v3) son

linealmente dependientes por cuanto: |v1) + |v2) = |v3). Nétese que si:
|01) = cos(t), [02) = sen(t) y [03) = 1,
entonces |01) , [02) y |03) serdn vectores linealmente independientes.

3. Consideremos ahora otro ejemplo en P3,

Z1) =1, |z)=x-1, |z3)=2>, |vg)=2"+22+1.

Podemos ver que este conjunto es linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar:

|24) = 3a1) + 2[x2) +|23) .

2.3.3 La matriz y el determinante de Gram

Consideramos el conjunto de vectores {|v1),|v2),...,|vm)} € V'y V un espacio vectorial con
producto interno definido. Existe una forma directa de comprobar la independencia lineal de este conjunto.
Dado un vector |z) € V, este puede expresarse como una combinacién lineal de los vectores del conjunto,
es decir:

) = C*[vi)

donde C" son coeficientes escalares y se suma sobre todos los valores de i desde 1 a n. Al aplicar el
producto interno con <vi

, obtenemos el sistema de ecuaciones:
(Whz) = O (vt o) + C? (vl |v) + C3 (0! fus) 4 -+ 4+ C™ (v |op,)
(v |z)y = CH{? |vy) + C% (v? |vg) + C® (v? |v3) + -+ - + C™ (v? |v)

@™ lz) = C (U™ |vg) + C? (™ |vg) + C3 (V™ |vg) + -+ + C™ (™ |vy,)
donde las €, C?,C3, - - - C™ son las incégnitas.
Este sistema de ecuaciones lineales tiene una tnica solucion si y solo si el determinante de la matriz

de coeficientes es diferente de cero. Es decir:

<v1 1) <vl |v2) <v1 lvg) -+ (v1 |um)
<U2'|Ul> (0? [va) (v |v3) -+ (2 om) L0,
(™ fvr) (" v2) (O™ fug) o (v um)

Esto es, que el determinante de Gram??® sea distinto de cero implica que el conjunto:

{|v1), |v2), - ,|vm)} es linealmente independiente. La inversa también es cierta.

23]Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916). Es conocido mayormente por el método de ortogonalizacidn, pero aparentemente fue
ideado por Laplace y utilizado también por Cauchy en 1836.
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La matriz de Gram aparece de manera natural cuando estudiamos el producto interno en un espacio
vectorial. Sea V" un espacio vectorial de dimensién n con una base B = {|v1), |va), |vs), -+, |vn)}.
Consideremos también que en V" existe un producto escalar (x |y). Entonces, para dos vectores cuales-

quiera |z) y |y) expandidos en esa base B resulta lo siguiente:
n n n n
<Z Zw”ﬂ‘> =3t | 2w (v )
i=1 j=1 i=1 j=1

> i1 vy (vh fug)
Z?:l y; (v? Jvz)

(z ly)

= (2123 23---17)

2 =1 (0" |vj)

<vl |vg) <vl lvg) - <v1 |Un) Y1
P I Call IV Coll VR Gl B, Y2
= (2] x5 23 zp) . .

(W o) (" fug) e (U7 |up) Yn

Por lo tanto:
(@ ly) = (12)') G ly) .

A la representacion matricial del operador de Gram, G < G/, se le denomina la matriz de Gram para
el producto escalar respecto a la base B. En el caso de espacios vectoriales reales la matriz de Gram
es simétrica: Gj; = Gj;, y en el caso complejo es hermitica o autoadjunta: (G;?j)* = G, es decir, es
igual a su transpuesta compleja conjugada. Los conceptos de bases y representaciones matriciales de
operadores lo desarrollaremos con detalle en la seccién 4.3.2. Por ahora baste esta mencién para darle
contexto a la matriz de Gram.

A continuacién siguen unos ejemplos que ilustran la construccién de la matriz de Gram para algunos

espacios vectoriales.

Ejemplo 2.9 El espacio vectorial V" tendrd dimensién n y una de las posibles bases {|v;)} sera:

‘U1>:(170707'” )0)7 |U2>:(0v1’0"" 70)7 |2}3>:(0,0,1,'-‘ 70) Yo ‘Un>=(0,0,0,'-‘ 71) .

Esta base se conoce con el nombre de base canénica, la base con la que aprendimos el dlgebra vectorial
enR?: {i;} = {i,),k}.

Ejemplo2.10 Es facil ver que la matriz de Gram para el producto escalar respecto a la base canénica

{1;} en R™ es la matriz identidad. Para dos vectores |x) y |y) tenemos

(ly) = (w1 2223 24) L . . =21Y1 +ToY2 + -+ TpYn .
00 --- 1 Un

Ejemplo 2.11 El espacio de polinomios, P", de grado g < n tendrd como una de las posibles bases
al conjunto: {1, tt2 3, ,t”}, porque cualquier polinomio de grado < n podré ser expresado como
combinacién lineal de estos n + 1 vectores. Mds atn, el espacio de todos los polinomios, P°°, tendra

como una posible base al conjunto de funciones:{1,¢,¢*,¢3,--- ,¢"--- }. En este caso P> serd infinito
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dimensional.
<
Ejemplo 2.12 Consideremos el espacio de polinomios P? y la base {1,¢,t?} con el producto interno
definido como: .
1
v = [ poaor,
—1
Por lo tanto:
I 1! 1! 1
L)y=-[ dt=1, (Lt)=- [ tdt=0, (L=~ [ t*dt=_, -
an=g [ a=1 =g [ -0 qey=g [ fa-g,
De esta manera, la matriz de Gram respecto a la base dada es:
10 3
Cuuey=| 0 5 0
1 1
3 03
<

2.3.4 Ortogonalidad y bases ortogonales

En un espacio vectorial con producto interno, dos vectores |v1) A |v2) serdn ortogonales si su
producto interno se anula
”U1> 1 ‘U2> =4 <1}2”U1> =0.
Se denomina un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |es), - ,|en)} si:
; ; . ; 0 sii#£ j
(@leg) = 3lllep?, ij =128 n con 8= { i = ]
1 S1t =7
En este caso , es fécil ver que la matriz de Gram es una matriz en diagonal.

Ademas, se denominard un conjunto ortonormal de vectores {|é1) , [62) ,[63),- -+ ,|én) ]} si:
(€'6;) =05, 4,j=1,2,3,...,n,
es decir, cuando |||e;) |? = 1y la matriz de Gram ser4 la matriz identidad.
Un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |e3),- - ,|en)} € V es linealmente independiente.
Mais atin, para el caso particular de un espacio euclidiano este conjunto conforma una base ortogonal

para V. La demostracion es sencilla, para un determinado espacio vectorial V una combinacién lineal de

los vectores: {|e1), |e2), [es), -,
(

en)} se anula. Veamos:

[, Cile)] =0 = Y, Cial=0 = C'=0

n @[2n, Cle)] =0 = YL, C2=0 = (C2=0

Z C'lei) = [0) = @[y Cllen] =0 = ¥L,C%=0 = C°=0
=1 : .. .

[ Clle)] =0 = XL,C%r=0 = C"=0
entonces, queda claro que: {|e1), |e2), |e3), - ,|e,)} es un conjunto linealmente independiente.

Las componentes de un vector en esa base ortogonal se pueden expresar de manera simple:

- (fz)  (]x)
> Ces) =
=1

(elles)  les)II*”

En el caso de un conjunto ortonormal de vectores {|&;) } C V", las componentes de cualquier vector

Viz) €V = |z) =) Clle;) = (ef|a) = (¢ = =
=1
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quedan determinadas de una forma todavia mds simple y con consecuencias mucho mds impactantes:

SifleP=1 = C' = (@z) = |a) = Z Clé;) _Z &) [&;) Z ENGIEE

i=1 H
Es bueno recalcar la relacién de cierre?* que se escribe como
z”: &;)(&'| =1, donde I es el operador identidad,
con lo cual es trivial demon:trlar la férmula de Parseval:
n n n
Vlz),ly) €V = (ylz) = (yl (Z |éi><éi|> o) = > (ylen) (@lz) = ) (yles) (xle))™,
i=1 i=1 i=1

para el caso de |z) = |y) se llega a la generalizacion del teorema de Pitdgoras:

(elz) = lla) Zr (afe)

Consideremos un par de ejemplos de bases ortogonales en espacio funcionales.

Ejemplo 2.13 Funciones trigonométricas: Uno de los ejemplos mas emblematicos es el caso de las

funciones continuas, reales de variable real y definidas en [0,27],C [OO

0.2 CON el producto interno definido

por:
2
(flg) = /0 dz f(z) g(a).

esto es, el conjunto de funciones {|e;)} representadas por:

leo) =1, |ean—1) =cos(nx) y |es,) =sen(nx), conn=1,23 - 2.4)
Es claro que {|e1), |e2), |e3), - =y ]en), - +- } es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto:
( [ f027r dz sen(nz)sen(mz) =0

0-si n#m = fo% dz cos(nz)sen(mz) =0
f027r dz cos(nz) cos(mx) =0

(" lem) = o1 lllen)I” = 2T dz = 27 si n=m=0

e si n=m = f027rdxcosz(nm):7r si n=m=2k—1

f027r desen?(nz) =7 si n=m =2k
conk=1,2,3,---
Claramente, podremos construir una base ortonormal de funciones: {|é1),[62),--- ,|é,), -+ } de

la forma:

|ég) = E, |éan—1) = \/17? cos(nr) 'y |éan) = \}Esen(nx).

24] a relaci6n de cierre expresa una propiedad importante de los vectores base: si los |é;) se multiplican por la derecha por los
(8|, el resultado, luego de sumar para todos los vectores, es el operador lineal unitario. Se dice también que el conjunto de
vectores {|&;)} forman un conjunto completo. La relacién de cierre Y | |&;)(&’| es un caso particular de los operadores
proyeccioén que veremos en la seccion 4.1.4.
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Por lo tanto, dada una funcién definida en el intervalo [0, 27], podremos expresarla en términos de

la base ortogonal como:

(3" dw f(x) = C° si i=0
|f) = Z C' lei) = C'=("|f) = OZW dx f(x) cos(nx) =C?" 1 si i=2n-1
i=1
J& da f(2) sen(na) = C2"  si i=2n

0
donde los C" son los coeficientes de Fourier y los consideraremos con mas detalles en la seccién 2.4.2,

Ejemplo 2.14 Polinomios de Legendre: Otro de los ejemplos tipicos son los llamados polinomios-de
Legendre, P, (z), definidos en el intervalo [—1, 1]. Estos polinomios pueden ser generados a partir de la

Férmula de Rodrigues?>
1 4"

nl2n dzn

Pu(z) = (2 -1)"  n=0,1,2..
con Py(z) = 1.
Algunos de estos polinomios son los siguientes:
1 1
Pi(x) =z, Pyx) = 5(32% = 1), Py(x) = g(aﬂ =3){ Pile) = S(350" — 302> 4 3).,...
los polinomios de Legendre son soluciones de la ecuacion diferencial:
(1—2%)y" —2xy + XA +1)y=0.
Es facil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) = P,(x) son mutuamente ortogonales
con un producto interno definido como,
1
2
y con una norma definida por,
1
2
Pol? =(Pu|Pn) = | Pi(x)da = :
IR 2BAP) = [ P@yte = =g

Por lo tanto, cualquier funcién f(x) continua en el intervalo [—1, 1] puede ser expresada en términos

de los polinomios de Legendre, que forman una base ortogonal para el espacio de funciones en ese

intervalo:

(P 1f)

fl@)=1f) = ar |P)
k=0

k=0
Donde los coeficientes ay, estdn dados por:

(Pl f) f_llpk(x)f(w)dx.

(Pe| Pe) 1 [Pe(2))? da

Si f(z) es un polinomio, entonces

F@)=> bpa" = d¥|P) =) a"Pu(),
n=0 k=0 n=0

y los coeficientes a™ se determinan facilmente a través de un sistema de ecuaciones algebraicas. Por

25Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). https://es.wikipedia.org/wiki/0Olinde_Rodrigues.
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ejemplo, para el caso de f(z) = 22 tendremos

f(z) = 2% = a®Py(2) + a' Py (x) + a® Py ()
1 2

1
=a’+a'z + §a2(3x2 -1)= gPo(x) + ng(x) .

Quedarad como ejercicio demostrar que para el caso

1-— (P |g) 2 > P, (x)
V2 Z (Py |Py) >_3P0($)_2;(2n—1)(2n+3)’

Bl = [ o ae= [ S s

con

2.3.5 Ortogonalizacion

Hemos visto que un conjunto de vectores ortogonales forman una base para un espacio vectorial.
Ahora bien, siempre es posible construir un conjunto de vectores ortogonales a partir de otro conjunto
que solo sea linealmente independiente. El método de “ortogonalizacién” se conoce como el método de
Gram-Schmidt?®, en honor de estos dos matemadticos alemanes que no lo inventaron pero lo hicieron
famoso. Al parecer, se le debe al matemadtico francés P.S. Laplace.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de vectores linealmente independiente,
{lv1) ,|va) ,|vs), -+ ,|vn)} que expanden un _espacio euclidiano real de dimensién finita, E".

)}

Entonces, siempre se podrd construir un conjunto ortogonal de vectores, {|e1),|e2),|es), -,

que también expandan E", de la siguiente forma:
1. Hacemos coincidir uno de los vectores de la base dada con nuestro primer vector ortogonal:
le1) = [v1) -

2. A partir de |e1) y otro de los vectores dados construimos un segundo vector:

e o S oy (e 0.
(etler)

3. De esta manera podemos seguir calculando los otros vectores de la base ortogonal hasta completar
los n vectores dados:

26Erhard Schmidt (1876-1959). Matematico alemédn fundador del primer instituto de matematicas aplicadas de Berlin. Alumno
de Hilbert, Schmidt hizo sus mayores contribuciones en el campo de ecuaciones integrales y teoria de funciones en el espacio
de Hilbert. https://es.wikipedia.org/wiki/Erhard_Schmidt.
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le3) = |vg) —

@) e | (@ler) = 0
@lea) ) Tellen) 1V © {<e3|eg>:o,

<e3”l)4> <e2"l)4> <61"U4> <e4’el> = 07
¢ = B © N € B € e4 (] =
| 4> ’ 4> <e3’63> | 3> <e2’62> | 2> <61’el> | 1> = < 4’ 2> - 0’
<€ |83> - 0)
(e"le1) =0,
n—1, ;
= |vy) — {e’vn) . (e™|eg) =0,
|en> —| n> : (ei|ez> ‘ z> o ‘

(e"ep1) = 0.

Entonces, siempre es posible construir una base ortogonal a partir de un conjunto de vectores
linealmente independiente y una definicion de producto interno. Esta base serd tnica en E™ —para cada
definicién de producto interno— y si existe otra, sus vectores seran proporcionales. Mas ain, cada espacio

vectorial V"* de dimension finita tendrd una base ortogonal asociada?’.

Ejemplo 2.15 Consideremos tres ejemplos del método de ortogonalizacion, dos sencillos y el tercero
mas elaborado:

1. Para el caso de R? es muy claro. Si tenemos dos vectores |v1) y |vz) linealmente independientes:

1 0
|U1>:<1), y |Uz>:<1>.

Si elegimos |e1) = |v2), entonces, |e2) vendrd dado por:

_ (e|v1) (1 0y (1
|62>:|”1>_<e1\e1>|el>$|62>:<1>_<1>_<0>’

tal y como se esperaba, el otro vector ortogonal es el canénico.

2. Un subespacio de V*, expandido por los siguientes vectores

1 2 -1

3 0 1
v = s (9 = s v = s
lv1) . |va) ) |vs) 0

2 3 0

2’Hemos construido la base ortogonal para un espacio de dimension finita, pero el procedimiento es valido para espacios de
dimension infinita.
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tendrd una base ortogonal asociada dada por:

-1 2 -1 1
1 (et|vg) 0 1 1
e1) = |v3) = 7 le2) = |vg) — e;) = —(—1 =
le1) = [vs) 0 |e2) = [va) (el|el>’1> ) (=1 0 )
0 3 0 3
5
4
1 1 -1 5
(e?|v1) (elv1) 3 < 9 ) 1 1 4
e3) = |v1) — ey) — er) = —| = —(1 =
es) = o) — gy len) — ey e = | U = (g) |, |- 7
2 3 0 4
_1
1
Y la base ortonormal asociada sera:
1
-1 1 )
S R (USRI [ -
(el |e1) 2 0|’ (e? |eg) 6 1|’ (e3 |eg) 2 K
0 3 5
_1
5

En este ejemplo hemos mostrado que {|e1) , |e2), |es)} son linealmente independiente y, por lo
tanto, base de un subespacio de V*. Cabria preguntarse ;C6mo construimos un cuarto vector,
linealmente independiente a los anteriores, que expanda todo V*?

3. Suponga el espacio de polinomios, P", de grado g < n definidos en el intervalo [—1,1]. Este
espacio vectorial tendrd como una de las posibles bases al conjunto {|m;)} = {1,¢,¢%,¢3,--- "}
con el producto interno definido por:28

1
(i) = /_1dt ()75 (1)

Procederemos a construir una base ortogonal {|P;) }, y tomaremos como vector de inicio a |m):
’P@) = ‘ﬂ'o> =1.
El siguiente vector serd:

wl (r' [Py = [ dtt=0,
|P1) = |m) — <<P0 ||];Oi [Po) =t <«
’ (PO Py = [* dt =2.

28En este punto es importante sefialar la importancia de la definicion de producto interno. Si esta definicién hubiera sido
p p p p
(fl 9) = fil dz f(x) g(z)vV1—2z20(f]| g) = fil dz %\/g—(z) las bases correspondientes a estas definiciones de producto

interno serfan distintas.
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El siguiente:

(2 |Po) = [} dt > =2,
(2 | Py) (72 | Ry) 1
P) = |m) — L |P P)=t—- « 21p) = [Lated =
’ 2) ‘7(2> <P1 ‘P1>‘ 1> <PO ‘P>‘ 0> 3 <7T ’P1> f_ldtt 07
1
(PP = [ dtt? =2
Para el cuarto:
(7 | P) (7| Py) (| Py) 3
Py = —7P—7P—7P:3 —t,
(3 |Py) = [Ldt* =0, (w3 |P) = [1dttt =2,
(3 |P)y = [Ldted[t2 — 1) =0, (P2|R)=[' dt[?-1]2= 2.
Queda como ejercicio para el lector comprobar la ortogonalidad de los vectores recién calculados:
(P°|P) = (P |P) = (P*|P3) = - = 0.

Esta base ortogonal estd formada por los polinomios de Legendre, discutidos en la seccién 2.3.4.
Es decir, si ortogonalizamos una base de monomios {|7;)} mediante la definiciéon de producto
interno: (f| g) f dz f(x) g(x), obtendremos la base de polinomios ortogonales de Legendre.
Podemos resumir los célculos anteriores, construyendo también la base ortonormal a partir de los

monomios {|m;)} como se muestra a continuacion:

) o) Po)
1 1 %
t t g t
t? t5— % %\/g (3t2—1)
t3 8 — 2t g\/g (5t — 3t)
|t -2+ 5 g@ (35t — 30t2 + 3)

Practicando con SymPy

1. Independencia Lineal:

En 2.3.5 vimos que si en la ecuacion

|0>:C1 ’U1>+02 \v2>+03 |U3>~"+Cn |vn,> ,

con todos los C; = 0, entonces se dird que el conjunto de vectores es linealmente independiente.

Para el segundo ejemplo de esa seccidén (ejemplo 2.) se obtuvo el siguiente sistema de ecuaciones:

Ci +2C; —-C3 =0,

3C4 +C3 =0,
-4 +Cy =0,
2C7 +3Cy = 0.

Sistema que debemos resolver



[2]:

[4] :

[6]:
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[1]:

[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[5]:

[6]:

import sympy

from sympy import *

C1,C2,C3 = symbols('Cl C2 C3 ')
linsolve ([C1+2%C2-C3, 3*C1+C3, -C1+C2, 2*C1+3xC2], (C1, C2, C3))

{(0, 0, 0)}

. Bases para espacios vectoriales

En este ejercicio aprenderemos a calcular una base a partir de un conjunto de vectores perteneciente

aun determinado espacio vectorial. Por ejemplo, si en R? tenemos el siguiente conjunto de vectores:
|U1> = (17 27 374) 5) ’ |U2> = (05 *17 17 2a 3) ; |U3> = (37 27 17 07 71) ) |’U4> = (-47 ﬁ37 »2) 41? 0) .
vi= Matrix([[1,2,3,4,5]])

v2= Matrix([[0,-1,1,2,3]]1)

v3= Matrix([[3,2,1,0,-111)

v4= Matrix([[-4,-3,-2,-1,011)

Con los vectores dados construimos la siguiente matriz

M=Matrix([[v1], [v2], [v3], [v4]])

-4 -3 -2 -1 O

Como veremos mds adelante, el rango de una matriz indica el nimero maximo de vectores fila o

columna linealmente independientes.

M.rank()
3

Podemos aplicar el método de eliminacién gaussiana a la matriz IM para obtener una nueva matriz

escalonada. El cdlculo ademds se hace normalizando el primer elemento no nulo de cada fila.

rref_M ,pivots= M.rref()

rref_M
1 2
1 2
010 -1 -2
5 7
00155
0O 00 0 O

Por lo tanto, cada fila de la matriz anterior conformard un conjunto de vectores linealmente
independiente.
Para verificar que el conjunto: {el,e2,e3} es linealmente independiente podemos hacer lo si-

guiente:
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[7]: o, B, Y = symbols('a p y')

# Aislamos los vectores de la matriz

el = rref_M[O, :]
e2 = rref_M[1, :]
e3 = rref_M[2, :]

# Construimos el sistema de ecuaciones
sistema = [
Eq(axe1[0] + B*e2[0] + yxe3[0], 0),
Eq(axe1[1] + pxe2[1] + y*e3[1], 0),
Eq(axel[2] + pxe2[2] + y*e3[2], 0)
]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
solucion = solve(sistema, (a, P, Y))
# Verificamos st los vectores son linealmente independientes
if solucion == {a: 0, B: O, y: O}:
print("Los vectores son linealmente independientes.")
else:

print("Los vectores no son linealmente independientes.")

Los vectores son linealmente independientes.

Consideremos otros ejemplos, dados los vectores a = (1,3) y b = (—1,1) ;Serdn linealmente
independientes?
Una variante al cdlculo anterior se muestra a continuacion
[9]:  # Definimos las matrices que representan los wvectores
a= Matrix([[1,3]])
b= Matrix([[-1,111)
# Construimos una matriz con los wvectores como filas
matriz = Matrix.vstack(a, b)
# Calculamos el rango de la matriz
rango = matriz.rank()
# Verificamos st los vectores son linealmente independientes
if rango == len([a, bl):
print("Los vectores son linealmente independientes.")
else:

print("Los vectores no son linealmente independientes.")

Los vectores son linealmente independientes.

Los vectores a = (1,2,3) y b = (4, 8,12) ;Serdn linealmente independientes?
Un c6digo alternativo sera:

[10]: a= Matrix([[1,2,3]])
b= Matrix([[4,8,12]]1)

# Construimos el sistema de ecuaciones
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sistema = [

Eq(axal[0] + p*b[0], 0),

Eq(oxal[1] + p*b[1], 0)
]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
solucion = solve(sistema, (a, B, Y))
print ("Los valores de los coeficientes son:")
for coeficiente, valor in solucion.items():

print(f"{coeficiente}: {valor}")

Los valores de los coeficientes son:
a: -4*p
Por lo tanto son linealmente dependientes
Sea ahora {e;} = {(1,1,1),(1,2,1),(0,0,2)} una base para R®. Vamos a calcular las compo-
nentes del vector a = (3,2, 1) respecto de esa base.
Primero podemos verificar si efectivamente forman una base:
[11]: el= Matrix([[1,1,1]])
e2= Matrix([[1,2,1]])
e3= Matrix([[0,0,2]11)
# Construimos el sistema de ecuaciones
sistema = [
Eq(oxel[0] + Pxe2[0] + y*e3[0], 0),
Eq(axe1[1] + p*e2[1] + yxe3[1], 0),
Eq(axel[2] + p*e2[2] + yxe3[2], 0)
]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
solucion = solve(sistema, (a, P, Y))
print("Los valores de los coeficientes son:")
for coeficiente, valor in solucion.items():

print(f"{coeficiente}: {valor}")

Los valores de los coeficientes son:

o: 0
B: 0
Y: O

El cédigo que se muestra a continuacidn es mds efectivo

[12]: el = Matrix([1, 1, 11)
e2 = Matrix([1, 2, 1]1)
e3 = Matrix([0, 0, 2])

a = Matrix([3, 2, 1])
# Escribimos el sistema de ecuaciones

sistema = [



Variedades lineales

[13]:

Eq(axel[0] + p*e2[0] + y*e3[0], al0]),
Eq(axel[1] + pxe2[1] + yxe3[1], alll),
Eq(axel[2] + p*e2[2] + y*xe3[2], al2])
]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
solucion = solve(sistema, (a, B, Y))

print("Las componentes del vector a respecto de la base son:")

print ("o =", solucion[a])
print("p =", solucion[p])
print("y =", solucion[y])

Las componentes del vector a respecto de la base son:

o =14
p = -1
y = -1

Por lo tanto, a = 4e; — ey — e3 ( Como serd el vector a en la base canénica?
el = Matrix([1, 0, 0])
e2 Matrix ([0, 1, 0])
e3 = Matrix ([0, 0, 11)
a = Matrix([3, 2, 1])

# Escribimos el sistema de ecuaciones

sistema = [
Eq(axe1[0] + pxe2[0] + yxe3[0], a[0]),
Eq(oxel[1] + P*e2[1] + y*e3[1], alll),
Eq(axel[2] + P*e2[2] + y*e3[2], al2])
]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
solucion = solve(sistema, (a, B, Y))

print("Las componentes del vector a respecto de la base son:")

print ("o =", solucion[a])
print("p =", solucion[p])
print("y =", solucion[y])

Las componentes del vector a respecto de la base son:

o =3
p=2
Yy =1

Es decir, a = 31 + 2 + k.

. Ortogonalizacién con SymPy

Anteriormente hicimos los célculos para hallar una base ortogonal a partir del siguiente conjunto

138



Variedades lineales 139

de vectores linealmente independientes:

1 2 ~1
3 0 1
v1) = i |v) = i |us) =
|v1) » |v2) . |v3) 0
2 3 0

Se puede proceder de la manera siguiente, notando que el vector |v3) es el que vamos a poner en
la primera fila de la matriz. Ahora procedemos al célculo:
[14]: init_printing()
vl= Matrix([-1,1,0,0])
v2= Matrix([2,0,1,3])
v3= Matrix([1,3,-1,2])
L=(v1,v2,v3)
LGS=GramSchmidt (L)
LGS

[14]: -1

W = =
| N[, BN T3
BN NEN|

[15]: el1=LGS[0]
e2=LGS[1]
e3=LGS[2]

Podemos verificar que son ortogonales:

[16]: el.dot(e2), el.dot(e3),e2.dot(e3),

[16]: (0, 0, 0)
Estos vectores normalizados son:
[17]: el/(sqrt(el.dot(el))), e2/(sqrt(e2.dot(e2))), e3/(sqrt(e3.dot(e3)))

[17]1: _g % %
V2 V3 1

2 ) ﬁg ) 27

1

0 ¥ L

En SymPy no disponemos, por ahora, de una funcién que permita definir un producto interno
diferente al producto interno usado en el ejemplo anterior.

Veamos como se hace en un ejemplo donde el conjunto de vectores linealmente independientes
estd dado por: {1,¢,¢%,¢3,--- #"} y el producto interno es

b
<fm>=/ﬂﬂg&-

[18]: # Definimos la wvariable y los limites de integraciodn
t = symbols('t')
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a, b=-1, 1
# Definimos las funciones base como vectores
base = [Matrix([1]), Matrix([t]), Matrix([t**2]), Matrix([t**3]),
—Matrix([t**4])]
# Definimos el producto interno
def producto(f, g):
return integrate(£f[0]*g[0], (t, a, b))
# Realizar Gram-Schmidt
ortogonalizados = []
for v in base:
u=v
for o in ortogonalizados:
u -= (producto(v, o) / producto(o, 0)) * o
ortogonalizados.append (u)
# Mostar el resultado

FiniteSet (*ortogonalizados)

N N RN T

Verifiquemos si son ortogonales:
[19]: el=ortogonalizados[0]
e2=ortogonalizados[1]
e3=ortogonalizados [2]
ed=ortogonalizados[3]

eb=ortogonalizados [4]

[20] : | vectores = [el, e2, e3, e4, e5]
ortogonales = True
for i, vi in enumerate(vectores):
for j, vj in enumerate(vectores):
if j > i: # Comparamos solo una vez para j > 1
resultado = producto(vi, vj)
print (f"Producto interno de e{i+1} y e{j+1}: {resultadol}")
if resultado != O:
ortogonales = False
# Mostrar el resultado
if ortogonales:
print("El conjunto de vectores es ortogonal.")
else:

print("El conjunto de vectores NO es ortogonal.")

Producto interno de el y e2: O

Producto interno de el y e3: O
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Producto interno de el y e4: O
Producto interno de el y e5: 0
Producto interno de e2 y e3: O
Producto interno de e2 y e4: O
Producto interno de e2 y e5: O
Producto interno de e3 y e4: O
Producto interno de e3 y e5: O
Producto interno de e4 y e5: O

El conjunto de vectores es ortogonal.

2.3.6 Ejercicios

1.

6.

Diga si los siguientes conjuntos de vectores en P2 son o no linealmente independientes.

(a). |z1) =22, |wo) =22 +1, |ag)=ao+1, |rg) =221

b). |z1) =x(x—1), |w)=z, |rv3)=23, |v4)=22-22

Probar que los polinomios: |z1) = 1, |22) = z, |z3) = 322 = Ly |z4) = 523 — 22, forman

una base en Py. Expresar [p) = 22, |¢) = 23 en funciénde esa base.

- Encontrar la proyeccién perpendicular de los siguientes vectores en C[_; 1) (espacio de funciones

continuas en el intervalo [-1,1] y con el producto interno definido por: (f| g) = [ _11 dz f(z) g(x))
al subespacio generado por los polinomios: {1, 2,22 — 1}. Calcular la distancia de cada una de
estas funciones al subespacio mencionado.

(a). f(x) =™, nentero.

(b). f(x) = sen(z).

(). f(x) = 322

. Utilizando el método de Gram-Schmidt encuentre una base ortonormal para los siguientes con-

juntos de vectores:
(@). |v1) = (1,0,1), [v2) = (0,1,1) y [vs) = (1,0,0). En R?,
(b). |U1> = (27 =4, 5, 2) ) ”U2> = (_67 9, —1, _6) y |U3> = (_107 13, -4, _3) En R*.

. Considere el espacio vectorial de las matrices complejas 2 x 2 hermiticas. Tal y como demostra-

remos con rigor enla seccion 4.3.2.2, una matriz hermitica (o autoadjunta) serd igual a su adjunta.

Esto es, una matriz serd igual a su traspuesta conjugada (AT);'- — (A*)f = Ag :

. 2] =z real,
zZ1 22 z z .
A = At = L= es decir 2y =24 real,
* *
z3 24 25 2 . .
z5 = z3 complejos .
Entonces
(a). Muestre que las matrices de Pauli {0, 01, 09, 03} presentadas en los ejercicios de la seccién
2.2.4 forman una base para ese espacio vectorial.
(b). Compruebe que esa base es ortogonal bajo la definicion de producto interno
{a |b) = Tr(A'B) que introdujimos en los ejercicios de esa misma seccidn.
(c). Explore si se pueden construir subespacios vectoriales de matrices reales e imaginarias puras.
Utilizando SymPy reproduzca el ejemplo 2. que expusimos en la pagina 132. Es decir, suponga el

espacio de polinomios, P", de grado g < n definidos en el intervalo [—1, 1]. Este espacio vectorial

141



Aproximacién de funciones

tendrd como una de las posibles bases al conjunto {|m;)} = {1, t, 2,13, - ,t”}, pero en este
caso con el producto interno definido por:

1
(fl 9>_/1d$f(x)g(x)m.

Encuentre la base ortogonal correspondiente. A esta nueva base se le conoce como polinomios de
Chebyshev de segunda especie?®.

7. Otra vez, utilizando SymPy, reproduzca el ejercicio anterior, pero con la definicién de producto

1
o= [ ar L0,

A esta nueva base se le conoce como polinomios de Chebyshev de primera especie.

interno:

2.4 Aproximacion de funciones

Armados de los conocimientos previos podemos pasar a aplicarlos en un intento de aproximar
funciones. La aproximacién de una funcién tiene varias facetas y seguramente en cursos anteriores
hemos hecho este tipo de aproximaciones una buena cantidad de veces cuando necesitibamos convertir
una expresion, que nos resultaba muy complicada, en otras més sencillas y casi equivalentes. Por ejemplo,
cuando aplicamos la aproximacién lineal: f(x) ~ f(z¢) + f’(20)(z — 20), con 2 muy cercano a xg
(Cudntas veces no hemos utilizado la aproximacién: sen(z) ~ x? También aproximamos funciones
cuando en el laboratorio nos veiamos en la necesidad de “ajustar con la mejor curva” una serie de puntos

experimentales.

2.4.1 Complementos ortogonales y descomposicion ortogonal

Volvamos a retomar la idea de los subespacios y su complemento ortogonal, ejercicio 3. de la seccién
2.2. Sea un subespacio S C V. Un elemento |0;) € V se dice ortogonal a S si (s|5;) = 0V |s;.) € 8,
es decir, es ortogonal a todos los elementos de S. El conjunto {|v1) ,|v2),|U3), -+, |0m)} de todos los
elementos ortogonales a S, se denomina S—perpendicular y se denota como S*. Es facil demostrar que
S es un subespacio, atin si § no o es.

Dado un espacio euclidiano de dimensién infinita V : {|v1), |v2), |vs),- - ,|vn), -+ } y un subes-
pacio S C V con dimensién finita: dim S = m. Entonces, V |vg) € V puede expresarse como la suma

de dos vectores |sp) € S A |sp)" € St Esto es:
ok) = [se) +[se) ", Isk) €S A [se)t €St

La norma de |vy) se calcula a través del teorema de Pitdgoras generalizado:
2
2 2 L
oI = sk 2+ 1)
La demostracion es sencilla. Primero se prueba que la descomposicion ortogonal |vy,) = [sg)+|sk) ™~
es siempre posible. Para ello recordamos que S C V es de dimension finita, por lo tanto existe una base

ortonormal {|é1),|€2),|é3),-- ,|én)} para S. Es decir, dado un |vy) definimos los elementos |s) y

2https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials.
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|s) " como sigue:
m

[s6) = D (o @) &) A Jsi)t = [uk) = lsw) -

=1

Nétese que (vy |é;) |é;) es la proyeccion de |vg) a lo largo de |&;) y |sk) se expresa como la
combinacién lineal de la base de S, por lo tanto, estd en S. Por otro lado:
m
H(sMen) = (vF—sPler) = (oMen) — (sMen) = (WFle) — | D (WPl | 1) =0 = [se) T L ey)
j=1

lo cual indica que |s,) € ST

Podemos ir un poco mds alld y ver que la descomposicion |vg) = |si) + |5k)J‘ es unicaen V. Para
ello suponemos que existen dos posibles descomposiciones, vale decir:
>L

log) = |sk) + |se) " A Joe) = [te) + [te) T, con |sp) Altr) €S A [si)t A [t t e ST

Por lo tanto:

o) = Jow = (Jsw) + s)) = (1t + 146)) =0 = [s)= [t = Jti) Sl

Pero |s;,) — |t) € S, es decir, ortogonal a todos los elementos de S* y |s) — [t5) = [tx) " — |sk) ™.
Con lo cual |sg) — |tx) = |0), que es el tnico elemento que es ortogonal a si mismo y en consecuencia
la descomposicién |vy,) = |s) + |sx) T es tnica.

Finalmente, con la definicién de norma:
2 2
o)l = [[lse) + s || = (G651 (1) (1) 0m0E) = Flswd+ (s e = i) I+ 13w |

Asi, dado S™ un subespacio de V de dimension finita y dado un |v) € V el elemento:

m

[s6) €8 = lsi) = D (v led) Jei)
i=1
serd la proyeccion de |vg) en S.
En general, dado un vector |z) € V y un subespacio de V con dimensién finita, " C V'y
dim § = m, entonces la distancia de |=) a $"* es la norma de la componente de |z), perpendicular a $™.
Miés atin, esa distancia serd minima y |x)¢n la proyeccién de |z), en S™ serd el elemento de S maés

préximo a |x).

w2) =kylas) =j+ky
consideramos el subespacio S : {z +y = 0} C R3. Podemos calcular una base en § parametrizandola

Ejemplo 2.16 Sea el espacio vectorial V : R3 con los vectores base: |71) =1,

de la manera siguiente:

= —W,
r+y=0= § y=u,
zZ=U.
Por lo que una base en S puede ser: |e;) = —i + ]y |e2) = k. Si tomamos un vector |z) € R3 con

coordenadas (z,y, ), para que éste vector |z) € ST se tiene que cumplir que: (z |e;) = 0. Podemos

utilizar la matriz de Gram, que conocemos para la base dada, para calcular el producto escalar a través
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de las ecuaciones:

1 00 —1

(xler) = (z,y,2)] 0 1 1 1 =0 = —z+y+2=0,
01 2 0
1 00 0

(xle2) = (z,9,2)| 0 1 1 0 |=0= y+22=0.
01 2 1

El par de ecuaciones: —z + 3 4+ z = 0y 3 4+ 2z = 0 vienen a ser representacion cartesiana de S*. La

matriz de los coeficientes de ese sistema de ecuaciones es:

(—1 1 1> N (1 0 1) . { z42=0,
0 1 2 01 2 y+22=0,
por lo que una base para esa representacion cartesiana puede ser:
T=—pu,
{ ;—:—222_:% = y=—2u, ¢ ,esdecir, STz {(—1,-2,1)}.
Z=[L.
Notemos que partimos de un espacio vectorial V de dimensién 3, la dimension de S es 2 y por lo tanto,
lade St es 1.
El lector debe comprobar que efectivamente {(—1, —2, 1)} es ortogonal a cada uno de los vectores

basede S : {(—1,1,0),(0,0,1)}.

2.4.2 Condiciones para la aproximacion de funciones

Sea V= {|v1),|va),|vs), -, |vn),: - } un espacio euclidiano de dimension infinita, y un subes-
pacio $™ C V, con dimension finita, dim S = m, y sea un elemento |v;) € V. La proyeccion de |v;) en

, |si) , serd el elemento de " mds pr6ximo a |vg). En otras palabras:
sm delel de S™ mads proxi E palab
loi) =Is)ll < [llvi) = [t)l] ¥ [t:) €S-
La demostracién se sigue asi:
2 2 2
vi) = [ti) = (lvi) —18a) + ([si) = [t)) = [lva) = [} 1" = [[lvi) = [s)I” + lllse) — [t
ya que |v;) — | i) = [sp) € ST A |s;) — |t4) € S,y vale el teorema de Pitdgoras generalizado.
Ahora bien, como:

llsid — 117 >0 = llvs) = [E)lI* > llloi) = sa)I* = llvs) = [ta)ll > o) —[sa)ll . <

Ejemplo 2.17 En la seccién 2.3.4 consideramos la expansion de funciones continuas, reales de variable
real, definidas en [0, 27|, C ﬁ)o%], mediante funciones trigonométricas y con el producto interno definido

por: ,
(f] 9) = / d f(x) g(x).

En ese entonces consideramos, para ese espacio vectorial, una base ortogonal definida por:
leo) =1, |ean—1) =cos(nx) y |es,) =sen(nx), conn=1,23,---

Por lo tanto, cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27] puede expresarse en términos de esta
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Funcion Diente de Sierra Aproximaciones de Fourier:

Figura 2.3: Funcién diente de sierra de periodo 7' = 2. En el panel izquierdo presentamos la funcién
y en el derecho la funcién (rojo) conjuntamente con las aproximaciones en series de Fourier para tres
términos (verde), cinco términos (azul) y diez términos (linea negra).

funcion Serie NI —— Serie N2 —— Serie Nl

base como mostramos a continuacion:
o0
=3 e
i=1

Los C? son los coeficientes de Fourier. Es decir, cualquier funcién puede ser expresada como una
serie de Fourier de la forma:

fla) = % + f: [ay, cos(kx) + bysen(kx)] = 30 Zan cos (2 ) + Z bysen (2 >

k=1

1 27 1 2m .

ak = / dz f(z)cos(kx), b= / dz f(z)sen(kx) A T, elperiodo de la funcién.
T Jo T Jo

Es claro que para la aproximacion de funciones por funciones trigonométricas cuyos coeficientes

son los coeficientes de Fourier constituyen la mejor aproximacién. Por lo tanto, de todas las funciones

F(x) € CE)OQW] las funciones trigonométricas, 7 (z) minimizan la desviacion cuadrdtica media:

2m 2
[ (G - P@) = [ de (1) - T@)?
0 0

Pero se puede decir un poco mas de las series de Fourier. Consideremos una funcién diente de sierra
definida en el intervalo [0, 2]
3(t—1) 0<t<2,
fz) = :

0 fuera del intervalo .

En la figura 2.3 ilustramos tanto la funcién (panel izquierdo) como su aproximacién de Fourier para tres
términos (verde), cinco términos (azul) y diez términos (linea negra).

Si calculamos la norma al cuadrado de la funcién f(z) vale decir (f|f) = |||/)]|> = Yo, b3,
solo sobreviven los coeficientes de las funciones sen(kt), porque es una funcién impar. Para una funcién

general (ni par ni impar) la norma al cuadrado serd

oo
(1) + > (af +07)
k=1
La norma de una funcién expresada como una serie de Fourier constituye su “huella digital”, se
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Espectro de Potencia de la Sefial

A(K)=b k"2
=) = = ot = = =
O - - T N S G S

e
[

0 2 4 6 g 10
k

Figura 2.4: Tal y como se puede apreciar el primer armoénico o arménico fundamental (caso k¥ = 1) es
el mas significativo, luego el segundo y tercer armoénicos decaen rapidamente.

denomina su espectro de potencias y, para el caso de la funcién diente de sierra la expresamos en la figura
2.4. El valor de by, indica la relevancia del vector base sen(kt) en la combinacién lineal que expande
la funcién. Tal y como se muestra en la figura 2.4, el primer arménico o arménico fundamental (caso

k = 1) es el mas significativo, luego el segundo y tercer armoénicos decaen rapidamente30.

2.4.3 El método de minimos cuadrados

Una de las aplicaciones mds importantes en la aproximacién de funciones es el método de minimos

cuadrados. Laidea es determinar el valor mds aproximado de una cantidad fisica, c, a partir de un conjunto

de medidas experimentales: {x;, x9,x3, -+ , x, }. Para ello asociamos ese conjunto de medidas con las
componentes de un vector |z) = (x1, T2, 3, -+ ,zy,) en R™ y supondremos que su mejor aproximacion,
que llamaremos c|1) = (c,¢,c, -, c), serd la proyeccion perpendicular de |z) (las medidas) sobre el

subespacio generado por |1). Esto es:

‘$>:C‘1> = ¢c= (z[1) :$1+x2+x37...+xn
(1]1) n ,

que no es otra cosa que construir -de una manera sofisticada- el promedio aritmético de las medidas.

Es claro que la proyeccion perpendicular de |z) sobre |1) hace minima la distancia entre el subespacio

perpendicular generado por |1) y el vector |z), con ello también hard minimo su cuadrado:

n
2 2 2
[d(lz) ;e[ =lllz —c)I* = (z —clz —c) =) (& —c)* .
i=1
Esta manera sofisticada, que se deriva del formalismo utilizado, muestra el significado del promedio
aritmético como medida mds cercana al valor “real” de una cantidad obtenida a partir de una serie de
medidas experimentales.

Obviamente, este problema se puede generalizar para el caso de dos (o n) cantidades si extendemos

30En el siguiente enlace https://www.projectrhea.org/rhea/index.php/Fourier_analysis_in_Music encontrardn
un tutorial donde se utiliza el andlisis de fourier para caracterizar instrumentos musicales.
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la dimensidn del espacio y los resultados experimentales se expresardn como un vector de 2n dimensiones

\$> = (301171712,3013, © Tln, 21, L22, T23, * * '$2n) )

mientras que los vectores que representan las cantidades mds aproximadas serdn:

01‘11>: C1,C1,C1, - -~ ,Cl,0,0,0,"-O A 02’12>:(0,0,0,"' ,0, CQ,CQCQ,-"CQ) .

n n

Ahora {|11),|12)} expanden un subespacio vectorial sobre el cual |z) tiene como proyeccién
ortogonal a: ¢1 |11) +c2|12) y consecuentemente |x—c11; — C2lo) serd perpendicular a {|1;),]12)}.

Por lo tanto:

o — (x|11) :$11+$12+x13,..-—}—x1n Ao <x‘12> :$21+$22+$23,-"+x2n
LT At n 2T 12 [1y) n ‘

Quizda la consecuencia mas conocida de esta forma de aproximar funciones es el “ajuste” de un

conjunto de datos experimentales {(x1,y1) , (x2,92) , (x3,93) , -+ , (Tn, yn)} ala ecuacion de una recta
y = cx. En este caso, el planteamiento del problema se reduce a encontrar el vector ¢|x), en el subespacio
S (|z)), que esté lo mds cercano posible al vector |y).

Como en el caso anterior, queremos que la distancia entre |y) y su valor mds aproximado ¢ |z) sea
la menor posible. Por lo tanto, |||cz — y)||* serd la menor posible y |cz: — y) serd perpendicular a S (|z)),

por lo que:

(z [y) _ + Toyo 4 x3ys + -+ - + THYn
<I|:E> x%+x%+x§+...+x% ’
Si la recta a “ajustar” es y = cx + b el procedimiento serd uno equivalente: proyectar sobre los

(xlex—y)=0 = c=

vectores y obtener ecuaciones. Si representamos |b) = b 1), tendremos:
(@ ly) =c(z|z) +(zlb) = Yl iy =cXi i +b3, @,
ly) = clz) +[b) =
(bly) =c(bla) + (blb) = >,y =cdiizi+bn.

Que no es otra cosa que un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: ¢ y b. Por simplicidad
y conveniencia continuaremos con el andlisis del caso b = 0, vale decir, aproximando las medidas
experimentales a una recta ‘que pase por el origen de coordenadas y = cx. El lector podré extender el
procedimiento para caso b # 0.

Para tratar de entender (y extender) lo antes expuesto, consideremos tres ejemplos que muestran la
versatilidad del método y la ventaja de disponer de una clara notacién. Primeramente, mostraremos el caso
més utilizado para construir el mejor ajuste lineal a un conjunto de datos experimentales. Buscaremos
la mejor recta que describe ese conjunto de puntos. Luego mostraremos la aplicacién del método para
buscar la mejor funcion multilineal, es decir, que ajustaremos la mejor funcién de n variables con una
contribucion lineal de sus argumentos: y = y(x1,z2,- -+ ,&y) = C1x1 + Caa + - - - + Cpy. Este caso
tendrd una complicacién adicional, por cuanto realizaremos varias mediciones de las variables. En los

ejemplos de la seccion 2.19 analizaremos varios casos en los cuales extendemos el método.

2.4.4 Interpolacion polinomial de puntos experimentales

Muchas veces nos encontramos con la situacién en la cual tenemos un conjunto de (digamos
n) medidas o puntos experimentales {(x1,y1), (x2,¥y2), -, (Tn,yn)} y para modelar ese experimen-

to quisiéramos una funcién que ajuste estos puntos, de manera que: {(z1,y1 = f(x1)), (z2,y2 =

f(@2)); -+ (@n, yn = flan))}-
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El tener una funcién nos provee la gran ventaja de poder intuir o aproximar los puntos que no hemos
medido. La funcién candidata més inmediata es un polinomio y debemos definir el grado del polinomio
y la estrategia que aproxime esos puntos. Puede ser que el polinomio no sea lineal y entonces queramos
ajustar esos puntos a un polinomio tal que éste pase por los puntos experimentales.

Queda entonces por decidir la estrategia, esto es, construimos la funcién como “trozos” de polino-
mios que ajusten a subconjuntos: {(z1,y1 = f(x1)), (2,92 = f(z2)), -+, (Tm, Ym = f(xm))} con
m < n de los puntos experimentales. En este caso tendremos una funcién de interpolacién para cada
conjunto de puntos. También podemos ajustar la funcién a todo el conjunto de puntos experimentales de
manera que el maximo grado del polinomio que los interpole serd de grado n — 1.

Para encontrar este polinomio, y a manera de ejemplo, lo expresaremos como una combinacion lineal
de polinomios de Legendre, una base ortogonal que hemos discutido con anterioridad en la secciones
2.3.4y 2.8. Esto es:
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Yy = f(xl) = COPg(xl) + 01P1<$1) + @t Cn¥1Pn_1($1)
s, = Y2 = f(x2) = COPy(z2) + C1Pi(z2) 4 + C" 1P, (29)

fl@)=> CF|P) =Y C*Py(z) =

k=0 k=0

que no es otra cosa que un sistema de n ecuaciones con n incégnitas: los coeficientes {C?, C1, - .. C"~1},
Al resolver el sistema de ecuaciones y obtener los coeficientes, podremos obtener la funcién
polinémica que interpola esos puntos. Una expansion equivalente se pudo haber logrado con cualquier

otro conjunto de polinomios ortogonales, ya que ellos son base del espacio de funciones. A continuacién

en los siguientes ejemplos mostramos una aproximacion de funciones mediante series de Fourier y una

aplicacién del método de minimos cuadrados para tres conjuntos de datos experimentales.

Ejemplo 2.18 Series de Fourier Como lo discutimos en la seccién 2.4.2, un ejemplo sencillo para
aprender el mecanismo del célculo de los coeficientes para la aproximacion de funciones en series de

Fourier lo podemos hacer para la siguiente funcién.
flz)= 2?2, —r<z<T.

Los coeficientes seran:

™ 2 ™ _1\n
aozl/ dem:glr—, anzl/ xQCos(nx)dx:4cos(nw):4( 1 , bp=0Vn.

o 3 T ). n2 n2

Se puede verificar que si f(x) es par (f(—z) = f(z)) s6lo la parte que contiene cos(nx) contribuird
a la serie.

Si f(z) es impar (f(—z) = —f(z)), lo hard sélo la parte que contiene sen(nx).

Por lo tanto:

Ll Ty Y Ty 22)— 2 cos (3a)++ cos (4
flz) == _E—i_ Z 3 Cos(na:)—g— cos (x)4+cos ( x)—§ cos ( x)+1 cos(dx)—---.
n=1

Ejemplo 2.19 Minimos cuadrados: Mostraremos como se puede utilizar el método de minimos
cuadrados para ajustar un conjunto de datos experimentales a un polinomio de cualquier grado. Veamos
estos tres primeros casos:

I. La situacién mds simple serd el conjunto de datos experimentales: (x1,y1), (2,y2), " , (ZTn, Yn),

Yn = f(an) = CVPy(xp) + C P (zn) + -+ + C" 1P, ().
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y nos preguntamos ;/Cudl serd la recta, y = cx, que ajusta mds acertadamente a estos puntos? Es

inmediato darnos cuenta que la pendiente de esa recta seré:

{ |y)
) =cle) = c= 2.

Consideremos los puntos experimentales: {(1,2),(3,2), (4,5), (6,6)}, entonces:
2 1

2 3 (ly) 2+46+20+36 32

=cC = =cC = Cc= = = — =1.03226.

lv) = cla) 5 4 (]r) 1+9+16+36 31

6 6

(Cudl seria el ajuste para el caso de una recta y = cx + b? Queda como ejercicio para el lector
utilizar el esquema descrito en las ecuaciones (2.4.3) y encontrar los pardmetros C y b para este
nuevo ajuste.

2. El segundo caso que consideraremos serd la generalizacién a una contribucion lineal de varios
pardmetros, i.e. un “ajuste” multilineal a la mejor funcién, y = y(x1, 29, ,Tym) = clay +
C2rg + - + My,

El procedimiento anterior puede generalizarse de forma casi inmediata:

<x1 ly) = ¢! <x1 |z1) + c? <x1 lzo) 4+ - +c™ <x1 |z5)
mo <x2 ly) = ¢! <x2 |z1) +¢c? <a:2 |zo) 4+ -+ ™ <x2 |lz;)
y) = c|z;) = . .
=1 :
(@™ |y) =t (g™ |z1) + ¢ (@™ |wg) + - +C™ (2™ |ay)

Es decir, un sistema de m ecuaciones con m incégnitas que corresponden a los “pesos”,
cl,c?,---,c™, de las contribuciones a la funcién multilineal.

Supongamos ahora un paso mds en este afdn de generalizar y consideremos que ejecutamos n
experimentos con n > m. De esta forma nuestro problema adquiere un grado mayor de riqueza y

las medidas experimentales estaran representadas ahora por:

(Y1, 211, Z12, * ** T1mi Y2, T2, 22,0 T2m} Y35 T31,T32, " T3m3 *** Yn, Tnls Tn2; Tnds " Tnm)
por lo tanto, podremos construir m vectores:

Z1) = (211, - 5 @1n) 3 [E2) = (T21, -+ s T2n) 5 - [Tm) = (@1, Tmn) 5 [Y) = Ym1s -+ 5 Yn)
y el conjunto {|Z1) , |®3),- -, |Zm)} expande el subespacio S (|Z1) , |Z2), - - |Zm)), que alberga

la aproximacién de |y). Otra vez, la distancia de este subespacio al vector |y), serd minima, y por

lo tanto, sera la mejor aproximacion:

. 2 . .
(s (&120) )| = (s (1) — v |s (¢'17)) ~v) .
y ‘S (6i |i“>> — y> serd ortogonal a los |Z;):
. . . m .
(@S (8'1)) —y) = @I _¢la) —9) =0 ¥ ij=1,2,3m.
i=1
Finalmente, el problema queda de la misma manera que en el caso multilineal (2.):
(@' |y) = & (&' |31) +E (3! |7o) + -+ (2 |T)
mo (@ |y) = €' (2% |31) + & (a2 |Bg) + -+ (2% |1;)
) =Y & &) = .
j=1

@ ly) = € (@™ |@1) +E (@™ |T2) + -+ E (T |F) -
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3. Se puede extender el razonamiento anterior y generar un ajuste “lineal no lineal”. Esto es: el ajuste
lineal es en los coeficientes, pero la funcionalidad de la ley a la cual queremos ajustar los datos
puede ser un polinomio de cualquier orden. Ese es el caso de una parabola que ajusta, por ejemplo,

al siguiente conjunto de puntos experimentales:
{(0,1),(1,3),(2,7),(3,15)} & y=az’+bx+c.

Las ecuaciones toman la siguiente forma:

1= 0 +0 +Hc,

3= a +b +c,

7= 4a +2b +c,

15= 9a +3b +c,
y los vectores construidos a partir de los datos experimentales serdn:
|z1) = (0,1,4,9) , |z2) =(0,1,2,3), |z3)=(1,1,1,1), |y)=(1,3,7,15).

Una vez mds, la ecuacion vectorial seria: |y) = a |z1) + b |x2) + ¢ |x3), y las ecuaciones normales

(2.) para este sistema se construyen como:

a=—6
136 = 98a +36b +14c s 39
62= 36a +14b +6¢ p = b=13 = y:—6x2+?x—€.
26 = 14a +6b +4c
L 032
5

4. Para finalizar analicemos el caso tipico-de aproximacién por minimos cuadrados. Se sospecha que
una determinada propiedad de un material cumple con la ecuacién y = ax; + bxs y realizamos 4
mediciones independientes obteniendo:

Y1 15 Y2 12 Y3 10 Yaq 0
r11 | = 1 s | mor | = 2 s | x| = 1 s | rar | = 1
12 2 222 1 32 1 T42 -1

Es claro que tenemos un subespacio de m = 2 dimensiones, que hemos hecho n = 4 veces el

experimento y que los vectores considerados arriba serdn:
1) = (1,2,1,1) , |z9)=(2,1,1,—-1), |y)=(15,12,10,0) .

Por lo tanto, vectorialmente tendremos: |y) = a|z1) + b|x2), es decir, las ecuaciones normales

(2.) se escribirdn de la siguiente manera:

a=12
Ta +4b =49 | 1 Lo, 56
da +7b =52 . R TR T
11

2.4.4.1 Aproximacion polinémica

Consideremos los puntos experimentales representados en la figura 2.5:

{(2,8), (4,10), (6,11), (8, 18), (10, 20), (12, 34)} .
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. ® Datos experimentales == Polinomio de Legendre

10 [ ]

Figura 2.5: A laizquierda los puntos experimentales: {(2, 8), (4, 10), (6, 11), (8,18), (10,20), (12,34)}
y a la derecha la funcién polinémica que los interpola.

Es importante hacer notar que debido a que los polinomios de Legendre estdn definido en el intervalo
[—1, 1] los puntos experimentales deberédn reescalarse a ese intervalo para poder encontrar el polinomio
de interpolacién como combinacion lineal de los polinomios de Legendre. Esto se puede hacer con la
ayuda del siguiente cambio de variable:

(b—a)t+b+a b—a

= d =
T 5 4 T

donde a y b son los valores minimos y maximos de los datos, respectivamente.

En este caso podemos ver que ¢ = 2y b = 12, y por lo tanto:
r=5t+7Tyde=>5dt = t=(x—7)/5bydt=dx/5.

Ahora los datos quedan de la siguiente forma:

{ra(=g o) (—5). (G8). (20) s}

Ahora bien, necesitamos encontrar los coeficientes de la serie
5
) =) C*Py(w) = C"Ro(w) + C'Pi(w) + -+ C* P (),
y el sistema de ecuaciones que resulta es el siguiente:
([ (-1,8) = 8=C"'-C'4+C*-C3+C* - (P,

(=2,10) = 10=C"-2C"+ 54 C?+ 4 C3— 2L+ LTL 05,

04 961 C5

(-111) = 1mn=c'-lct-4c?y Los L

+125
(3,18) = 18=C'+iC' - RC*— L34+ O+ L C5,

3 3 1 9 4 477
(2,20) = 20=C"+3C '+ £ C?— 5 C3 - 5 C - 3L CP

(1,34) = 34=C'+C'+C?+C3+C*+C5.



[2]:

[3]:
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Al resolver este sistema obtendremos los siguientes resultados:
o 2249 ol _ 3043 o 1775 o3 175 4 0625 o5 _ 14375

T 44 =336 = 504 =~ 216 ~ 336 3024
con lo cual:
2249 3043 1775 175 625 14375
_ _ P22 2p 29 p (4 =% p .
P)=1@) =T+ 336 *+ 500 T30 — g PBa) + 555 P o) + 507 P(5:2)

y la interpolacién queda representada en la figura 2.5.

Noétese que mientras mas puntos experimentales se incluyan para la interpolacién, el polinomio
resultante serd de mayor grado y, por lo tanto incluird oscilaciones que distorsionardn una aproximacién
mds razonable. Por ello, la estrategia de hacer la interpolacién a trozos, digamos de tres puntos en tres

puntos, generard un mejor ajuste, pero serd una funcién (un polinomio) continua a trozos.

Practicando con SymPy ‘

1. Series de Fourier
SymPy contiene instrucciones para el cédlculo simbdlico de series de Fourier de una funcién f(x)
en el intervalo [—,!]. Para mds informacién se puede consultar: https://docs.sympy.org/
latest/modules/series/fourier.html
[1]: import sympy

from sympy import *

[2]: x = symbols('x')
fourier_series(x*#*2, (x, -pi, pi))
2

—4cos(x)+cos(2x)+% +...

[3]: fourier_series(x**2, (x, -pi, pi)).truncate(8)

4 cos (3z) . P* (4z)  4cos (5z) L cos (6z)  4cos(Tx) n w2
9 4 25 9 49 3

—4 cos () + cos (2z) —

Construiremos ahora'en un mismo gréfico la funcién original y los primeros 5 términos de la serie,
de esta manera podremos comparar el resultado de la aproximacion. Las opciones para realizar los
diferentes graficos se pueden consultar en el manual de programa.
[4]: £ = x*x2
s = fourier_series(f, (x, -pi, pi))
sl = s.truncate(n = 3)
s2 = s.truncate(n = 5)
s3 = s.truncate(n = 7)
p = plot(f, si, s2, s3, (x, -pi/2, pi/2), show=False, legend=True)
pl0] .1line_color = 'r'
pl[0] .label = '$x~2$"
pl1].1line_color = 'b'
pl1].label = 'n=3'
pl2] .1line_color = 'k'
pl2].1label = 'n=5'
p[3].line_color = 'g'
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pl[3].1label = 'n=7'
p.-show()

2. Minimos cuadrados
SymPy puede estimar los pardmetros que mejor se ajusten a una funcién f = (x,y) para un
conjunto de datos, utilizando el método de minimos cuadrados. El programa buscard primero una
solucidén exacta, si no la encuentra buscard una aproximada. El resultado lo presentard como una
lista de ecuaciones.

Vamos a considerar los ejemplos estudiados con anterioridad:

1 En el primer ejemplo los datos eran los siguientes:

(z,y)=(1,2),(3,2),(4,5),(6,6) .
Los datos deben introducirse en forma de matriz.
Supondremos entonces que los puntos se ajustan a un polinomio lineal del tipo: y = max. El
parametro m se calcula como se muestra a continuacién
[5]: x, y, m, b = symbols('x y m b")
# Escribimos los datos
data = [(1, 2), (3, 2), (4, 5), (6, 6)] # Ejemplo de datos

# Construimos la matriz X y Y

X = Matrix([xi for xi, _ in datal)
Y = Matrix([yi for _, yi in datal)
coeficiente = X.solve_least_squares(Y)

# Para obtener los wvalores de los coeficientes
m = N(coeficiente[0],8)

m

[5]: 1.0322581

Procederemos ahora a graficar los datos experimentales vs el ajuste por minimos cuadrados en
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un mismo grafico. Para graficar y trabajar con datos es recomendable utilizar las librerias NumPy
(https://numpy.org/)y Matplotlib (https://matplotlib.org/).
Usaremos esas dos librerfas como se muestra a continuacién
[6]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
# Para la ecuacton de la recta ajustada
fitted_line = m#*x
# Graficar los puntos
plt.scatter(X, Y, color='blue', label='Datos')
# Convertimos la matriz X de SymPy a un array de NumPy
X_array = np.array(X).astype(float)
# Para obtener los wvalores minimos y mdzrimos de T

x_min = np.min(X_array)

x_max = np.max(X_array)

# Graficamos la recta ajustada

x_values = np.linspace(x_min, x_max, 100) # Valores de z para la grifica

plt.plot(x_values, lambdify(x, fitted_line) (x_values), color='red',
—label='Recta ajustada')

# Configurar la leyenda y etiquetas de los ejes

plt.legend ()

plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y"')

plt.title('Grafica con los datos y recta ajustada')

# Mostramos la grdfica

plt.grid(True)

Gréfica con los datos y recta ajustada

e Datos
—— Recta ajustada

Nota: Se deja como ejercicio repetir éste mismo cédlculo pero usando un ajuste para los datos de la

forma: y = ax + b.

2 Consideremos el conjunto de datos:


https://numpy.org/
https://matplotlib.org/

Aproximacién de funciones

[7]:

[8]:

lz1) = (1,2,1,1) , |z2) = (2,1,1,-1) , |y) = (15,12,10,0).

Vamos a suponer que ajustan de la manera siguiente: |y) = a|z1) + b |x2).

a, b = symbols('a b')

# Escribimos los datos

x1 = Matrix([1, 2, 1, 11)

x2 = Matrix([2, 1, 1, -11)

y = Matrix([15, 12, 10, 0])

# Construimos la matriz del problema

A = Matrix.hstack(xl, x2)

# Construimos la matriz de coeficientes y el vector de resultados
ATA = AT * A

ATy = AT *x y

# Resolvemos el sistema de ecuaciones mormales
coeficientes = ATA.inv() * ATy

# Obtenemos los wvalores de los coeficientes
a_valor, b_valor = coeficientes

# Mostrar los valores de los coeficientes
print("Coeficiente a:", N(a_valor,4))

print("Coeficiente b:", N(b_valor,4))

Coeficiente a: 4.091
Coeficiente b: 5.091

3 Para el tercer ejemplo se consideraron los siguientes datos:
{(0,1),(1,3),(2,7), (3,15)} & y=az’+bx+ec.

Haremos el calculo directo usando un ajuste cuadratico para los datos suministrados.
X, a, b, ¢ = symbols('x a b c')

# Escribimos los datos

datos = [(0, 1), (1, 3), (2, 7), (3, 15)]

# Construimos la matriz y el vector de resultados

A
b = Matrix([y for _, y in datos])

Matrix([[x**2, x, 1] for x, _ in datos])

# El sistema de ecuaciones para encontrar los coeficientes
coeficientes = (A.T * A).inv() * A.T * b
# Obtenemos los wvalores de los coeficientes

a_valor, b_valor, c_valor = coeficientes

print("Coeficiente a:", a_valor)
print("Coeficiente b:", b_valor)
print("Coeficiente c:", c_valor)

Coeficiente a: 3/2
Coeficiente b: 1/10
Coeficiente c: 11/10
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Ahora podemos graficar los datos y la funcién cuadrética
[9]:  # Convertimos los coeficientes a valores numéricos

a_valor_num = float(a_valor)

b_valor_num = float(b_valor)

c_valor_num = float(c_valor)

# Definimos la funcion cuadrdatica

f_cuadratica = lambda x: a_valor_num * x**2 + b_valor_num * X +
—c_valor_num

# Creamos datos para graficar la funcion cuadrdtica

x_values = np.linspace(min([x for x, _ in datos]), max([x for x, _ in,
—~datos]), 100)

y_values = [f_cuadratica(x_val) for x_val in x_values]

# Graficamos los datos y la funcion cuadrdtica
plt.scatter(*zip(*datos), color='blue', label='Datos')
plt.plot(x_values, y_values, color='red', label='Ajuste cuadratico')
# Configuramos leyenda y etiquetas de los ejes

plt.legend()

plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y")

plt.title('Ajuste cuadratico a los datos')

# Mostramos la grdfica

plt.grid(True)

plt.show()

Ajuste cuadratico a los datos

® Datos
14 4 —— Ajuste cuadratico

12 4

10 1

3. Polinomios ortogonales
SymPy proporciona funcionalidades para trabajar con polinomios ortogonales. Algunos de los
polinomios ortogonales mds comunes incluyen los polinomios de Legendre, Chebyshev, Hermite

y Laguerre.
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Asi que podemos utilizar SymPy para calcular polinomios ortogonales, evaluarlos en puntos

especificos, calcular sus derivadas, integrarlos.

Los primeros 6 polinomios de Legendre se pueden obtener como se muestra a continuacién
[10]: init_printing()

[legendre(n, x) for n in range(6)]

30> 1 52° 3z 352! 152® 3 632° 35° 15

2 27 2 27 8 1 Ty s "1 T

[10] : 1, x,

Los diferentes polinomios de Legendre se pueden visualizar de la manera siguiente:
[11]: legendre_polynomials = [legendre(n, x) for n in range(6)]

# Graficar los polinomios de Legendre

plot (*legendre_polynomials, (x, -1, 1),legend=true)

plt.show()

0.75

0.50

0.25

.25 1

xR -12
5x3/2 — 3x/2
35x%8—15x%/4 + 3/8

63x°/8—35x3/4 + 15x/8
I

Ahora bien, con'los datos de la figura 2.5 planteamos un sistema de ecuaciones lineales que ahora
introduciremos en el programa:

[12]: co, C1, C2, C3, C4, C5 = symbols('CO C1 C2 C3 C4 C5')
ecul= C0-C1+C2-C3+C4-C5-8
ecu2= C0-S(3)/5*C1+S(1)/25*C2+5(9)/25*C3-5(51) /125%C4+S(477)/3125%C5-10
ecu3= CO0-S(1)/5%C1-S(11)/25%C2+S(7)/25%C3+S(29) /125%C4-S(961) /3125%C5-11
ecud= CO+S(1)/5*C1-S(11)/25%C2-5(7)/25%C3+5(29) /125%C4+S(961) /3125*C5-18
ecub= CO+S(3)/5*C1+S(1)/25%C2-S(9)/25*%C3-S(51)/125%C4-5(477)/3125%C5-20
ecub= C0+C1+C2+C3+C4+C5-34

[13]: soluciones =list(linsolve([ecul, ecu2, ecu3, ecud, ecub5, ecu6 ], (CO,
—C1, C2, C3, C4, C5)))
co, Cc1, C2, C3, C4, C5 = soluciones[0]
# Imprimir las soluciones
print("CO =", CO)



[14]:
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[14]:

[15]:

print("C1 =",
print("C2 =",
print("C3 =",
print("C4 =",
print("C5 =",

Co =
Cl =
c2 =
C3 =
C4 =
Cs =

Por lo tanto, la funcién aproximada seré la siguiente:

f = CO + Clxlegendre(l,x)+ C2*legendre(2,x) + C3*legendre(3,x)+,
—C4+legendre(4,x) + Cb*legendre(5,x)

f

2249/144
3043/336
1775/504
-175/216
625/336

c1)
C2)
C3)
c4)
C5)

14375/3024

1437525 31252%  8375z° 32522 7367z 1863
384 T - B * y

Haremos ahora la grafica con los datos y con la interpolacién:

384

datos = [(-1,8),

x_datos = np.array([coord[0] for coord in datos])
y_datos
# Convertimos la funcion stmbolica en una funcion NumPy
f_num = lambdify(x, £, 'numpy')

# Creamos una sertie de puntos entre datos para evaluar la funcion,

—suavizada

x_interp = np.linspace(min(x_datos), max(x_datos), 1000)
y_interp = f_num(x_interp)

# Graficamos la funcion f(xz) y los puntos de datos
plt.plot(x_interp, y_interp, color='blue', label='f(x)"')
plt.scatter(x_datos, y_datos, color='red', label='Datos')
# Configuramos leyendas y etiquetas de ejes

plt.
.xlabel('x")
.ylabel('y"')
.title('Grafica de f(x) y puntos de datos')

plt
plt
plt

plt.

legend ()

show ()

np.array([coord[1] for coord in datos])

(-3/5,10),

# Convertimos los datos en listas de coordenadas = y Yy

(-1/5,11),
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Gréfica de f(x) y puntos de datos

35 A
— fix)
® Datos

30 4

251

20 A

15 4

10 4

T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 L.00

2.4.5 Ejercicios

1. Demuestre que con las identidades siguientes:

eikx 4 efikx eikaz _ efikz
kr) = ———— kr)=——
cos(kx) 5 , sen(kx) 5 ,
la serie de Fourier definida para funciones en el intervalo (¢, ¢+ 27) se escribe en su forma compleja
como:
1 [ee] o0 ]
f (@) = a0+ > [axcos(kz) + bpsen(kz)] = f(z) = D cxpe’™”,
k=1 k=—o0
con:
1 t+2m ik
= —dr.
ChE 5 t flx)e x
Y que para funciones definidas en el intervalo (I, + 2L) como:
K ikmx 1 I+2L ik
T) = cpe L, concp = — r)e L dx.
flz)=) f(z)

2L J,

k=—00
Nota: Para los siguientes ejercicios supondremos la utilizacién del programa SymPy.

2. Para las siguientes funciones determine la serie de Fourier calculando los coeficientes como en
la seccién 2.4 'y compare los resultados con los cdlculos hechos en el ambiente de manipulacién
simbdlica.

(a). f(x) =z sen(z),si —m <z < 7.
(). f(x)=¢€"si—m <z <m.
©). flz)=a,si0 <z <2
(d). f(x)=2x—1,si0 <z < 1.
3. Considere el espacio vectorial C>°([—1,1]) de funciones reales infinitamente diferenciables de-

23t ) es

finidas en el intervalo [—1, 1]. Es claro que el conjunto de monomios {1, z,x
linealmente independiente en este espacio.
(a). Si suponemos que este espacio vectorial estd equipado con un producto interno definido por

(flg) = fil dz f(z)g(z), muestre que esa base de funciones no es ortogonal.
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(b).

(c).

(d).

Utilizando la definicion de producto interno (f|g) f dz f(z)g(x) ortogonalize la base

{1,2,2% 23, 2%,--- } y encuentre los 10 primeros vectores ortogonales, base para C°y-
Esta nueva base de polinomios ortogonales se conoce como los polinomios de Legendre.

Modificando un poco la definicién de producto interno para que ahora sea

1
(flg) = / do f(@)gla) /T = 7).

ortogonalize la base {1, z, z* 2%, 2%, - - } y encuentre otros 10 primeros vectores ortogona-

les base para el mismo C[ RIE Esta nueva base de polinomios ortogonales se conoce como

los polinomios de Chebyshev.

Suponga la funcién h(z) = sen(3z)(1 — x2):

[. Expanda la funcién h(z) en términos de la base de monomios y de polinomios de
Legendre, grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales
difieren las expansiones.

[I. Expanda la funcién h(x) en términos de la base de monomios y de polinomios de
Chebyshev, grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales
difieren las expansiones.

III. Expanda la funcién h(z) en términos de la base de polinomios de Legendre y de
Chebyshev, grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales
difieren las expansiones.

IV. Estime en cada caso el error que se comete como funcién del grado del polinomio (o
monomio) de la expansion.

(Qué puede concluir respecto a la expansion en una u otra base?

4. Parecido al ejercicio anterior, considere el espacio vectorial, C[o 1] de funciones reales, continuas e

infinitamente diferenciables definidas en el intervalo [0, 1]. Es claro que otra posible base de este es-

pacio de funciones la constituye el conjunto de funciones exponenciales {1 e’ e

2z o3z o4
z J:’eaz"”}

por cuanto, al igual que el caso anterior estas funciones también son linealmente mdependientes.

Adicionalmente, considere aqui la funcién g(x) = cos(3z3)(1 — z?),

(a).

(b).

(c).

Suponga que este espacio vectorial estd equipado con un producto interno definido por

1
(flg) = /0 dz f(2)g(x),

y muestre que esa base de funciones {1, e? e 3T T ... } no es ortogonal.

Utilizando la definicion de producto interno ortogonalize la base { 1,e%, e 3% edo ... }
y encuentre los siete primeros vectores ortogonales, base para C[o 1 €S decir,
{la El(x)v E2(£)7 E3<1‘), E4($)7 T }

Encuentre el valor de los coeficientes, C; de la expansion

7
x) & Z Ciz',
i=0
utilizando la definicién de producto interno anterior y estime también el error €j; en esta

aproximacion

7
=> Cia' +en.
i=0
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(d). Expanda en serie de Taylor la funcién anterior
7

gr(x) =Y di(;)

n=0

estime el error e y compdrelo con el caso anterior.

(e). Ahora encuentre el valor de los coeficientes, C’i de la expansién

7
ge(x) =~ Z Cne™,
m=0

utilizando la definicién de producto interno anterior y, del mismo modo, estime también el

error € en esta aproximacion

7
gE(l') = Z érmem:s +€E.
m=0

(Qué puede concluir de la comparacion de los errores eyr, €7y €g?
~ ) . u ., u V 3 , 77{ X 14
f). A continuacidn encuentre €l valor de los coeficientes, C; de la expansion

7
gE'o(x) ~ Z C_’mEm(x) )
m=0
y estime también el error €g, en esta aproximacion
7
gEo(-T) = Z C_'mEm(x) + €Eo -
m=0

([ Otra vez, qué puede concluir de la comparacion de los errores €7, €7, €E Y €Eo?
(2). Grafique las funciones g(z), gar (), g7 (), 9u(z) ¥ gro(z) y compare con los errores.

5. Al medir la temperatura a lo largo de una barra material obtenemos los siguientes valores:

zi(em) | 1,0 2,030 40 50 60 7,0 80 90
T,(°C) | 14,6 18,5 36,6 30,8 59,2 60,1 62,2 79,4 99,9

Encuentre, mediante el método de los minimos cuadrados los coeficientes que mejor ajustan a la
rectal = azx + b.

6. Los precios de un determinado producto varian como se muestra a continuacion:

Ano 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Precio | 133.5 132.2 138.7 141.5 144.2 1445 148.6 153.8

Realice una interpolacién polinomial que permita modelar estos datos.
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