Capitulo

Vectores duales y tensores

La ruta de este capitulo

Este capitulo completa el esfuerzo de formalizacién de conceptos que comenzamos en el capitulo
anterior. Iniciamos con el estudio de los funcionales lineales, extendimos el concepto de funcién al de
una aplicacion entre elementos de espacios vectoriales, y esta extension nos llevo a la definicion de los
espacios vectoriales duales.

Luego incorporamos el concepto de 1—forma como el conjunto de funcionales que conforman un
espacio vectorial dual. Ahora el producto interno se definird entre 1—formasy vectores. En la seccion 3.2
construiremos una nueva clase de objetos mateméticos: los tensores. Estos objetos pueden verse como
arreglos multilineales y constituyen una extensién de objetos ya conocidos: los escalares, los vectores
y las 1—formas. Presentaremos las tres definiciones de un tensor: como un mapa multilineal, como el
resultado de un producto tensorial de espacios vectoriales y finalmente como un objeto que satisface
ciertas reglas de transformacidn (un tensor en términos de bases coordenadas).!

Desarrollaremos el dlgebra tensorial y sus leyes de transformacioén, tanto desde el punto de vista de
los vectores abstractos como en bases coordenadas. Ejemplificamos la utilizacion de este concepto en
Fisica cuando discutimos, en la seccion 3.3, el tensor de inercia y el de esfuerzos (stress). En la seccién
3.4 incursionaremos en los espacios pseudoeuclidianos para mostrar una situacién en la cual podemos
diferenciar 1—formas de vectores, y aprovechamos ademds para introducir algunas nociones basicas de
la teoria especial de la relatividad.

Para finalizar, en la seccién 3.5 extenderemos los conceptos de espacios vectoriales y bases discretas
a espacios de funciones y bases continuas y en ese contexto discutimos algunos rudimentos de teorias
de distribuciones. Como en los capitulos anteriores, los cédigos de SymPy estan en el siguiente enlace
https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas/tree/main/Capitulo03.

3.1 Funcionales lineales

En los cursos mds elementales de célculo se estudiaron funciones de una y varias variables reales.

Estas funciones pueden considerarse que actiian sobre vectores en R3 y podemos extender esta idea para

1'Una referencia muy ilustrativa es Lek-Heng Lim (2021) “Tensors in Computations” Acta Numerica, 30, 555-764. También estd
disponible en: https://arxiv.org/abs/2106.08090.
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otras que tengan como argumento vectores de un espacio vectorial abstracto.
Como hemos visto, los espacios vectoriales pueden estar formados por funciones, es decir, por
aplicaciones que transforman unas funciones en otras. Comenzaremos con las mds sencillas, las lineales,

que también son conocidas como funcionales lineales.

Definicion 3.1 (Funcional lineal)

Un funcional lineal es una aplicacion F que asocia a cada vector |v) de un espacio vectorial V

sobre un cuerpo K (generalmente R o C) un ndmero en K, es decir:
Viv) eV, F(|lv)) € K.
Ademds, cumple con la propiedad de linealidad:

Falvr) + Blva)) = aF (Ju)) + BF (Jve)), Vlvi),|ve) €V, Va,B €K

En otras palabras, un funcional lineal (o forma lineal) es un morfismo? del espacio lineal V a un
espacio K.

Cuando se escoge una base {|e;)} para un espacio vectorial V se puede expresar cualquier vector
|v) € V como una combinacién lineal respecto a esa base. Es decir, |[v) = £|e;) (recordemos el uso de
la convencién de Einstein para las suma: 1.4.1). Las cantidades {£%} son las componentes del vector |v)
en esa base. Entonces, lo que se tiene para cada componente es un funcional lineal, como por ejemplo,
Fley [lv)] = €.

Algo parecido ocurre con el producto interno, cuando se define el producto escalar (vg|v), del vector
|v) conun vector fijo [vp). En ese caso, lo que tenemos €s un funcional lineal Fj,,y [[v)] = (vo|v) = a € K.

Otro ejemplo sencillo de un funcional lineal es la integral definida que podemos interpretar de la

manera siguiente:
b
]:fo(x) [|f>] > / fo(iU)f(:L‘)d:L‘,

donde f(z), fo(z) € Clay), €8 decir, pertenece al espacio vectorial de funciones reales y continuas en
el intervalo [a,b] y fo(x) es una funcién que se toma como fija. Este concepto nos servird de base para

extender, en la seccidén 3.5.2 la idea de funcidn a distribucion

3.1.1 Espacio vectorial dual

El conjunto de funcionales lineales {F1, F2, F3,...,Fn,... } constituye un espacio vectorial, el
cual se denomina espacio vectorial dual de V (el espacio original) y se denota como V*. Aqui, el simbolo
* indica el dual y no debe confundirse con el complejo conjugado de V, que denotaremos por V*.

Es fécil convencerse que los funcionales lineales forman un espacio vectorial ya que, dados
Fi, Fo € V* setiene:

(F1+F2) [[0)] = Fr[jo)] + F2 [[v)]
YV o|v)eV.
(a F)[[v)] = a F[lv)]

2Entenderemos por morfismo a toda aplicacién lineal que asigne a cada vector |v) de un espacio vectorial V un vector |w) de un
espacio vectorial W y usualmente se denota por F : V = W.
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A este espacio lineal se le llama espacio de formas lineales y, a los funcionales se les denomina 1—formas
o covectores. Mds atn, si V es de dimension finita n, entonces dim V = dim V* = n.
Como ya lo mencionamos, en aquellos espacios lineales con producto interno definido, el mismo

producto interno constituye una expresion natural de un funcional. Asi tendremos que:
Follv)) =(alv) ¥V |vyeV A ¥V (a|€V*.

Es claro comprobar que el producto interno garantiza que los {Fg, Fp, - - } forman un espacio
vectorial:
(Fa+ Fp) [[0)] = Fa[[0)] + Fy [[v)] = (alv) + (blv)
Y o |v)eV.
(a Fa) [[v)] = (aalv) = a*(alv) = o Fa [jv)]
Esta tltima propiedad se conoce como antilinealidad.
Se establece entonces una correspondencia 1 a 1 entre kets, |v) y bras, (v|, entre vectores y

funcionales lineales (o 1-formas o vectores duales) 3:
Afor) +Aolva) = A(on] + As(ual
que ahora la podemos precisar de la siguiente forma:
(alv) = (v]a)”,
(a]A\v1 + Agva) = A1 {alvr) + Aofalva) ,
(Arai+A2a2|v) = A {a1|v) + A5(as|v) .

Mis atn, dada una base {|e1), |e2), - - - |en) } para V siempre es posible asociar una base para V* de

tal manera que:
) = Ele;) = (v] = €|, con & = (') A & = (v|e;), parai=1,2---,n.
Este tipo de base dual la llamaremos reciproca y la discutiremos mas adelante en la seccién 3.1.2.
Se puede ver también que si |v)= &’|e;), entonces
Fllof=F [llen)] =& Flle)] = 'wi, con Fle))] = wi.

Notese que estamos utilizando la notacién de Einstein en la que indices repetidos indican suma.
También que las bases del espacio dual de formas diferenciales {(ek|} llevan los indices arriba, los
llamaremos indices contravariantes, mientras que los indices abajo seran covariantes. Por lo tanto, las
componentes de las formas diferenciales en una base dada, llevan indices abajo (a| = a;(e’| mientras
que las componentes de los vectores los llevan arriba [v) = &le;).

Observe también que dada una base ortonormal en el espacio directo {|¢;)} existe una tnica base

canonica en el dual definida como:
(@'leg) = F'[lej)] = 65 -
Esta 1—forma o vector dual, al actuar sobre un vector arbitrario resulta en:
Flo)=F [€e;)] =& F [lgj)] =¢85 =¢",
su componente contravariante. El conjunto de 1—formas {F'} seré linealmente independiente.

Si [v) = £%]@;) es un vector arbitrario en el espacio directo y (a|] = a;(&’| un vector en el espacio

3Puede consultar una visién distinta para definir kets en Gurevich, Y., y Blass, A. (2024). “What are kets?”. arXiv preprint
arXiv:2405.10055.
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Figura 3.1: Bases directas y reciprocas. Note como los covectores representan planos perpendiculares
a dos vectores de la base directa. Figura tomada de https://commons.wikimedia.org/w/index.
php?curid=457850 CC BY-SA 3.0. Los cristalégrafos lograron ejemplificar las bases duales y luego la
aplicacién de la difraccién de rayos X a la cristalografia potenci6 utilidad de este concepto.

dual, entonces:
(alv) = (ai(e| | [€'1e:)) = aj€’(&'lé;) = a[€7 5} = aj€,
y para bases arbitrarias, oblicuas (no ortogonales), {|w;)} de V'y {(w’|} de V* se tiene:
(alv) = (w'[w;)a7e’ .

Es claro que (w'|w;) son las proyecciones de cada uno de los vectores base en las distintas direcciones.

3.1.2 Espacios duales, bases duales y reciprocas

Un ejemplo que ilustra la construccion de las bases duales son las llamadas bases reciprocas que
mencionamos anteriormente en los ejercicios de aplicaciones del dlgebra vectorial de la seccién 1.3.3, en
la pagina 34. Ese ejemplo ilustra la pregunta de siempre: si los vectores se representan geométricamente
como un segmento orientado, con médulo, direccién y sentido ;cémo representamos geométricamente
una forma lineal o covector? Las formas diferenciales representan vectores perpendiculares a planos
formados por dos vectores de la base directa. Los cristalégrafos lograron ejemplificar las bases duales y
luego la aplicacion de la difraccion de rayos X a la cristalografia potencio la utilidad de este concepto.

Consideremos un espacio vectorial V, su dual V* y una definicion de producto interno (a|b) = (b|a)*.
Para la construccién de las bases en los espacios duales, distinguiremos dos conceptos

o Base duales: Procedemos mediante la traduccion directa de kets por bras, conjugando las compo-
nentes. Entonces dado un vector genérico, [v) = (*|w;) = (v| = (}(w'|. En este caso las bases

{lw:)} y {{w’|} no son, necesariamente, ortogonales y el producto interno queda expresado como
(a|b) = (bla)* = ¥/ (a*); (w'|w;) parai=1,2,---,n.

o Bases reciprocas. Por construccién asociamos las bases {|w;)} y {(w'|} de V, su dual V*,
garantizando que (e’le;) = 6; En este caso, para un vector genérico tendremos |v) = ¢fle;) =
(v] = &:{e’| y se cumple que £ = (e|v) y & = (v|e;), parai = 1,2,--- ,n. Por su parte el
producto interno queda como

(alb) = (bla) = bia’ (&'[&;) = bja’6} = a’b; parai=1,2,--- ,n.

lv) = €e;) = (v] =& ('], con & = (e'lv) A & = (v]e;), parai=1,2,---,n.
En los siguientes ejemplos, recordando a los cristaldgrafos, construimos bases duales a partir de
una base dada.
Ejemplo 3.1 Consideremos el problema de expandir un vector |a) con respecto a una base oblicua (no es

a) = a‘|w;). Por simplicidad, tomemos el caso R?, de manera que

ortogonal), {|w;)}, de tal forma que,
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a = a'w; (i = 1,2,3). Al proyectar el vector a sobre los ejes de algtin sistema de coordenadas, es posible
resolver el sistema de tres ecuaciones que resulta para las incégnitas a’. Las bases de vectores {w;} y de
formas o covectores {w'} serdn duales, y por construccién satisfacen w; - w/ = 55 . Es decir, cada uno
de los vectores bases duales es perpendicular a los otros dos de la base dual: w' serd perpendicular a wo
ywsz: wh = a(wy x ws).

Como wy - w! = 1, entonces:

1 W9y X W3
OéWl'(WQXWg):l > 0= :>w1:—’
w1 - (W2 X W3) w1 (WQ X W3)
y en general, es facil ver que:
. Wi X W
wi= 32k (3.1)

w; - (Wj X Wk) ’
donde 4, j, k son permutaciones ciclicas de 1, 2, 3.

La definicién (3.1) nos permite construir la base de /-formas o covectores, a partir de su ortogona-
lidad con los vectores de la base directa. Notemos también que V' = w; - (w; X wy,) es el volumen del
paralelepipedo que soportan los vectores {w;} y que ademds se puede obtener una expresion andloga
para los {w;} en término de los {w'}.

Al ser {w;} y {w'} duales,a = a/w; = w'-a=w'- (dw;) = dd(w' - w,) = ajéj- = a’, con
i =1,2,3 yequivalentemente, el covectorde a: a = a;w’/ = a-w; = (a;w’)-w; = a;(w’ - w;) =
djéf = aj, con ¢ = 1,2, 3. Hemos querido enfatizar el cardcter dual del covector a al vector a y
obviamente a - a = |al?.

De la misma ecuacién (3.1) se puede ver que la representacion grafica de una forma serd una
superficie orientada. La figura 3.1 muestra como, a partir de una base directa de vectores oblicuos se
construyen planos perpendiculares a esos vectores y la orientacién (direccién y sentido) representan las
direcciones de los vectores duales. En cristalografia esa base dual se le representa como los indices de
Miller. Claramente si las base directa es ortonormal su dual también lo serd y, mds importante atin, ambas

bases coinciden e’ = e;, y si la base original o directa es dextrégira su dual también lo ser4.

Ejemplo 3.2 Sean los vectores: u; =1+]J + 2k, us =1+ 2j + 3k, y ug =1— 3j + 4k. Revisaremos
si estos vectores son mutuamente ortogonales. Encontraremos la base reciproca u’, el tensor métrico en
ambas bases y para el vector a = 3u; + 2us + u3 encontraremos sus componentes covariantes.

Para saber si son ortogonales simplemente calculamos el producto escalar entre ellos:
up-u2 =9, up-uz3=06yu-u3=7,

por lo tanto no son ortogonales y, adicionalmente, sabemos que:
: u; X ug
= —1

u; - (u]' X uk)

Procederemos a calcular primero el denominador:

V=uw-(uxuy) = (i+j+2f<) . ([i+2j+3f<} X [i—3j+41”<]) = 6.
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En general:

( u2 X us R R ~

1 17+ 1 5
u —7‘,—fl—gJ—gk,
Sou; X uy us X up . . -

% J 2 5 1 2
u = =4 ut= =—-31+3]+ 35k
% Vv 31T 30T 3%,
u; X U9 ~ ~ %

3 — 13 _ 13,1
u’ = =—5l—5lt+ 3k

Notemos que:

~ 17, 1 5 5 1 2~ 1 1 1~ 1
_ 1 . 2 3 7/\_7/\_7 . _7/\ 7/\ “ _7/\_7/\ - —
V=u-(u"xu’) :><61 6‘] 6k> <[ 3]+3J—|—3k:|><|: 61 6J+6k])—6.

3.1.3 Vectores, formas, componentes y leyes de transformacion

Tal y como hemos mencionado anteriormente (tempranamente en la seccion 1.4.3 'y luego en la
seccion 2.3.4), un vector |a) € V puede expresarse en una base ortonormal {|&;)} como: a’|é;) donde
las @’ son las componentes contravariantes del vector en esa base. En general, como es muy largo
decir “componentes del vector contravariante” uno se refiere (y nos referiremos de ahora en adelante) al
conjunto {a’ } como un vector contravariante obviando la precision de componente, pero realmente las
a’ son las componentes del vector.

Adicionalmente, en esta etapa pensaremos a las bases como distintos observadores o sistemas de
referencias. Con ello tendremos (algo que ya sabiamos) que un vector se puede expresar en distintas
bases y tendra distintas componentes referidas a esa base

ja) = a’[&;) = a” (&) . (3.2)

Asi, una misma cantidad fisica vectorial se vera distinta (tendrd distintas componentes) desde dife-
rentes sistemas de coordenadas. Las distintas “visiones” estdn conectadas mediante una transformacién
del sistema de referencia como veremos mds adelante. Con lo cual avanzamos otra vez en la interpretacion
de este tipo de objetos: una cantidad fisica escalar se verd igual (serd invariante) desde distintos sistemas
de referencia.

Sabemos que unas y otras componentes se relacionan y por (3.2) tenemos:

(&'la) = a’ (&')8;) = aj(;; = al (881 al = Aj-/aj,
<éi/{a) =a/ (éil|éj/> = ajléj»l, = aj<éi/]éj> at = Aé-/aj,

donde claramente:
@e) = ALy, ()6 = AT

J J J

yoAAY =5 e Al = (a)) 7
Diremos entonces que aquellos objetos cuyas componentes transforman como: a' = A;,aj/ 0, equi-
valentemente como: a’ = Agaj serdn vectores, 0 en un lenguaje un poco mds antiguo, vectores
contravariantes.

Tradicionalmente, e inspirados en la ley de transformacion, la representacién matricial de las

componentes contravariantes de un vector, (¢'|/a) = a’, para una base determinada {|€;) } se representan
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como una columna

a
i i a?
a) =a'=(a) R
an
con: i =1,2,3,--- ,n. De la misma manera, en el espacio dual, V*, las formas diferenciales se podréan

expresar en término de una base de ese espacio vectorial como

(bl = bi(&'| = bur(e"].
Las {b;} serdn las componentes de las formas diferenciales o las componentes covariantes de un vector
|b), o —dicho rdpidamente— un vector covariante o covector o vector dual. Al igual que en el caso de

las componentes contravariantes las componentes covariantes transforman de un sistema de referencia a

otro mediante la siguiente ley de transformacion:

(ble) = bile]e;) = biot = by (”]6;) bj = by Af

(blej) = by (&7 [e51) = b6l = b;(&']&;r) bjr = bi ALy
Otra vez, objetos cuyas componentes transformen como b; = bi/A;'»/ los denominaremos formas dife-
renciales o vectores covariantes o covectores y seran representados como matrices en un arreglo tipo
fila:
b = b=l =0 (b by o b )

con:v=1,2,3,---,n.

Quiz4 hasta este punto la diferencia de formas y vectores, de componentes covariantes y contra-
variantes, asi como sus esquemas de transformacion es todavia confusa. No disponemos de ejemplos
contundentes que ilustren esa diferencia. Estos serdn evidentes cuando nos toque discutir las caracterfs-
ticas de los espacios pseudoeuclidianos en la seccién 3.4.

A continuacion algunos ejemplos en los cuales construimos bases duales a partir de bases vectoriales.

En el ejemplo 3.5 serd clara la diferencia entre /-formas y vectores para vectores complejos.

Ejemplo 3.3 Consideremos V = R3 como el espacio vectorial conformado por todos los vectores

columna
51
)=1 ¢ |,
€3
el cual al representarse en su base canénica {|i;)} resulta en:
1 0 0
)= 1o | +&| 1 [+ [ 0 | =¢&) + &) +&is) = i) -
0 0 1

Sea un funcional lineal 7 € V*, de manera que los vectores duales Fo] = (F| <> (w1, w2, ws),
puedan ser representados por “vectores” filas.

Notemos que la base de funcionales lineals ¢*[o] = (i], la definimos como:

] = F) = o) = @) =1, @) =0, (i) =0, @) =0, @) =1,
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En este caso ¢' = (i;], entonces: ¢! = (1,0,0), ¢ = (0,1,0), ¢3 = (0,0, 1) y ademds,

fl §1 él
vl =100 €& | =, =010 & | =€, =001 & |[=¢.
53 53 53

Ejemplo 3.4 Encontremos la base dual para el espacio vectorial V = R3, con base ortogonal:

1 2 0
le1) = L],le)=|[ =1 |, les) =] —1
-1 1 -1
Todo vector de ese espacio queda representado en esa base por:
1 2 0 vl + 202
lv) = vile;) = vt 1| +0*] =1 [+ =1 | = vt —v2— 03
-1 1 —1 —o! 0% — 03

Sea un funcional lineal 7 € V* que representa vectores duales Flo] = (F| <+ (w1, w2, w3) y la
base en el dual: (&'| = (ai, b, ¢;) que supondremos satisface la condicion (&'[é;) = d%.

Podemos hacer los siguientes cdlculos con los vectores previamente normalizados

1
@) = (arbie) = | 1| = % (dr+b~ 1) =1,
-1
2
@6) = (a1,b1,c1) \}6 L = \}g (2a1 — b1 +c1) =0,
1
0
@'65) = (a1, brser) % 1| = \2 (—bi—c1) =0
-1
Si resolvemos este sistema de tres ecuaciones resulta: {a1 = %, by = %, cl = —%}
Repetimos los cédlculos para el segundo vector:
1
<é2|él> = (ag,bg,CQ) \;g 1 = \}g(CLQ—'—bQ—Cz) :0,
-1
2
<é2|é2> = (a2,b2,62) \}6 —1 = \}6(2a2—b2+02) =1,
1
0
<é2|é3> = (CLQ,bQ,CQ) \}5 -1 = \}5 (—bg — 02) =0
-1

=

Ahora la solucién que resulta es: {az = @, 9 = —%, co = %}
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Para finalizar:

@&e1) = (as,b3,c3) (a3 +bg—c3) =0,

5l
5l

(&%82) = (as,bs,c3) -1 | = (2a3 — b3 +c3) =0,

4l
5l

(—bg —63) =1.

Sl
Sl

<é3|é3> = (ag,bg,C‘g,)

. 1 1
COH. {a3:07b3:_%7c3:_ﬁ}
Por lo tanto, la base reciproca es la siguiente:

de manera que:
(F| = w1 ('] + w2 (e?| + w3 (&’ .

Ejemplo 3.5 Consideremos un espacio vectorial complejo V = €3, vale decir un espacio en el cual los

vectores tengan componentes complejas y puedan ser representados por un vector columna de la forma

b + iyl rpeft
o) = | 22+ iy? = | roef
3+ iy3 r3e63

Claramente, dependiendo de la representacion del nimero complejo tendremos bases diferentes. La
primera la hemos denominado representacién vectorial, mientras que la segunda la conocemos como
representacion polar.

Si utilizamos la representacién vectorial pudiéramos tener una posible base de la forma:

) 0 0
|w1> — 0 s |w2> = { 5 |w3> = 0
0 0 )

Dejamos al lector comprobar que ésta es una base para este espacio vectorial complejo y que
cualquier vector complejo puede ser expresado como combinacion lineal de esta base. Esto es, cualquier
ndmero complejo |z) podrd ser expresado como: |z) = z¢|w;).

Para calcular la base reciproca necesitaremos la definicion de producto interno. Una posible defini-
cién es la que adelantamos en el la seccién 1.6.3 en la pagina 73: (a|b) = (a;)* b’ y si utilizamos esta

definicién la base dual sera:
<w1‘ = (—i,0,0), <w2’ = (07 —i,O) y <w3| = (0707 _i)-

Si ahora consideramos un espacio vectorial complejo V = C?

4 igt i 0
V) = la base seria |wq) = ,  |we) =
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Para una definicién distinta de producto interno (a|b) = (a;)*b' + 2(a2)*b? la base reciproca seré:

(w1] = (=i,0) y (wa| = (0, —i/2).

Practicando con SymPy ‘

1.

[2]:

[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[5]:

[6]:

[7]:

Tenemos para el espacio vectorial V = R?, la base ortogonal:

le1) = (1,1,—1), |e2) = (2,—1,1), |e3) = (0,—1,—1).
Con F € V* donde Flo] = (F| < (w1, w2, w3) y (&'] = (ai, b;, c;), con (&']e;) = 5;
Comencemos introduciendo los vectores en las filas de matriz, pero los vectores ya normalizados.

E = Matrix([[1/sqrt(3),1/sqrt(3),-1/sqrt(3)], [2/sqrt(6),-1/sqrt(6),1/
—sqrt(6)], [0,-1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1]1)

E
V3 V3 V3
3 3 3
V6 V6 V6
3 6 6
0 V2 _v2
2 2

al, bl, cl = symbols('al bl cl1')
tl= Matrix([[al], [bi1], [c1l])

De manera que podemos construir una nueva matriz pero donde cada fila contenga cada una de las
ecuaciones que queremos resolver

M1=Ext1

ecl=Eq(M1[0],1)

ec2=Eq(M1[1],0)

ec3=Eq(M1[2],0)

Resolvemos este sistema de ecuaciones:
soll=1ist(linsolve([ecl,ec2,ec3],[al,bl,c1]))
solil

[(sqrt(3)/3, sqrt(3)/3, -sqrt(3)/3)]

Debemos repetir los pasos anteriores dos veces més.

a2, b2, c2 = symbols('a2 b2 c2')

t2= Matrix([[a2], [b2], [c2]11)

M2=E*t2

ec4=Eq(M2[0],0)

ecb=Eq(M2[1],1)

ec6=Eq(M2[2],0)
sol2=1ist(linsolve([ec4,ecb,ec6],[a2,b2,c2]))

a3, b3, c3 = symbols('a3 b3 c3')
t3= Matrix([[a3], [b3], [c31])
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[8]:

[9]:

[9]:

[10]:

[10]:

[11]:

M3=E*t3

ec7=Eq(M3[0],0)

ec8=Eq(M3[1],0)

ec9=Eq(M3[2],1)
sol3=list(linsolve([ec7,ec8,ec9],[a3,b3,c3]))

dl = Matrix(list(soll) [0])
d2 = Matrix(list(sol2)[0])
d3 = Matrix(list(sol3)[0])

Podemos ver que son ortogonales

dl.dot(d2), di1.dot(d3), d3.dot(d2)
(0, 0, 0)

y unitarios

dl.dot(d1), d2.dot(d2), d3.dot(d3)
(1, 1, 1)

También podemos reducir todo lo anterior a un programa

# Se define una matriz E que representa la base ortonormal
E = Matrix([[1/sqrt(3), 1/sqrt(3), -1/sqrt(3)],
[2/sqrt(6), -1/sqrt(6), 1/sqrt(6)],
[0, -1/sqrt(2), -1/sqrt(2)11)
# Definimos las vartables simbdolicas
a, b, ¢ = symbols('a b c')
# Inicializamos una lista para almacenar las soluciones de la base dual
dual_basis = []
# Iteramos sobre cada columna de E para calcular las soluciones
for i in range(E.shape[1]):
# Definir las vartables simbolicas para la nueva columna
t = Matrix([a, b, c])
# Calculamos el producto matriz-vector para obtener la nueva columna
M=E=x*xt
# Se definen las ecuactones para tgualar cada componente
equations = [Eq(M[j], 1 if j == i else 0) for j in range(E.shape[0])]
# Resolvemos el sistema de ecuaciones
sol = linsolve(equations, (a, b, c))
# Agregamos la solucion a la lista de la base dual
dual_basis.append (Matrix(list(sol) [0]))
# Productos internos de los vectores de la base dual con ellos mismos
dot_products = [(dual_basis[i].dot(dual_basis[j])) for i in;

—range(len(dual_basis)) for j in range(i, len(dual_basis))]
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# Se muestran los resultados
print("Base Dual:")
for i, vector in enumerate(dual_basis, 1):
print(f"d{i} =", vector)
print ("\nProductos internos de los vectores de la base dual con ellos
—mismos:")
for i, product in enumerate(dot_products):
print(£"d{i+1}.dot(d{i+1}) =", product)

Base Dual:

dl = Matrix([[sqrt(3)/3], [sqrt(3)/3], [-sqrt(3)/31]1)
d2 = Matrix([[sqrt(6)/3], [-sqrt(6)/6], [sqrt(6)/6]1])
d3 = Matrix([[0], [-sqrt(2)/2], [-sqrt(2)/211)

Productos internos de los vectores de la base dual con ellos mismos:
dl.dot(d1) 1

d2.dot(d2) =
d3.dot(d3) =
d4.dot (d4) =
d5.dot (d5) =
d6.dot(d6) =

= O = O O

2. En este ejercicio veremos la manera de construir la matriz de transformacién entre bases y el
célculo de las bases reciprocas.

Si tenemos la siguientes bases:
lwi) = [j) + k), fwa) = [i) + [k}, |ws) =[i) + ).
Para calcular la matriz de transformacion:
.
wi) = A7 i),
podemos trabajar de la manera siguiente. Primero introducimos los vectores como una matriz y
luego calculamos la transpuesta:

[12]: # Los wectores wl, w2, w3
wl [o, 1, 1]
w2 = [1, 0, 1]
w3 = [1, 1, 0]

# Creamos la matriz Avj

Aij = Matrix([wl, w2, w3]).transpose()

Aij
[12]: 0 11
1 01
110

La matriz de transformacién inversa |i;) = A7,|w;), es simplemente la matriz inversa:
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[13]: Aij.inv(Q)

11 1
[13]: 2 3 2
1 _1 1
2 2 3
1 1 _1
2 2 2

Es claro que Aj,Af/ = 5{
[14]: Aij*Aij.inv()

[14]: 10
0 1
0 0

_= o O

3. Con el uso de la libreria “sympy.vector” podemos hacer algunos cdlculos sencillos con vectores,
como por ejemplo, el cdlculo de las bases reciprocas.

Dado el siguiente conjunto de vectores:
bi=e =i+j+2k, by=e;=—-i—j—K, bg=es=21-2j+k
Calcularemos la base reciproca a través de:
oi_ G X e ’
e - (e; xey)

[15]: from sympy.vector import *

R = CoordSys3D('R')

Primero que todo, debemos introducir los vectores

[16]: bl = R.i + R.j + 2*R.k

b2 = -R.i - R.j - R.k
b3 = 2xR.i -2%*R.j + R.k
bl,b2,b3

[16]: (R.i + R.j + 2*#R.k, (-1)*R.i + (-1)*R.j + (-1)*R.k, 2*R.i + (-2)*R.j + R.
—k)

Podemos comprobar si la base original b; es ortogonal calculando sus productos escalares:

[17]: bl.dot(b2),bl.dot(b3),b2.dot(b3)
[17] (_4, 2: _1)

Por lo tanto, no son ortogonales. Ahora, los vectores reciprocos e’ se calculan de la manera

siguiente:

[18]: el = b2.cross(b3)/(bl.cross(b2).dot(b3))
e2 = b3.cross(bl)/(bl.cross(b2).dot(b3))
e3 = bl.cross(b2)/(bl.cross(b2).dot(b3))

el,e2,e3
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[18]: ((-3/4)*R.i + (-1/4)*R.j + R.k,
(-5/4)*R.i + (-3/4)*R.j + R.k,
1/4%R.1 + (-1/4)*R.j)

La base reciproca es entonces:

3. 1
el = -Si-

4 4
Que tampoco es ortogonal:

j+k, e2=—

| ot

[19]: el.dot(e2),el.dot(e3),e2.dot(e3)

[19]: (17/8, -1/8, -1/8)

Como veremos mds adelante, podemos construir un objeto con dos indices para la base original:
gij = €; - e; de la manera siguiente:

[20]: gb = Matrix([[bl.dot(bl),bl.dot(b2),bl.dot(b3)], [b2.dot(bl),b2.
—dot (b2),b2.dot (b3)], [b3.dot(bl),b3.dot(b2),b3.dot(b3)]1])

gb
[20] : 6 -4 2
4 3 -1
2 -1 9

Para la base reciproca: g = e’ - €’

[21]: ge = Matrix([[el.dot(el),el.dot(e2),el.dot(e3)], [e2.dot(el),e2.
—dot(e2),e2.dot(e3)], [e3.dot(el),e3.dot(e2),e3.dot(e3)]1])

ge
7
[21] ¥ 5 s
w25 1
8 8 8
11 1
8 8§ 84 , '
De manera que: e’ - €; = g% =0;:
[22] : gb*ge
[22]: L 00
0 10
00 1

3:1.4 Ejercicios

1. Encuentre las bases duales para los siguientes espacios vectoriales:

(a). R?, donde: |e1) < < i ) y |e2) < ( le >

1 0
(b). R% donde: |e1) <> [ 1 |,le2) <> | 1 |ylesy« | 1
3 —1
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2. Si V es el espacio vectorial de todos los polinomios reales de grado n < 1, y definimos:
2

1
1 = T T 2 = T T
CHM—AMM-ACM]/pUd,

0
donde {¢',¢?} € V*. Encuentre una base {|e1),|e2)} € V que resulte ortogonal a la dual

{¢.¢%

3. Si Ves el espacio vectorial de todos los polinomios reales de grado n < 2, y si ademds definimos

il = [ poe =1 =B A @l =),

donde {¢',¢?,¢3} € V*. Encuentre una base {|e;), |e2), |e3)} € V que resulte ortogonal a la
dual {¢*,¢%, ¢
4. Sean |v1) y |v2) € Vy supongamos que F [|v1)] = 0 implica que F [|[v2)] =0V F € V*.

r=2

Muestre que |v2) = « |v1) con o € K.

5. Sean F; y F € V* y supongamos que F; [|v)] = 0 implica que F [|[v)] =0V |u) € V.
Muestre que F2 = aF; con « € K.

6. En el caso tridimensional tenemos que, si {e;} define un sistema de coordenadas (dextrégiro) y
no necesariamente ortogonal, entonces demuestre que:

(a).

e = _ & Xk , 4,4,k =1,2,3 ysus permutaciones ciclicas,
e - (e; x e)

(b). Silos volimenes: V = e; - (ey x e3) y V.= e! - (e2 x'e?), entonces VV = 1.

(c). {Qué vector satisface a - e’ = 1? Demuestre que a es tinico.

(d). Encuentre el producto vectorial de dos vectores a y b que estin representados en un sistema
de coordenadas oblicuo: Dada la base: wi = 4i+2j+§, wy = 31+3), w3 = 2k. Entonces
encuentre:

I. Las bases reciprocas {e'}.
[I. Las componentes covariantes y contravariantes del vector a =1+ 2j + 3k.

7. Considere una vez mds el espacio vectorial de matrices hermiticas 2 x 2 y la definicién de
producto interno (a [b) = Tr(A'B) que introdujimos en los ejercicios de la seccién 2.2.4. Hemos
comprobado que la matriz unitaria y las matrices de Pauli {0, 01, 02, 03} —presentadas también
en los ejercicios de la seccion 2.2.4— forman base para ese espacio (ver ejercicios seccion 2.3.6).
Encuentre entonces la base dual asociada a las base de Pauli y, adicionalmente, dado un vector

genérico en este espacio vectorial encuentre su 1-forma asociada.

3.2 Tensores y producto tensorial

Las funciones mds simples que se pueden definir sobre un espacio vectorial son los funcionales
lineales y éstos nos permiten extendernos al concepto de tensor. Para llegar a la nocién de tensores
ampliaremos la idea de funcionales lineales, que actian sobre un tinico vector, al de funcionales bilineales
(o formas bilineales) que tienen dos vectores en su argumento. Como veremos mas adelante, este tipo
de funcionales nos revelardn un contenido geométrico de gran riqueza. Es conocido que presentar el

concepto de tensores para estudiantes de pregrado o, estudiantes graduados de ingenieria tiene algunas
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barreras* y, la principal quiz4 sea la notacion. En este capitulo presentaremos la notacién que mas nos
sedujo desde las épocas de estudiantes. Es tomada de dos libros cldsicos>, que han marcado una huella

en nuestra generacion y creemos que permite su aplicacién a variados campos.

3.2.1 Tensores, una definicion funcional

Definiremos como un tensor a un funcional lineal (bilineal en este caso) que asocia un elemento
del campo K, complejo o real, a un vector |v) € V, a una forma (u| € V*, o ambas, y cumple con la
linealidad. Esto es:

V lvyeV A (ul eV =  T[{u];v)] € C.

De esta manera:
L T [(uls alor) + Bloz)] = o [(ul;[or)] + BT [(uls [oa)] ¥ Jor),Jos) € V A (ul €W*.
2. T [nlwa] + viuzls [0)] = p*T [{ur s [0)] + 0T [ual; [0)] ¥V [v), € V- A (udl, (ug] € V.

En pocas palabras: un tensor es un funcional generalizado cuyos argumentos son vectores y/o
formas®, lo que significa que 7 [o;e] es una cantidad con dos “puestos” y una vez “cubiertos” se
convierte en un nimero complejo o real.

Las combinaciones son muy variadas:

o Un tensor, con un argumento correspondiente a un vector y un argumento correspondiente a una
forma, lo podremos representar de la siguiente manera:
[v) (ul
T $ ; . € C = tensordetipo
o Un tensor con dos argumentos correspondientes a vectores y uno a una forma seria:
[lv1) fo2) (ul]

1
T [o,0; o] =T é,é;i € C == tensorde tipo NE

o Un tensor con dos argumentos correspondientes a formas y uno a un vector:

Floy (ual (uzl]

2
Tlo; e, 0] =T é;i,i € C == tensorde tipo

o En general:

lv1) ‘fv2) lun) (u1] (uzl (um|
T é,é,"',g;i,i---, : € C = tensor de tipo

n

En esta notacion el punto y coma (;) separa las “entradas” formas de las “entradas” vectores. Es
importante recalcar que el orden si importa, no s6lo para las cantidades separadas por el punto y coma,
sino el orden de los “puestos” vectores y “puestos” formas separados por coma, y repercutird en las

propiedades de los tensores. Por ejemplo: si el orden de las “entradas” vectores no importa, podremos

4Tal y como lo plantea Battaglia, Franco, y Thomas F. George (2013) “Tensors: A guide for undergraduate students” American
Journal of Physics, 81, 498-51.

SMisner, C. W., K. S. Thorne, y J. A. Wheeler (2017) “Gravitation”, (Princeton University Press, Princeton) y Cohen-Tannoudji,
C., Diu, B. y Laloég, F., (1977) “Quantum Mechanics” vol 1 (Hermann, Paris).

6Una presentacién interesante y detallada de la utilizacién del concepto de tensor para el manejo de datos en computacién la
pueden encontrar en: Lu, H., Plataniotis, K. N., y Venetsanopoulos, A. N. (2011). “A survey of multilinear subspace learning
for tensor data. Pattern Recognition”, 44 (7), 1540-1551.
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permutarlas sin alterar al tensor, tendremos entonces tensores simétricos respecto a esos “puestos’” o
“entradas”; del mismo modo, serdn tensores antisimétricos aquellos en los cuales el orden si importa
y al permutar esos “puestos” o “entradas” hay un cambio de signo en el tensor. Todos estos casos serdn
tratados con detalle mds adelante, pero vale la pena recalcar que en general, para un tensor genérico
el orden de la “entradas” o “puestos” si importa pero no necesariamente se comporta como los casos
resefiados anteriormente.

Notemos que en el caso general un tensor es basicamente un aplicacién multilineal 7 sobre V* x V:

T V"XV =V'XV--.V'XxV'xVxV--.-VxV =0C,

m n

con n el orden covariante y m el orden contravariante. Hay que hacer notar que por simplicidad hemos

construido el espacio tensorial a partir de una solo espacio vectorial V'y su conjugado V*, pero muy bien

cada espacio vectorial puede ser diferente.

Por lo tanto, un tensor es un funcional multilineal que asocia m 1—formas y n vectores
n

con C. Un ejemplo sencillo de un funcional bilineal sobre un espacio vectorial V" con una base |e;) es:
T o), v2)] = ai€’¢? (i = 112 /n),
donde:
1) = &'les) A Jva) = ('lei).
son vectores arbitrarios € V" y los a;; son nimeros. Notemos que:
T llvr), lv2)] = T [€'les), ¢lej)] = €' Tolles), lej)] = €'¢Pa;

Diremos que ésta serd la representacion del funcional bilineal para V™.

Obviamente las formas pueden ser representadas por tensores ya que son funcionales lineales de

vectores. Para finalizar, notemos lo siguiente:

o Un vector es un tensor del tipo:

. (zl
=7 |e| cC.
0
Los vectores constituyen un caso especial de tensores.
o Una forma es un tensor del tipo:
v)
(i =T é e C,

porque son funcionales lineales para las formas diferenciales.

o Un escalar es un tensor del tipo:
0

0

e C.

3.2.2 Producto tensorial

Los tensores (simples) pueden provenir del producto tensorial o producto directo de espacios
vectoriales. Esto es, consideraremos E; y E3 dos espacios vectoriales con dimensiones n; y na, respec-

tivamente y vectores genéricos, |p(1)) y |x(2)) pertenecientes a espacios vectoriales: |p(1)) € E; y
X(2)) € Es.
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Definiremos el producto tensorial o producto directo de espacios vectoriales, E = E; ® E», si a

2
cada par de vectores |p(1)) y |x(2)) le asociamos un tensor tipo ( 0 ) si

WD) (v(2)]
U]
l(Wx(2)) =le) @ [x(2) < T | o, o | =@(1)lp1))(v(2)x(2)) €C,
y ademas se cumplen las siguientes propiedades:

1. La suma entre tensores de E viene definida como:

[p(D)x(2)) +1¢(1)E(2)) = le(1)) @ [x(2)) +[¢(1)) @ [£(2)) = [¢(1) +¢(1)) @ [x(2) +£(2)) -

2. El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicaciéon con nimeros reales A y u:
A @ [x(2)) = Ne(M)] @ [x(2)) = Ale(1)) @ [x(2))] = Alp(1)x(2)) ;
(1)) @ [lax(2))] = lp(1)) @ [ulx(2)] = wlle(1) @ [x(2))] = we)x(2))-

3. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:

(1) @ [[x1(2)) + [x2(2)] = [p(1)) @ [x1(2)) + lp(1)) @ [x2(2))
[le1(1)) + lp2(1)] @ [x(2)) = [1(1)) @ [X(2)) + l2(L) @ [x(2)) -

Notese que las etiquetas (1) y (2) denotan la pertenencia al espacio respectivo.

3.2.3 Espacios tensoriales

Es fécil convencerse de que los tensores |¢(1)x(2)) € E = E1 ® E5 forman un espacio vectorial
(que llamaremos espacio tensorial) y la demostracién se basa en comprobar los axiomas o propiedades
de los espacios vectoriales tal y como lo describimos en la seccién 2.1.3:

I. La operacién suma Hes cerradaen V : V |v;), [v;) € V = |vg) = |v;) B |vj) € V.
Esto se traduce en demostrar que sumados dos tensores |[o(1)x(2)) y [((1)€(2)) € E el tensor

suma también pertenece a E, con o'y 3 pertenecientes al campo del espacio vectorial

alp(1)x(2)) +BIC)E(2)) = lap(l) + (1)) @ [x(2) + £E(2)) ,

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con
nuimeros reales, y por ser E; y Eo espacios vectoriales se cumple:
|ap(1) +¢(1)) = ale(1)) +[¢(1)) € Ey
= le(1)+¢(1) @ [x(2) +£(2)) € E.
p(2) + BC(2)) = |¢(2)) + BIC(2)) € Ex
2.-La operacién suma B es conmutativa y asociativa.
Conmutativa: V|v;), |v;) € V= |v;) Bv;) = |v;) B |v).
Estaprimera es clara de la definicion de suma:
lp(D)x(2)) +1¢(1)E(2)) = le(1) +¢(1)) @ [x(2) + £(2))
[C(DER)) + [e(1)x(2)) = IC(1) + ¢(1)) @ [£(2) + x(2)) ,
por ser E1 y E5 dos espacios vectoriales.
Asociativa: V' |v;), [vj), [vg) € V. = (Jvg) B lvy)) B Jug) = |vy) B (v;) B |ug))

Una vez mas, esto se traduce en:

(Ip(D)x(2)) + [€(1)E(2))) + [(1)x(2)) = l(1)x(2)) + ([C(1)E(2)) + [(1)x(2)))
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con lo cual, por la definicién de suma, la expresién anterior queda como:
(le(1) +¢(1)) @ [£(2) + x(2))) + [2(1)x(2)) = [p(1)x(2)) + (I¢(1) + 5(1)) ® [£(2) + £(2)))
[ (p(1) +¢(1)) + (1)) @ | (£(2) + x(2)) + &(2)) = [p(1) + (C(1) + 2(1))) @ [£(2) + (x(2) + £(2))) -
H

3. Existe un tnico elemento neutro: 3|0) / |0) B |v;) = |v;) B0) = |v;) V |v;) € V.

Es decir:
[p(1)x(2)) +10(1)0(2)) = |p(1) +0(1)) @ |x(2) + 0(2)) = ¢(1)) @ |x(2)) = l(1)x(2)) -
4. Existe un elemento simétrico para cada elementode V:V |v;) € V' 3 |—w;) / |vj)B|—v;) = |0).

[e(1)x(2)) = le(1)x(2)) = [¢(1) — (1)) @ [x(2) = x(2)) = [0(1)) ©[0(2)) = [0(1)0(2)) .
5. a(Blvi) = (af) [vi):
a(Ble(1)x(2))) = a(I8x(2)) @ l¢(1))) = [aBx(2))@lp(1)) = (ab) [x(2))@lp(1)) = (ab) [¢(1)x(2)) -
6. (a+p) |vi) = alvi) + Blvi):
(a+8) le(1)x(2)) = le(1)) @[ (a+ 8) x(2)) = lp(1)) ® |ax(2) + Bx(2))
= [e(1)) @ [(@Ix(2)) + BIx(2)))]
= afp(1) @ [x(2)) + Ble(1)) @ [x(2)).
7. a(|vg) B lvj)) = alvy) B afvj):
a(le(1)x(2)) +1¢(1)E(2))) = a(lp(1) +¢(1)) @ [§(2) + x(2))) = | (p(1) + (1)) @ [£(2) + x(2))
= [ap(1) + af(1)) ©16(2) + x(2)) = lap(1)x(2)) + |ac(1)£(2))
= alp(1)x(2)) +elC(1)£(2)) -
Equivalentemente, podemos construir el producto tensorial entre espacios de formas diferenciales.
Sean E7 y E3 dos espacios vectoriales duales a Eq y E, de dimensiones n; y ng, respectivamente. En

estos espacios, consideremos las formas diferenciales genéricas (((1)| € E7 y (£(2)| € E3.

Definimos el producto tensorial de los espacios vectoriales duales como E* = E} ® E5. A cada par

0
de formas diferenciales (((1)] € ET y (£(2)| € E3 le asociamos un tensor de tipo ( ) ) , es decir:

(CMER) = (M) @ (E(2)]-

Es importante aclarar que el namero (3(1)x(2)]|¢(1)x(2)) = (2(1)|e(1)) - (x(2)]|x(2)), NO representa

el producto interno entre los tensores, (P(1)x(2)] y |¢(1)x(2)). Tal y como hemos descrito arriba,
Tle)), Ix(2)] = T [{eM)], ()] = (2M)]e(1)) - (x(2)[x(2)) ,

representa las evaluaciones de los funcionales 7 [o] y 7™ [e], respectivamente.

3.2.4, Bases para un producto tensorial

Si {Jui(1))} y {|vi(2))} son, respectivamente, bases discretas para E1 y E2 entonces podremos

construir el tensor:
lui(1)v;(2)) = [ui(1)) @ [v;(2)) € E,

el cual funcionard como una base para E.

Podremos construir un tensor genérico de E:

p(1)x(2)) = l(1)) @ [x(2)) = ©'x[ui(1)v;(2)) ,
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donde ¢’y x/ son las componentes de (1)) y |x(2)) en sus respectivas bases. En otras palabras, las
componentes de un tensor en E corresponden a la multiplicacién de las componentes de los vectores en
E, y E». Recuerde que estamos utilizando la convencion de Einstein de suma ticita en indices covariantes
y contravariantes, en la cual c¥|vg) = >°7_, cFlug).

Es importante sefialar que si bien un tensor genérico | V) € E siempre se puede expandir en la base
|ui(1)vj(2)) no es cierto que todo tensor de E provenga del producto tensorial de Eq y E». Es decir, E
tiene mds tensores de los que provienen el producto tensorial. Esta afirmacién puede intuirse del hecho
de que si | V) € E entonces:

W) = i (1) (2)

por ser {|u;(1)v;(2))} base para E. Es claro que dados dos nimeros o y az habrd ¢4 que no provienen
de la multiplicacién de o as.
El conjunto de todas funciones bilineales 7 [(u|; |v)] forman un espacio vectorial sobre el espacio

directo E. Este espacio vectorial de funciones tendrd una base dada por:

ui(1)vj(2)) = |ui(1)) @ [v;(2)) .

3.2.5 Tensores, sus componentes y sus contracciones

Hemos mencionado anteriormente, ubicdndonos en R3, que un escalar es una cantidad que se
puede especificar, independientemente del sistema de coordenadas, por un sélo nimero. Los vectores
geométricos que dibujabamos con flechas los sustituimos ahora por tres nimeros respecto a una base
seleccionada, es decir, a través de sus tres componentes. Los escalares y los vectores son casos particulares
de objetos mds generales que denominamos tensores, tensores de orden o rango k y cuya especificacion
en cualquier sistema de coordenadas requerird de 3* niimeros, llamados componentes del tensor. Esto
significa que un escalar es un tensor de orden 0 (3° = 1 componente) y un vector un tensor de orden 1
(3" = 3 componentes). Si el espacio vectorial es de dimensién n, entonces un tensor de orden k tendrd
n* componentes”.

Los tensores son mucho mds que simples nimeros respecto a un sistema de coordenadas y la clave
radica en la “ley de transformacién” de sus componentes, es decir, en la relacién que existe entre las
componentes de un tensor en un sistema de coordenadas y las componentes del mismo tensor en otro
sistema de coordenadas diferente. Lo que hay detrds de todo esto es el hecho que las leyes matemadticas
que describen los fendmenos fisicos deben ser “invariantes” bajo transformaciones de coordenadas, como

por ejemplo: traslaciones (el espacio es homogéneo) y rotaciones (el espacio es is6tropo).

3.2.5.1 "Componentes de un tensor

Consideremos un espacio tensorial V = E] ® E5 ® E3 ® E; ® Eo. Denominaremos componentes
de un tensor, aquellos ndmeros que surgen al evaluar los funcionales (formas diferenciales o vectores)
con la bases de los espacios que lo constituyen. Asi, si {|u;(1))} y {|x;(1))} son base para E, mientras

{lvj(2))} y {ly;(2))} 1o son para E5 y finalmente {|t;(3))} para E3, entonces las componentes de un

7Existen varias presentaciones operativas de estos conceptos para Fisica e Ingenieria, pueden consultar:
o Battaglia, F., y George, T. F. (2013). “Tensors: A guide for undergraduate students”, American Journal of Physics, 81(7),
498-511.
o Comon, P. (2014). “Tensors: a brief introduction”, IEEE Signal Processing Magazine, 31(3), 44-53.
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2
tensor ( 5 ) seran:

EO)] @I fui(1)) [vi(2)) [wi(3))
ST =S| e 8 6, 8, 5 | = § =8 [an(1) p(@iu(1),07(2),#(3)]

donde hemos denotado

(1), yn(2); u'(1),07(2),8°(3) | = lem(1)) © |ya(2)) ® (u' ()] @ (7 (2)] ® (¢°(3)]-
como el tensor base.
Podemos comentar varias cosas:

o Por simplicidad hemos considerado un espacio tensorial de la forma V = E} @ E5 ® E53 @ E1 ® Eo,
pero claramente pudimos haberlo construido mas general, W = E7 ® E5 ® E5 ® E4 ® E5. Donde
todos los espacios euclideanos E; son distintos ¢ = 1,2, 3,4, 5.

o En este ejemplo, en la base del espacio tensorial [z, (1), yn(2); u’(1), v%(2), t*(3)], hemos co-
locado primero su “parte” vectorial y luego su “parte” forma o vectores duales. Los indices de
las componentes heredan esta convencién S™", ji* primero irdn los contravariantes y luego los
covariantes. Pero lo importante es que los indices etiqueten el espacio al cual corresponde.

o Nuestra notacion serd la siguiente.

& Para un producto tensorial de dos vectores:

[¥(1),6(2)) = [¥(1))®[6(2)) = CV|ua(l), v3(2)) = C¥1zi(1),v;(2)) = C7]ui(1),y;(2)) -

Es decir un tensor perteneciente aun espacio tensorial conformado por dos espacios vecto-
riales y que se pueden expresar en varias de las bases de esos espacios.

& Para un producto tensorial de dos vectores duales:

(W(1),6(2)| = (W(1)[@(6(2)] = Kij{u'(1), 07 (2)] = Kij(a' (1), 07 (2)] = Kij(u'(1),47(2)] -

Igual que para el caso anterior pero a partir de /-formas.
& Para un producto tensorial de formas y vectores: [¢(2);¢(1)] = |4(2)) ® (¥(1)] =
M7 [v;(2);u' ()] = M [v;(2);21(1)] = M [y;(2);u*(1)] . Un tensor mixto
Es importante convenir el orden en el cual se presenten los espacios con los cuales se realiza el
producto tensorial
Es de hacer notar que la seleccion de las bases no es arbitraria sino que deben corresponderse, entre

el espacio directo, E, y su dual E*, i.e.

[ () 03(2) ok (3)} @ (@™ (D], 5" (@)1} & {zp(D), (@)} © { @ )], 0P @), (e @)1}
Si consideramos un tensor como resultado de un producto tensorial y consideramos las bases:

{Jui(1)), (z™(1)|}, sus componentes se pueden expresar {¢"(1)x;(1)}, vale decir:

( 1 ) = lp(1) @ (AM)] = (" (W]e(1)) @ (AM)ui(1)) = {™(Dxi(1)} -

3.2.5.2 Combinaciones lineales de tensores

Es claro que podremos sumar (componentes) de tensores como lo hemos hecho con la suma de
(componentes) de vectores:

a+b = (ag + by) i+(ay + by) j+(az + b)) k = (a’ + ') i+(a? +b?) j+(a® + 0°) k = (a’ + V) |ii)
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. iy ij ij
estoes: R;;” = aQ,” + 8P, .

3.2.5.3 Producto tensorial de tensores

Podemos extender ain mds la idea del producto directo y extenderla para tensores. Asi, para dos
tensores, uno tipo:
€Il €@l

(3) = le(Wx@)) =lp() @ [x2) =T | &, o |,

y el otro tipo:

(f) = [H(DRE)OM) = |u(1) @ K@) @ O (1) =P | 5 i s s |
el producto directo es:
lp(1)x(2)) ® [p(1)k(2)0(1)) = |p(1) ®@[x(2)) ® |u(1)) @ |£(2)) @ (O (1) |
KEOIRGEE) us(1) (&) (@)
— 7| &, 8 |@p| by sy

= R 5 I ’ ’

En componentes serd como se muestra a continuaciéon: R, " = T" P, Im Un vez mds, note que los
puestos de los indices en las componentes de los tensores heredan las posiciones de los vectores y formas

que construyeron el espacio tensorial a partir del producto directo o tensorial.

3.2.5.4 Contraccion de un tensor

Denominaremos una contracciéon cuando sumamos las componentes covariantes y contravariantes,
esto es, si tenemos ¢’ (1)x;(1), entonces se genera un escalar independiente de la base. La situacién

serd més evidente cuando definamos métricas y contraccién de tensores. Por analogia y considerando un

. 2 .
caso mds general, dada las componentes SZ’?,? correspondiente a un tensor ( 5 podremos construir

1 _ .
un nuevo tensor ( 5 a partir de una contraccién. Las componentes de este nuevo tensor seran:

mn mn — n
Sz-jk = Sl-jk :Sjk . B
Del mismo modo, dadas las componentes de dos tensores, P y Q . k,” generardn componentes de

lij _ plmpy 4 ‘.
nuevos tensores R, = P"Q, . Ast:

( 2 ) = le
0 3 iy .
) O (1) > B =P,
< 2 ) :> QZkZ]

Es claro que si dos tensores derivan de productos tensoriales y si {|u; (1))}, {(«™(1)|} y {|vi(2))} son
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bases ortonormales para E1, E] y E2, entonces sus productos tensoriales podrén ser expresados como:

[(1): 6(2)) = (OF @) [us(D) @ [03(2)), [a(1); BO)] = (@' (1)Fn(1)) (1)) @ (™ ()],
pii N
Qb

entonces: ((a'(1)8n(1)) (1)) @ (@™ (D)) ((+/(1)F(2)) fui(1)) @ |o(2))) =
= o/ (1)8n(1) (/1) () {(" Dlus( V)5 (2)) @ (1))
e
o' (1)B(1) (Y ()87 (2)) [0(2)) @ (1))
= PIQfu(1); v;(2)),
= Rw(1); 0;(2)).

Pero mas atn, si |u;(1)v;(2)) = |ui(1)) ® |vj(2)) € E es base de E entonces se puede demos-
trar lo anterior sin circunscribirnos a tensores cuyas componentes provengan de multiplicacién de las

componentes en cada espacio vectorial.

3.2.5.5 Simetrizacion de tensores

Un tensor y sus componentes serd simétrico respecto a dos de sus indices si su permutacién no
cambia su valor:
_ ij _ i _ ige-klmn _ qig--lk--mn
Sij =S5, SY=8", Si.kimn =S lhimn, S5 =S¥ ,
y serd antisimétrico si:
Aij=—Ayi, AV =-A" Ajgimn = = Aijetbomn, AV = —AY :
Un tensor de rango 2, viene representado por una matriz que tendrd 3> = 9 componentes. Si la

matriz es simétrica tendrd como méaximo 6 componentes distintas.

sl 83 s slos? s
sesi4l s 83 sz = | s s s
st st s3) \si 8 s

Mientras que un tensor antisimétrico de segundo orden tendrd, como maximo, tres componentes con

valor absoluto distintos de cero,

0 Al Al
—A3 —A3 0
Siempre es posible construir tensores simétricos y antisimétricos a partir de un tensor genérico.
Esto es:
1 1
Sij = ” (Tij +Tji) =Tuj = Sijklomn = 3 (Tijkt-mn + Tijetkrmn) = Tijeoe(kt)-mn
1 1

Ay = 3 (Tij —Tj) =Ty <= Aijoklomn = 3 (Tijkteomn — Tijotkemn) = Tijeel]comm -
Es evidente que las componentes de un tensor genérico, T;;, pueden expresarse como una combinacion
de su parte simétrica y antisimétrica:

Ti; = Sij +Aij.

Obviamente que algo equivalente se puede realizar para componentes contravariantes de tensores.
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Ejemplo 3.6 Producto tensorial, vectores y matrices Para fijar los conceptos que hemos desarrollado
en las secciones 3.2.2, y 3.2.5 consideremos dos espacios vectoriales V1, Vs y sus duales V] y V3 cuyos

vectores y formas pueden ser representados como

vt "
2
u
V)= v* | €V, v[=(vv) €Vi v |u)= ¥ € Va, (u] = (u1 ug uz ug) € V3
3
v u4

Para ejemplificar las componentes y bases de los espacios tensoriales a partir de los espacios vectoriales y
sus duales previamente identificados, podemos entonces definir la siguiente operacion, como el producto
tensorial:

Para vectores

—
N
=

= ceVs=V,®V,.

g€ & & =&
<
I

Para formas

186

(v(1)|@(u(2)] = (v(1)u(2)| = (vit1 viug v1us V1ug VU VaUg VaU3 V2l V3UL V3U V3U3 V3Ug) € Vi = VI®

Para productos tensoriales entre formas y vectores:

vt viug vlug vluz vlug
v))ou2) = MOu )= | v? |@(w uzuzug) = | vdup vduy vduz viuy | € Vs =
v3 vdup vdus vduz vduy
y del mismo modo el dual del producto anterior
2! 2wy 2twe 2lws
22 22wy 22we 22w ~ %
(wihi@la(2) = v (1) 2] = (wrwpws)® o f = 5 = 5 = 5 | €Va=VidVa.
1 2 3
P Zwp 2twe  2tws

Notemos que |v(1)u(2)), (v(1)u(2)|, [v(1)u*(2)] y [v*(1)u(2)] son funcionales bilineales tal y como lo
definimos en 3.2.2. Es fdcil convencerse que |v(1)u(2)) y (v(1)u(2)|, como [v(1)u*(2)] y [v*(1)u(2)]
son tensores duales uno del otro.
Consideremos que si {|e1(1)), |e2(1)), |e3(1))} es una base para V; con {(e'(1)|, (e?(1)|, {e3(1)|}

y su dual en V7, entonces, éstas pueden ser definidas como:

1 0 0

ler(1)) = 0 [ le2()) =1 1 |,[es(1))=|( 0 [,
0 0
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mientras que por otro lado

(e!(1)] = (100), (*(1)| = (010), (e*(1)| = (001) .

De igual forma las bases para Vo y V5 pueden ser definidas como

1

le1(2)) s lea(2))

o O O

y respectivamente:

0

o O =

’ |83(2)>

0

= lea(2)) =

o = O
_ o O O

(€}(2)] = (1000), (€2(2)| = (0100), (*(2)| = (0010), (e*(2)| = (0001) .

Entonces con el producto tensorial previamente definido, podemos construir la siguiente base para

el espacio tensorial V3 = V1 ® V5:

100
le1(1);e!(2)] = [er(1))®(e'(2)[=| 0 0 0
00 0
00 1
[e1(1);e*(2)] = ler(1))@(e*(2)] = | 0 0 0
00 0
00 0
[e2(1);e! (2)] = le2(1))@(e' (2)] = | 1 0.0
00 0
00 0
[ea(1);€*(2)] = le2(1))@(*(2)|=| 0 0 1
0.0 0
00 0
[e3(1);e'(2)] = les(1))@('(2)=1{ 0 0 0©
100
[e3(1);€(2)) = les(1))®(e*(2)| =
00 1

Invocando la correspondencia entre kets y bras que expresamos en 3.1.1 construimos la base
(e'(1)| ® |e;(2)) € V4 y tendremos

tensorial dual [e’(1) ;e;(2)]

[e'(1) se1(2)]

o O O =

0

o O O

o O o O

 [e'(1) se2(2)]

O O O O O O

o O

0
0
0

[er(1);€%(2)] = lew(1))@(e?(2))

’ [el (1); 64(2)}

, [e2(1)56%(2)]

[es(1);€%(2)] = les(1))@(e*(2)]

[es}

o O =

0

0
0
0

0

o o O

 [e'(1) es(2)]

S = O O

o O O O

O O O O O O

o O

0

o O O O

o O O O O =

= o

o O O O o o

o O
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0 00 010 000
SPSPRN [R 1 RPN LEE) RN (31

1 0 0 0 00 0 0 0

0 0O 0 00 0 0 1
o] = | o) 0| Eoeel=] oo sl = | ]

0 0O 010 0 0 0

0 0O 0 0 0 0.0 0
CORNE R O BCC R R N BCTCRC I B

0 00 000 00 1

Como no tenemos definido un producto interno entre tensores y sus duales no podemos afirmar que
esta base sea ortogonal, pero es claro que ambos conjuntos de vectores {[ex(1) ;€™ (2)]} y sus duales
{[e’(1) ;¢;(2)] } son linealmente independientes en V3 y V3, respectivamente. Por lo tanto, cualquier

tensor, [v(1) ;u*(2)] € V3 se puede expresar como combinacién lineal de esta base
[v(1)) @ (u(2)] = [v(1) ;u*(2)] = viuj [ei(l) ;ej(2)] = U]l: [ei(l) ;ej(2)} ,
donde los U ; = viuj son las componentes del tensor en esta base.

Equivalentemente, el tensor [w*(1) ;z(2)] € V3, también podrd expresarse en la base dual
(w(D)] ®[2(2)) = [w*(1) 12(2)] = [e'(1) ;¢;(2)] 2Pwi = [e'(1) 5¢;(2)] WY

Otra vez, los W/ = z/w; son las componente del tensor [w*(1) ;z(2)] en la base [¢?(1) ;e;(2)].

3.2.6 Tensor métrico,/bases y componentes

Para una base genérica, {|u;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto
. . . . . 0 .
interno, podemos definir la expresiéon de un tensor simétrico, < 5 que denominaremos ‘“‘tensor

métrico”, de la siguiente manera:

[ui) [uj)
I

g | o, o, | =gllu) |u)] = G juy) = Gjuy) jus) » (3.3)
i o) S

gl o, o | =gl (W] =gl =gt (34)

con g1 (] = (9|u1-> |uj>> B

Nétese que 1as gjy,) u;) = Gju;) u;) SO las componentes del tensor g [o, o] una vez que la base {|u;) }
ha actuado. Esto hace que podamos definir una forma a partir del tensor métrico como g [|u;), o] = (u'|
y equivalentemente un vector como g [(u/|, o] = |u;).

Ambas asociaciones nos llevan a pensar que el tensor métrico estd relacionado a una funcién del
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producto interno, vale decir g [(u’[, (u/|] = gl = gl = F [(u®|uj)], que preserve la idea de
métrica: F € R, que sea simétrico respecto a los indices ¢, j y que cumpla con la desigualdad triangular.
Entonces, la denominacién de tensor métrico, no es gratuita, g cumple con todas las propiedades de la
métrica definida para un espacio vectorial euclidiano expuestas en la seccién 2.2.1, vale decir:
Logllui), [uj)] = gi5 = gje 20 V|uz),ysi gllug), Juj)] =0=i=j .
2 gllus). u)] = gllug). [u)] = g = gji -
3. gllu), |uj)] < gllug), |luk)] + g [lur), |u;)]: La desigualdad Triangular.
Si la base genérica es ortonormal, {|u;)} — {|&;)}, entonces tendremos, de manera natural:
glo,0] = gi(&'|® (| = g | @ ('] y glo, o] =g"[&s) @ [¢)) = ¢”'[es) @ [&i), . (3.5)
claramente sus componentes tensoriales serdn simétricas g;; = g;;, (igualmente las componentes con-
travariantes g*/ = ¢/%) y
(965 (6" @ (&1]) ("""68) @ 16m)) = 913 0™ (&' 6) (& em) = 9159015, = gisal = =,
yaquei,j =1,2,3,--- ,n.
Por lo tanto, g;; es la matriz inversa de g%, es decir, hemos definido las' componentes covariantes y
contravariantes del tensor de modo que cumplan con g;;,g* = 5{ A
También es claro que si |a) = a*|é,), entonces:
(96 (&' © (@]) la) = a" (gi; (€| @ (&) &) = a"gij (& [e) (€] = agi (€] = a* g (& = as(e'],
con lo cual a; = aF gir- De la misma forma:
(al (97]&:) @ [&5)) = (al (97[&:) ® [&5)) = g(ales) @ |&;) = arg™ (&"[&:)[&;) = arg™[e;) = a’[¢;) ,
otra vez a’ = ay,g"’, ahora subimos el indice correspondiente.
De esta manera, el tensor métrico nos permite asociar formas con vectores, componentes covariantes
(de las formas) a componentes contravariantes (de los vectores). Dicho rdpido y feo, pero de uso muy
frecuente: el tensor métrico nos permite “subir y bajar indices”.

Otra forma de verlo es combinando las propiedades del producto directo de tensores y contraccion
de indices:

9718} ® 185) ® P " &) © [6m) @ [&n) ® (&F] = g7 B ""18)) © P &) © [6m) © [6n) ® (87]85)

189

gijpklmn‘éj> ® |él> ® |ém> ® |én> . <ék‘éi> — lemn|éj> Q |él> ® |ém> ® ‘én> = gijpi Imn — pjlmn

k
67,'
Adicionalmente, el tensor métrico permite la contraccion de indices. As{, dado un producto tensorial

de dos vectores que se pueden expresar en una base ortonormal {|é;) }:
la,b) = |a) ® |b) = a®b™|e) @ |ém)
4
(965(¢'1 @ (&7]) (a¥lew) @ b7 em) ) = a*67 935016, = a"b" ghom = aFby = (bla) = (alb)
Es decir, el producto interno de dos vectores involucra, de manera natural, la métrica del espacio,
(bla) = (a|b) = a®b, = arb® = A"V g = arbmg™™.
Obviamente la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:

lla)I* = (ala) = aia? (&']&;) = aia’ = aja; g7 = a'a g;; .
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1
gl©o°

190
Si partimos de la definicién general de un tensor, cuando es evaluado en dos vectores tendremos
|a) |b)
| =glla), 1)] = gija"b™ (& |ex) (& [em) = a*0™ g;56187, = "V g = a*by, = (bla) = (alb) .

|a) |b)

Consideramos la definicién (3.3) para una base genérica, {|u;) }, no necesariamente ortogonal, tendremos
Loy
g|©°,°

lui) |uj)
| = (bla) = (alb) =g

Loy ;
Sy Oy | = Glugluy) & (u'|u) - (3.6)

Estamos asociando la componente del tensor métrico al producto interno de la base de vecto-
res (genérica, no necesariamente ortonormal). Hay que aclarar que utilizamos la palabra asociar pa-

ra no violentar nuestra notacién de base directas y duales. Adicionalmente, debemos garantizar que
) . —1
(W {w?] —
9 = \Ylui)luy)

. Analizaremos algunos ejemplos concretos en las secciones 3.3 y 3.4.

3.2.7 Meétrica, elemento de linea y factores de escala

El caso mds emblematico lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal®. Para una

base genérica, {|u;)}, no necesariamente ortogonal de un espacio vectorial con producto interno, el
desplazamiento infinitesimal puede expresarse como:

ds? = (dr|dr) = (d:l:;,C (uk|> (dz™ |um)) = (uF|uy,) deg dae™ = di,, dz™ = gey, dzfdz™ . (3.7)

Si las bases de formas y vectores son ortogonales, {|e;}}, (cosa mds o menos comin pero no
necesariamente cierta siempre) y como en general |||e;)|| # 1, entonces surgen los llamados factores de
escala h; = /g

9ii = — = (d8)2 = (h1 dx1)2 + (h2 dx2)2 + (hg dl’?’)z , (3.8)
g
donde h; = /g4, con i, 5 = 1,2, 3 (aqui no hay suma).

De esta manera, las componentes covariantes y contravariantes estardn relacionadas, a través de los
factores de escala como:

aj = gjkak =a; = hma[i] .

(Aqui h[i]a[i] NO indica suma).
En otras palabras, “subir’ y “bajar” indices puede incluir los cambios de escala. Obviamente, si la base
{|i;) } es la canénica, es facil ver que:

(ds)? = (dr|dr) = 6 day, dz™ = dx,,dz™.
es decir: g11 = goo = g33 = 1,

gij = 0si i # j, esto significa que en coordenadas cartesianas, el
desplazamiento infinitesimal, es la ya conocida expresién: ds? = dz? + dy? + dz2.

A continuacién analizaremos dos ejemplos en los cuales construiremos los tensores métricos a
partir de dos bases para R,

Ejemplo 3.7 Bases oblicuas, bases reciprocas y tensores métricos.

Consideremos una base genérica oblicua para R?, formada por los vectores:

w=i+j+2k,up=i+2j+3kyus=1i—3j+4k.

Revisaremos si estos vectores son mutuamente ortogonales. Encontraremos la base reciproca u’, el

8Para fijar conceptos, en esta seccién hacemos una digresion y esbozamos algunas consecuencias de la métrica, los sistemas de
coordenadas y los factores de escala. Estos temas serdn tratados con todo detalle en la seccién 5.1, cuando consideremos los
elementos del andlisis vectorial en coordenadas curvilineas.
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tensor métrico en ambas bases y para el vector a = 3u; + 2ug + u3 encontraremos sus componentes

covariantes.

Para saber si son ortogonales simplemente calculamos el producto escalar entre ellos:

Lius=6 y ﬁ2-u3:7,

al-w=9,
por lo tanto no son ortogonales y, adicionalmente, sabemos que (ver 3.1)
< z‘ _ ‘uj> X ’uk> ‘
;) - (Jug) < |ug))

Otra vez, hemos hecho diferencia entre una base dual {@i’} y una base reciproca {u’}. A pesar que hemos

exagerado con la notacién, esto no es otra cosa que la receta para construir la base reciproca que, en el

lenguaje de formas y vectores coincide con una base dual del espacio de /-formas.

En general la base dual sera:

u2 X us ~ ~ ~
1 17 1 5
u=——-=+1—3z]—2k
\%4 6 6 6
; ; u; X ug usz X ux “ A
7 i 2] 2 5 15 2
u|=u = — = u‘ = = —214+ 74+ 2k
< ‘ % vV 3 3J 3
u; X a9 ) ~ %
3 _ —_13 141
u’ = = —gl— )+ gk,

v
donde V=u; - (uz xug) = <i+j+2lA<) . ([i+2j+3f<} X {i—3j+4lA<D =6.
Notemos que el volumen unitario del espacio dual se construye:

N 1 1 . 1, 2. 1, 1. 1.
V=ul(u?xu? :>(7i—A—5k>-<[—§+—j+k]x{—i—jJrk

6 6" 6 3 3 3 6 6" 6

)-

Construimos entonces el tensor métrico para la base reciproca implementando la ecuacién (3.6), y

siguiendo lo desarrollando en el ejemplo 3.6. Tendremos entonces

ulul %
1lu2 _ 1376
. _ %
u2u! _ 1376
g" gji PN uZu? _ 1370 ’
uu’ %
wul _ %
wdu? %
wdud %

mientras que para la base directa:

gij = gji < (ujui, ujug, ujug, Uslg, Ugly, UgU3Uuguy, Usly, usug) = (6,9,6,9,14,7,6,7,26) .

En ambos casos hemos denotado u‘u’ como el producto escalar entre los vectores u’ y u’ y su equivalente

en la base reciproca. También se debe cumplir que g;,g% = 53 .

Es imperioso sefialar que la forma como organizar las componentes como un arreglo de ndmeros

es una convencion. Los vectores se suponen como arreglos columnas, los vectores duales son arreglos

filas. La cosas con los arreglos de dos dimensiones son menos intuitivas. Tal y como lo presentamos en

el ejemplo 3.6, las componentes contravariantes de tensores 1™/, por razones pedagdégicas, también las

supondremos como arreglos columnas. De este modo seremos consistentes con su herencia de producto

tensorial entre dos vectores organizados como arreglos columnas. Igualmente, en ese mismo ejemplo,
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ilustramos como las componentes covariantes de los tensores, 7;;, se representan como arreglos filas.
Finalmente, las componentes mixtas T; seran matrices.
Entonces, para un vector dado por: a = 3u; + 2uz + us, podemos calcular sus componentes
covariantes de la manera siguiente:
a1 = gna' + gi2a® + giza® = (6)(3) + (9)(2) + (6)(1) = 42
a; = gija’ = { ay = gna' + gra® + gaza® = (9)(3) + (14)(2) + (7)(1)
az = ga1a' + gz2a® + gsza® = (6)(3) + (7)(2) + (26)(1)
Esto es: a = ajl + asg) + ask = 42u! + 62u? + 58u?.

Lo importante es cudl es el valor que tengan las cantidades g;; y g%, ademds que se cumplan

62
o8

las relaciones a; = gijaj , donde los indices repetidos indican suma. Entonces, como una estrategia
préctica (y ticita) se ha acordado organizar como matrices tanto las componentes covariantes, como

contravariantes como matrices. De este modo tendremos que

35 16 7
(69 6 B 16 1 1.0 0
Giag™ =0=19 14 7 -1 i =0 10
71 1
6 7 2 )\ -1 L1 L 00 1

En lo que sigue usaremos esta convencion, que violenta nuestra notacién pedagdgica pero es mas comuin

en la literatura.

Ejemplo 3.8 Bases ortogonales, bases reciprocas y tensores métricos. El segundo ejemplo sera
construir una base dual reciproca a partir de una base de vectores. Es decir, dos bases de vectores
mutuamente ortogonales. Para ello consideraremos los siguientes vectores

wi=1i4+j+2k, wo=-1-j+k, ws=3i—3j.

1-WQZ(),\‘;Vl'Wg:O

Si comprobamos su ortogonalidad entre la base directa y su dual tendremos w
yw?-w3=0.
La base reciproca se construye a partir de:
; W, X Wi
w! = J ,
A\ (Wj X Wk)

donde el denominador es:
V=wi (Waxws) = (i+j+2f<) : ([—i—j+f<} X [3i—3j]) — 18,

y por lo tanto:

Wo X W3 R " ~
1 _ 1 1 1
W= v =g+ +3k
W, X Wi w3 X W1 R . -
i __ ') 2 —_17_ 1 1
w' = v =4{ w'= v =—31—3)+ 3k
W1 X Wo ~ o
3 _ —13_1
= =88l

V

EI volumen reciproco, como era de esperarse:

~ 1. 1, 1- 1, 1, 1. 1. 1. 1
V=wl(w?xw’) = <6l+6 +3k> . ([—I—J—Fk] X |:1—J:|> = —
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mientras que el tensor métrico para la base reciproca es:

wiw! wlw? wlw3 % 0 O
i=gi=wew =| ww w2w? w2wd |=] 0 % 0 7
wiwl wiw? wiw3 0 0 Tls
y para la base original
WiW] WiWo WiW3 6 0 O
9ij = 0ji =Wi@Wj = | wawi Wwawy wowz | =| 0 3 0
W3Wi1 W3W2 W3W3 0 0 18

1

Entonces el vector a = 3w; + 2wy + w3 = alwy + a’wsy + a®ws, tendrd como componentes

covariantes
a; = gllal = (6)(3) =18
a; = gija’ =< as = gosa® = (3)(2) = 6
a3 = gsza® = (18)(1) = 18

Esto es: a = ajl + ag) + ask = 18w! + 6w? + 18w3.
Notemos que si la base original hubiese sido ortonormal:

wi=({+j+2k)/V6, wo=(-i—j+k)/V3, ws=(3i=3j)/V18,

entonces:
100 a; = a'
9;=g7=10 1.0 = { ay= a2
0.0 1 as = a>.

3.2.8 Vectores, formas, tensores y/leyes de transformacion

En esta seccién discutiremos la importancia de caracterizar objetos identificando las leyes de
transformacion. La invariancia bajo determinadas leyes de transformacion es clave en Fisica y nos
permite identificar propiedades fundamentales. Ya hemos visto, en la seccién 1.4.4, como los esquemas
de transformacién de coordenadas nos han permitido diferenciar escalares y pseudoescalares y vectores
de pseudovectores. En esta seccién puntualizaremos como transforman vectores y formas y como esos
esquemas de transformaciones los heredan los tensores.

En general las afirmaciones anteriores se pueden generalizar considerando que las coordena-

das que definen un determinado punto, P, expresado en un sistema de coordenadas particular, son

(xl, 2 ,:c") y las coordenadas de ese mismo punto P, expresado en otro sistema de coordenadas
/ / i L .
son (331 yx2, ) Ambas coordenadas estardn relacionadas por:
1/ 1 (1 .2 n o=t (V2
T = (a:,x,---,:v) Al )
/ / ! ! ’
22 = 22 (xl’xQ’_“,xn) 0?2 =22 (aV 2, . "
<~
n' _ n 1 ,.2 n ’ / ’
" =x (x,x,'--,:z:) x”:x”(:vl,xQ,u-,x").

En una notacién més compacta lo que tenemos es:

2’ =2 (2) = 2 =22, (3.9)
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con:i,j5 =1,2,3,--- ,nyd,j =1,2,3,---,n
Retomemos lo que discutimos en la seccién 3.1.3, pero ahora en el lenguaje de coordenadas. En esa
oportunidad mostramos como transformaban las bases y las componentes de formas y vectores. Ahora

lo generalizaremos a los tensores. Otra vez, s6lo exigiremos (y es bastante) que:

1. Las funciones z* = z%(z™) y /' = x7' (™) sean al menos C? (funcién y derivada segunda
continua)
2. Que el determinante de la matriz jacobiana sea finito y distinto de cero, esto es
9z! ozt . 9x!
ozt 9x? az™
Azt (x™ 922 O 522 ) . , , .
det 0(333') #£0 = | 57 57 0 v |0 = ' =2"0") &= 2! =27 (™).
oz™  Jz™ . Oz"
ozt 9x? az™

La matriz jacobiana es un concepto clave en la transformacion de coordenadas porque garantiza que la
transformacion sea invertible. En los ejemplos 3.9, 3.12, 3.14 y 3.15 detallaremos su utilidad. Luego, en
el capitulo 5, lo aplicaremos a diversos sistemas de coordenadas.
Ahora bien, una vez mds, derivando y utilizando la regla de la cadena:
dx' 9zt 9T’ , oz’

vh=at (mj (xm)) = orm Ozl ox™m O = dot= oxd’ ’

como hemos comprobado para los dos casos particulares estudiados con anterioridad.

De ahora en adelante tendremos las siguientes redefiniciones:

1. Un conjunto de cantidades {al, az,. - -A a"} se denominaran componentes contravariantes de un
vector |a) € V en un punto P de coordenadas (z', z?,- -+, z"), si:
(a). dadas dos bases ortonormales de vectores coordenados: {|é1),]62), - ,[én)} ¥
{|é1/), |é2/), -+ , &)}, se cumple que:
- o <ei|a> = Lo
la) = a'lé;) = a"|&y) = @) = o = a' =d(&'¢§);
(b). o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas: ! = xi(mj') (con
i,j=1,2 3,---,ned,j’=1,2,3,--- ,n), estas cantidades transforman como:
.o .0t ozt dxF' ,
i k i k . Y
a' = Dk a® <— a' = 9 a® , con: 9k ol 9/, (3.10)
2. Un conjunto de cantidades {b;, bz, - - - , b, } se denominardn componentes covariantes de un vector
(b| € V* enun punto P de coordenadas (xl 22 ”) si:
(a). dadas dos bases de formas: { (&', &? &}y { V|, (6%, -, <é"'|} se cumple que:
N v ble) = b A S
(b] = b; (& = by (&"] = < ’.,> v o= b = (el )
(ble”) = b* ’
(b). o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas z' = xi(xj') (con
1,7 =1,2,3,---,net,j’=1,2,3,---,n) estas cantidades transforman como:
o’ oz’ ozt dxk’ ;
bk/: 8 A b <~ bk_ﬂbzl con: WW:(S;, (311)
Es bueno recalcar que cantldades y a k, - deben ser evaluadas en el punto P.

Podemos generalizar los conceptos anteriores:

I. Dado un conjunto de bases para las formas diferenciales {(x™(1)|, (y™(2)|}, hemos definido las
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componentes contravariantes de un tensor:

(= (D] (v (2)
T — T P P g (T = {71,712, pn 72 72 . g e

)

Las componentes contravariantes en un punto P de coordenadas (xl, xQ, e ,x”) o pt = :zri(xj /)
(coni,j=1,2,3,---,net,j =1,2,3,---,n) transforman como:
i — oz" aijl Thm s ij o’ E k'm’

oxk dzm™ oz oz’

Esto nos permite construir el caso mds general.
2. Si {[t:(1)), |w;(2)), -+, Ju(m)) by {{2z¢(1)], (¥ (2)],- -, (29(n)|} son bases para los vectores

y las formas, respectivamente, las componentes de un tensor:

[ti(1)) [u;(2)) loe(m)) (z(1)] (yf (2)] (z9(n)]

R I S S S S S

seran un conjunto de cantidades: {TZ ik m”} que se denominaran las componentes contravariantes

y covariantes respectivamente, de un tensor mixto en un punto P de coordenadas (ml, z2, x") .
Bajo una transformacién de coordenadas ' = x*(x7 ), estas cantidades transforman como:

-/ ! . ! !
i 0x oxk 9z Ox? P ox’ oxk 9o ozl

Teg™ = orP x4 0z  Oz9 Tod " =Ty ‘7 ox? 9zt dz¢  Ox9 Tarar
(3.12)
Recordemos nuevamente que
o' Azt o
Oz ozt D

y las cantidades %’57; y gf,:, deben ser evaluadas en el punto P.

Ejemplo 3.9 Un ejemplo detallado de transformacion de tensores

[lustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio tensorial.
Esta vez, consideraremos que un tensor tendrd componentes T; cuando se expresa como combinacién
lineal de la base [&;(1); &/(2)] = [&(1)) @ (&7(2)| donde la base {[é1),[&2), [é3)} = {[i), [i), [k)} son

los vectores unitarios cartesianos para el espacio vectorial R3. Esto es

1 0 0
jer) =1 =10 [slea)=1 =] 1 |,[e) =k =
0 0

y su_base dual
(€1l = (i| = (100), (&2 = (j| =(010), (&3] = (k| = (001).

Consideremos un tensor en la base tensorial [&;(1); &/(2)] se expresa como:

2
n=|
1

N W =
N s W

. . , . . . ! =il gl
Este ejemplo consiste en ver como calcular las expresiones de los siguientes tensores: TJ?, Sy TV,

195
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si consideramos una nueva base:
lwir) = [i) (wir| = (il
[war) = i) 4 [J) & (wa| = (i] + (]
lwsr) = i) + i) + |k) (war| = (i + (| + (k]

. 2 2 .
Nétese que la nueva base no es ortogonal, (w* |w;) # 65, es una base oblicua, con lo cual

| W) (Wk/’ no representa un proyector como lo sefialamos en la seccién 4.1.4.
Observe que la base dual la hemos construido directamente a partir de la base dual, y es por eso que
no es ortogonal. Si hubiéramos construido la base dual {(wk,|} como la base reciproca {|wy/)} tal y
como lo hicimos en el Ejemplo 3.8 la solucidn seria totalmente distinta. Dejamos este ejercicio al lector.
Pero sin duda para la base oblicua { |wy/) } <> { (wh'| } se cumple que, para transformar componentes
de un tensor, podremos construir siempre la relacién
Ko oz ozl .
m T gt G’ I
Tenemos que identificar las matrices de transformacién %";}Z/ y aajji 7. Estas matrices de transformacién son
las mismas que transforman componentes (contravariantes) de vectores y las componentes (covariantes)

de covectores o formas, i.e.

g o0zt ox™

a = % a < Qg = W A ,

y ademds son las mismas matrices que devuelven el cambio-de un sistema de coordenadas a otro:

N !
’i axl k./ <:> 8:1:771

a'=——a ar = — Ay -

oz oxk ™
ozt 8xk,

= 0;.

Para identificar esas matrices recordamos que un vector genérico transforma de la siguiente manera:

Adicionalmente, estas matrices son una la inversa de la otra o Dl
T

|la) = a’|&;) = a’'|w;) , por lo tanto:

la) = a?185) = a¥ [wr) + o war) 4@ fwai = o' 61} + o (Jen) + [é2)) + a¥ ([éx) + [62) + 185)) |
donde hemos sustituido laexpresién de la base {|W;/) } en términos de la base {|¢;) } con lo cual:

(all +a? + agl) é1) + <a2l + a3/) |82) 4 a”'|é3) .

Lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

\a> = a1|é1> + a2\é2) + a3|é3> =

oz! .ozt 4. Ozt .
, , , azt 1 82 L ox3 1;
al =al +a? +d* .
2 L2 b3 i 9r K 9z _ . 92 _q. da> _ 1.
a®=a" +a éa—wa = oo =0 =1 o =1
Ql
a®=a?
9z _ . 923 _ . 023 _
o7 =0 57 =0 G =1
Es de hacer notar que dado que la base: {|&;)} es ortonormal, se tiene que:
Jla i X rar Jst i ok ai oz’ N
la) = d’|&;) = a" |wy) = (&'a) = a’(&']&;) = a’d; = a' = a” (&'|wp) = Wz(e | W) .

Este mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como una combinacién lineal

de los vectores |wr):

ja) = o' |ejr) = o [&;) = a'[&r) +a¥|ez) +a’[8s) = afw) +a® (jwar) — [wr)) +a® (jwa) — [wo)) |
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esto es:
( ’ ’
da! da! da!
T =L oz =1 Gm =0;
a' =al — a2 W
¥ _ 2 3 Ko_ 9T i 0z? 022 922
a a® —a = a 6mia = 87;1 =0; 822 =1; 87;3 —1;
a¥ =a3
93’ . oa® . ¥
a:m =05 G =0 05 = 1
Notese que, como era de esperarse:
. , 111 1 -1 0 1 00
O 00" i (o1 0 1 -1 =010
oxF oxi Y B -
0 01 0 0 1 0 01

Con las expresiones matriciales para las transformaciones, estamos en capacidad de calcular, com-
ponente a componente, las representacion del tensor dado en la nueva base:
, .
y 0z 02

_ i
_— ¢

m oxt Oz™
Veamos:
/ ozl 87
T/ == —_— 1—‘Z
! 83@’ oxl" 7Y
ozt [ 0zt D> Ox oz o ox! D Ox
= o <a P T g Tt g, 1'T3>+8x2 (a vt g Tt g, 1’T3>
ozl [ Oxt Ox? ox
T s (a o Bt g B 1’T3) :
es decir:
T = 1- (1T +0T3 +0T4) —1- (1 T240T5 +0T3) +0(1 TP +0T5 +0T3)
= T -T}=2-2=0.
Del mismo modo para T21,,:
/ ozl 8z7
Ty = Ox' Ox? T
ozt [ oz dx? dx® ozt [ Oz dx? dx®
= o <8x2' Tt or Bt o T3> o <8x2' Tit o Bt g T3>
ozl fox' 5 02 _,  02°
T s (ax? o it g T3) ’
resultando:
Ty = 1- (AT +1T3+0T) —1- (1 T2+ 1 T3 +0T3) +0 (1 TP +1T5 +0T3)

= (T'+13) - (TE+T3) =(2+1)—(2+3) = —
Se puede continuar término a término (el lector debe terminar los calculos) o realizar la multiplica-

cién de las matrices provenientes de la transformacién de componentes de tensores. Vale decir:

ok o 1 -1 0 2 1 3 111 0 -2 -3

/ X ; €T

T,’;:(axi)(T;)(W)@ 0 1 -1 2 3 4 011 |=1 2 4
0 0 1 12 2 001 1 3 5

Hay que resaltar el especial cuidado que se tuvo en la ubicacién de las matrices para su multiplicacién.

S i s 4 ko oz Oai 7
Si bien en la expresion 17, = %= oo L

el cual se multipliquen, cuando se escriben como matrices debe respetarse la “concatenacion interna de
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z . ! . P . .

indices”. Esto es, cuando queremos expresar Tffl/ como una matriz, donde el indice contravariante &’
indica filas y el indice covariante m’ las columnas, fijamos primero estos indices y luego respetamos la
“concatenacion de indices” covariantes con los contravariantes. Esta es la convencion para expresar la

multiplicacién de matrices en la notacién de indices®. Esto es:
oxr ozl oxk [ 07
dzt g™ Y ozt 77\ Ox™m

T’ y 8
tacion matricial. Con lo cual hemos encontrado la representaciéon matricial T]?, de las componentes del

Los objetos

’L Y

tensor T en la base {|w1/), |war), [ws/) }

Ty T T 0 -2 -3
Th=| 17 T2’ T2’ =11 2 4
T T3’ Ty 1 3 5

. ’ . .

Para encontrar la expresion de 15/ (155 = gi/k/Tf, ), requeriremos las componentes covariantes
y contravariantes del tensor métrico g,/ que genera esta base. Para ello recordamos que para una base
genérica, {|Wj/> }, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno, podemos

definir la expresion de un tensor que denominaremos tensor métrico como:

, 0 Ox™ Ox™ . A
un tensor del tipo o | T 9= i g S = (€™ fwyr) (€" [Wjr) Gmn -

Recordemos que la métrica covariante g;; generada por una base ortonormal {|&;)} = {[i;) } es:
gu=1,92=1,g33=1,912 =921 =913 = 931 = g23 = g32 = 0.

Es decir:

%

gij=97=g; =

o O =
o = O
= o O

Con lo cual, para el caso de la base genérica no ortonormal { ]Wj/>} tenemos dos formas de calcular
las componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico.
La primera es la forma directa: g; j» = (e |w;r)(€"|W /) Gmn. Esto es:
gy = (8" W) (€ |war) gnm = (&1 [wir) (€ [wr) + (€2|wy) (&% wir) + (€ wr) (&% |w/)
= (@l|wi) =1,
gz = (€W ) (€ [wor) gum = (& [wr) (&1 [war) + (2| wr) (€ [wa) + (€7 [w1r) (6% wa)
= (&'[wy) (@ lwa) =1,
grgr = (& w1 ) (€7 | Wy ) gm = (&1 [wir) (€ [w) + (€2|w) (&% wa) + (€ |wir) (&% |wa)
= (e'lwr)(el|wy) =1,

9Quizd una forma de comprobar si los indices estdn bien concatenados se observa si se “bajan” los indices contravariantes pero
se colocan antes que los covariantes. Esto es, T — Tj;. Asf, la multiplicacién de matrices queda representada de la siguiente
forma: Cj = Aj, B]’-C — Cy; = A Bu; y aqui es claro que indices consecutivos estdn “concatenados” e indican multiplicacion.
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g1 = (@ W ) (€™ W1 ) gnm = (& |war) (@ |wir) + (€% |wo) (€2 [wrr) + (€3 wor) (€3] wy/)
= (&'|wa) (& fwr) =1,

gorar = (€"[war) (€™ [War) gm = (&' [war) (&1 [war) 4 (&% |war) (€% war) + (83| war) (€% |wa)
= (&' |wa) (& [war) (&% war) (&% |war) = 2,

gorz = ("W ) (€™ [War) gum = (&' [war) (&1 [war) + (&7 |war) (€[ war) + (&%|wa) (€% |w)
= (&!|war) (& [war) + (&% [war) (W) = 2,

g3 = (&"|w3r) (€™ [W1) gum = (&' [war) (&) + (62w ) (€| wir) + (€% |war) (€% |w)
= (&'wz) (@ lwy) =1,

gzror = (€| w3/ ) (@™ [Wor) gnm = (&' |war) (8 [war) + (62w} (€% war) + (€% |wa) (€% |wr)
= (&'|wy) (&' [war) + (82| wyr) (8| war) = 2,

g3z = (&"|w3r) (€™ W) g = (&1 [war) (& [wr) + (6w ) (€| war) + (6% |war) (@ wa)
= (& wz) (@ |war) + (€*|wr) (€% |wyr) + (€% |war) (&% wz) = 3.

De manera que:

gy = grv =1, 9ve =1, gvy =1, 900 =1, 920 =2, 9oy =2, g3 =1, 932 =2, g3 = 3.

Consecuentemente podemos “arreglarlo como una matriz”© de la siguiente forma:

111 2 -1 0
gi'5' = gj'i! < 1 2 2 = gilj, = gj/i/ = (gi'j/)_l — -1 2 -1
1 2 3 0o -1 1

Noétese que también podriamos haber procedido, y en términos “matriciales”, de la siguiente forma:
, . 100 10 0 111 11 1

_ox! ox’ B

L = 110 0 1.0 01 1 ]=]122
1 11 0.0 1 0 01 1 2 3

Nuevamente es bueno aclarar que para conservar la convencién de indices y poder representar
la multiplicacién de matrices, los indices deben estar consecutivos, por lo tanto, hay que trasponer la
representacion matricial para multiplicarlas. Es por eso que en el calculo anterior aparece como primera
matriz la transpuesta de la dltima. El cdlculo se debe hacer como se muestra a continuacion:

ot oxd _
Gkm! = o557 91 Gyt —  Gm = Wik 9ij Wi — grror = g gij Wy

Finalmente, estamos en capacidad de obtener las representaciones matriciales para los tensores:

T’ Ty, TV
T
0 -2 -3 0 1 1
=T = 1Ti=1 2 4| =| -2 2 3
1 3 5 -3 4 5
1 1 0 -2 -3 2 3 6
Tk’m’ :gk/n/T;;'L/, < Tk’m’ = 1 2 1 4 = 4 8 15
1 3 1 5 11 20
0 -2 -3 2 -1 0 2 -1 -1

Y I 1./ !
Tkn:T;)’i/gmk Tkn:

= =
w N
[ BENTEN
|
S =
|
=N
|
= =
Il
|
=)
|
S =
[\

10Recordemos que hemos insistido en que las matrices representan tensores mixtos, tal y como lo comentamos en la pagina 191.
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Quisiéramos ejemplificar una forma “rdpida y furiosa” (pero sucia) de calcular la métrica generada
por una determinada base genérica. La idea es que, violentando toda nuestra notacion e idea de tensores,

construimos la métrica a partir de los vectores base definiéndola como g j» = (W |w; ), de esta manera:

(wilwy)  (wylwar)  (wi|wa)

9ij = (wWor|wir)  (wor|war)  (War|wsr) )
(wy|wi) (wy|wy) (wy|wy)
(i) Gl 1) + 7] Gl 1) + 1) + 1] (I
= (Gl + G ) (] + G + 1)) GG+ + ) | =12
LG+ G+ I LG+ G+ D + 1] 16+ Gl I + 15) + )] 12
Resultado que coincide con la métrica que calculamos transformando el tensor métrico.
<

A continuacién vamos a considerar otros ejemplos con tensores cartesianos.

Ejemplo 3.10 Dado los tensores:

1 0 2 1
Ty=|3 41|, E=]|4
1 3 4 3
La parte simétrica de T;; es:
0 2 1.3 1 2 3 3
Sij:%[Tij+Tji]=% 3 4 1 |+[0 43 :% 3 8 4
1 3 4 21 4 3 4 8
Para la parte antisimétrica de Tj;:
. . 1 0 2 13 1 ) 0 -3 1
Ay=5 T =Tul=5 | 3 41 -] 043 ||=35 0 -2
1.3 4 2 1 4 -1 2 0
Por lo tanto:
3 2 .33 0 -3 1 0 2
Ej:;s’ij‘i‘Aij:i 3 8 4 |+ 3 0 =2 =1 3
3 4 8 -1 2 0 1 3 4

Para calcular T;; E7 hacemos lo siguiente:
Cr=TuE"+TE* + Ti3E* = (1)(1) + (0)(4) + (2)3) = 7
C; = Tn B T E? 4T3 F3 = { Cy = Ty  E' + Tyo B? 4 Tos B3 = (3)(1) + (4)(4) + (1)(3) = 22
C3 =T E' + T E? + T3 E® = (1)(1) + ( 2

w
N~—
—~

=~
~—

_l’_
—~

N
S—
—~

w
S—

I

Ejemplo 3.11 Dados T%, a’ y b* € R? con:

10 3 5 ~2
Ti=|3 41|, ad=| 2| y¥t=]| 5
31 4 -5 4

Supongamos que T}, a’ y b' estdn expresados en coordenadas cartesianas. Calculemos A;;a't’, Sjja’a’

y Aij b'b7, donde S; ;¥ Ay son, respectivamente, las partes simétrica y antisimétrica del tensor T;
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La métrica en coordenadas cartesianas viene dada por:

1 00
gi=1 0 1 0
0 01
Tendremos que:
1 0 3 1 3 3 2 36
Sij:%(Tij‘f‘Tji)Zi 341 |+]10 41 =% 3 8 2
31 4 3 1 4 6 2 8

Nétese que la expresion matricial para T;; = gl-ka es la misma que para TJZ debido a la forma de la

métrica en este espacio. Del mismo modo:

) . 10 3 1 3 3 ) 0 =30
Aij = 5 (Tij = Ty) = 341|041 ]]=5]30 0],
3 1 4 3 1 4 0 0
por lo tanto:
) -3 0 -2 .
ZAZ ‘:,( _ ) = 75
a' At 5 5 2 =5 3 0 0 5 5
. 3 6 5
a'Sya’ =5 (5 2 5 )| 3.8 2 2 | =1,
2 8 -5

V' A;b =0,

Ejemplo 3.12 Sistema de coordenadas genérico. Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas:
[wi) = ali) +blj),  |w2) = cfi) +dlj).
1. Para una base arbitraria, {|w;) }, la métrica viene definida por:
96 = g5 = g [lwi), [wj)] = (w'|w;),
o (whwi) (wlwa) \ [ a*+b* ac+bd
4 = (w2wi) (wwa) | \ ac+bd E+d® )
2. Un vector genérico: |v) = v,|i) + v,|j), en estas coordenadas se escribe como:

[w1) = ali) + blj) 1) = x (dlwi) = blwa)) ,

[wa) = cli) + d|j) i) = % (—c|w1) + alwa)) ,

con A = ad — bc, por lo cual:
Uy v
A (dlwn) = blwa2)) + < (=clwi) + alwa)) ,

[0) = veli) + vy i) = N
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3. Consideremos ahora una base y un tensor de manera concreta.

=l ) = 2+ 2. W:<?i>'

Encontremos primero la expresion matricial para el tensor 77, .

En general:
oz* ox"
ﬂ’j’ == gsz]/ gzka Py 777,716 37
identificando:
/ 6361/ o Ot ozt d c
B o — ol 2= <
Ve A T oV T AT A
;o 0x? . 022 ox? b a
_ 2 1 2
WSS St T TR R
donde: ) ) ) )
Ox! B i ox! _ Ox? B E o2 _a
rt A a2 A axt . AY a2 A
Comoa=1,b=0,c= i ,yd=2% v2 , entonces:

(7 ot (1 -1 oz" [ 0x" _1: 1
gzk ? 1 9 axm O \/5 9 ale_ (91’-7 0

Finalmente:
i’y = 1 = 5 11 :
2o 0 V2 1 4 0 > B

Ejemplo 3.13  Cartesianas y polares, otra vez. El ejemplo mds simple, cldsico y emblematico de

S
SN——

cambio de coordenadas, lo constituye las expresiones de un mismo vector en dos sistemas de coordenadas

en el plano: Cartesianas {[i), |j)} y polares {|u,), |ug)}. Esto es, para un vector |a):
’a> = axm + ax|.]> = a1’é1> [N az‘é2> y |a’> = a7"|ur> + CL@‘U9> = a1/’é1’> + a2/’é2’> :
Al expresar una base entérminos de la otra obtenemos:

lur) = cos(@)]i) +isen(0)l) y  |ug) = —sen(0)[i) + cos(9)]j),

AL S v () (i) \ _ o cos(6)  sen(d)
e =47 = 4 (ww>ww>>‘<ww>amm>‘

Para la transformacion inversa se tiene:

<ei|éj’> = Al = A, = ( (ilur)  (ilug) ) _ ( cos(f) —sen(h) ) ‘

con lo cual:

(lur)  (Glug) sen(f)  cos(0)
y por lo tanto:

i) = cos(0)|u,) — sen(d)|ug) y li) = sen(0)|u,) + cos(0)|ug) -

Cumpliendo ademds con:
cos(f) —sen(6) cos(f) sen(6) (10 PN Ai,Aé‘?/ _ 5;
sen(f) cos(0) —sen(f) cos(6) 0 1

D B
. L. ; A B . P —
Ayuda: dada una matriz genérica A} = < o p | suinversaserd AD-BC AD=BC )
~AD-BC AD-BC

202
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Por otro lado, si:
|a) = arlur) + aglug) = a¥'[év) + 0¥ [ey) = auli) + aolj) = a'ler) + a’les) ,
tendremos que:
, S 5(6 0 3 0
o = Al e ar \ _ cos() sen(0) az | _ ag cos(8) + aysen(h) ’
ag —sen(f) cos(0) ay —agsen(d) + ay cos(0)
con lo cual:
a, = ag cos(f) + aysen(d) 'y ag = —aysen() + a,cos(8) .

Del mismo modo:

o N §) —sen(d . - cos(6) — 0
o = Al e a _ cos(f) —sen(h) a _[a cos(6) — agsen(6)
ay sen(f) cos(0) ag arsen(d) + ag cos(@)
y
a; = a, cos(f) — agsen(0) y ay = arsen(f) + ag cos(f).

En el ejemplo anterior consideramos los cambios de base entre cartesianas y polares. A partir de
cambios de la base construimos la matriz de transformacién entre sus componentes. Ahora pondremos la
atencién en las componentes. En general, podemos pensar que las.componentes de los vectores pueden
ser funciones de las otras. Consideremos el ejemplo anterior con esta visién para estudiarlo con mds

detalle en dos y tres dimensiones.

Ejemplo 3.14 Caso bidimensional. Tendremos que un punto en el plano viene representado en coor-
denadas cartesianas por dos nimeros (z,y) y en coordenadas polares por otros dos nimeros (r,0).

Siguiendo el ejemplo anterior un punto P, en el plano lo describimos como:
|P) = rpluy) = zpli) + yplj) -
Veamos como estdn relacionadas estas dos descripciones, para este caso en el cual las ecuaciones
de transformacién son:
’ / 1/ /
Qj‘P:Z‘P(T’,H):IIJJ:Il(,fl,ZL‘Q) TPZTP(x’y)::E :ml (xlvxz) )
2 PO L 2/ 2 (1 .2
yP:yP(T79):I :QZ(:ZI 5‘7:) 0:013(96,3/):95 = (ZL’,JJ),
y explicitamente:
/ 2 2
zp =rp cos(d) =z} =z cos(z?) rp= /25 +1y3 = a! (1) + (22)2,
2 1 2

’ / y /
yp =rpsen(d) = 22 =z sen(2?) 0 = arctan <i’—§) = a” = arctan (%) :

Es claro que ambas coordenadas estdn relacionadas y que se puede invertir la relacion.
2 = g (a:l,a:z) 2! = 2 (zV,2?)
22 = 2 (ml,mQ) = 22 = x2(:c1/,a:2/)
Se debe pedir, eso si, dos cosas razonables:
I. que las funciones z* = z(z™) y 27" = 27’ (z™) sean al menos C? (funcién y segunda derivada
continua)

2. que el determinante de la matriz jacobiana sea finito,

oz (2
x
. . -/ .
Ao ath s — (g (K ox' _ Oz Oxd __ i i _ 0z 3.5
Mds atn, si: 2 = (27 (2%)) = 5 = 5u7 9oF = O = da' = Z%rdx?, con lo cual
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intuimos dos cosas:

I. que las componentes de un vector, | P), deben transformar bajo un cambio de coordenadas como:

o
= ox' (™) o
ozt '
. - -/
2. que las matrices jacobianas aazz,j, y % son una la inversa de la otra.

Veamos si es cierto para el caso de vectores en el plano. Para ello calculamos la matriz jacobiana:

ozt (zV, 2%y dz'(zV,2?) y v .
4 T Y cos(x —x* sen(z
azi(z", z?) ox Oz (%) (@)
ale :> = Y
/ / / /
0% (xV,2?)  0x2(2l, %) sen(z?)  z! cos(z?)
orl oz?
y seguidamente, identificando |P) = zpl|i) + yp|j) = rp|ur)

s o pt cos(z?) —a'sen(x?) P
i _ oz'(z ,x )p]/ N
dad’

p

p? sen(z?)  z! cos(z?) 0

Igualmente, si calculamos la inversa de la matriz jacobiana:

2 2/ a! z?
owial’ a?)\ cosen)sen(e) VED )T V@) )
24 N —sen(a:2/) cos(a:Q/) N — 2 21 ’
at! at! (@) +(x2)? (@) +(?)?
tendremos:
1 xt x2
p Ve +@)? V@) | (o v 0a” (a!2?)
= 5 = p=———p.
0 —z2 z! p ax]

(@1)*+(2?)? (@) +(22)?

Ejemplo 3.15

Caso tridimensional. Consideremos nuevamente dos sistemas de coordenadas: uno
1

s . ! / /
=z, 2% ="y, a® = 2) y otro esférico (xl =r a2 =0, 2% = (;5). Tal y como hemos
supuesto anteriormente el punto P vendra descrito por:

cartesiano (:1:

|P) = rplu.) = zpli) + yplj) + zplk) ,

de nuevo
r=ux(r0,¢) =2 = xl(xll,xy,:cg’/) r=r(z,y,z)= 2V =gV (xl,xQ,xS) ,
yzy(r,@,gb):$2:$2(m1,,x2,,x3/) — 9:9(m,y,z):a:2/ = g7 (1‘1,1‘2,1:3) ,
z=z (T79)¢) = x?) = xg(xll’x2/7$3l) ¢ = ¢($)y7 Z) = x3’ = 1’3, (%17$2,LE3) .

Las ecuaciones de transformacion seran:

( zp =rpsen(f) cos(¢) = z! =z sen(z?)cos(z?),

yp = rpsen(f)sen(¢) = 2 = z''sen(z?)sen(z?),

[ zp = rpcos(h) = 2% = 2" cos(z?),

204
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y las transformaciones inversas:
/
rp =25 +yb+24 = 2l = \/(x1)2 + (22)* + (23)?,

2
¢ = arctan (%’Z) = 2 =arctan (%) ;

zZp T

’ T 2 " 2
0 = arctan <\/m) = 23 = arctan <(1)3+(2)) ]

Con lo cual la matriz de las derivadas para esta transformacién en particular seré:
sen(f) cos(¢p) —rsen(f)sen(¢) rcos(f)cos(p)

!

. ’
Oxt(xl', 22
OxJ’

%)

= sen(f)sen(¢) rsen(f)cos(¢) rcos(f)sen(p) |,

cos(6) 0 —rsen(6)

sen(z?) cos(z?) —#'sen(x?)sen(z®) % cos (ZL‘QI) cos(z?)

sen(2?) sen(z)  2'sen(z?’) cos (m’g) 2! cos(z? )sen(z?)

/ / /
cos(z?) 0 —zVsen(z?)
Mientras que la inversa es:

sen(f) cos(¢) sen (0)sen(¢) cos(d)

0z (a',2%2%) " sen(d) cos(¢) 0
oxi rsen(6) rsen(6) ’
cos(0) cos(¢) cos(0)sen(¢) __sen(6)

X Yy z
= e e 0
xre+y Te+y
o v /R

(a:2+y2+22)\/m2+y2 (12+y2+z2)\/x2+y2 (z2+y2+22)
Dejaremos al lector comprobar que, efectivamente,

A )

B Oz’

p = pi'zaxi/(évalan’mg)pj,
x

Practicando con SymPy ‘

Transformacion de tensores.
Podemos hacer la manipulacién de tensores en funcion de sus componentes. La métrica se almacena

en una matriz 1g y la métrica inversa se obtiene y almacena en la matriz ug.
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En un ejemplo visto con anterioridad se especificaba las componentes de un tensor en coordenadas

cartesianas, esto es:

To = T¢ =

j , enlabase: {|e1),[62),[e3)} = {[i), i), [k)}.

=N N
N W
N = W

Para luego representarlo en la nueva base: |wi/) = |i), |war) = [i) + [}y [wz) = [i) + |j) + |k).
Entonces necesitamos calcular:

;92 027
Ko 9T 9T T; = Tn = affTo =

m ozt ozm'
Como vimos cuando haciamos los calculos:
Iy 1 -1 0 . 1 11
O 0 1 —1 g% 01 1
o = - = — - =
or? ’ oz
0 0 1 0 0 1

Respetando “la concatenacién interna de indices” podemos realizar la multiplicacién de matrices.
TO = Matrix([[2,1,3], [2,3,4], [1,2,2]])
TO

NN
N W =
N =~ W

o= Matrix([[l:_1,0:|3 [0,1’_1]’ [O,O,l]])

o
1 -1 0
0 1 -1
0 0 1
p= Matrix([[1,1,1], [0,1,1], [0,0,111)
p
1 11
011
0 01
Tn=ock (TO*P)
Tn
0 -2 -3
1 2 4
1 3 5

Una vez que hemos calculado el nuevo tensor Tn = 77 en la nueva base, podemos calcular: 7% y

Tij. Pero podemos utilizar la métrica para las coordenadas nuevas y hacer las respectivas contracciones.
lg= Matrix([[1,1,1], [1,2,2], [1,2,3]])
1g



[28]:

[29]:

[29]:

[30]:

[30]:

[31]:

[31]:

Aplicaciones en fisica: esfuerzos, inercia y energia libre

—_ = =

1
2
2

W N =

Para tener la métrica inversa §** escribimos:
ug=1g.inv()
ug

0o -1 1

Para calcular Tz-j = §z‘ka hacemos lo siguiente:

1g*Tn

2 3 6
4 8 15
5 11 20
Y para calcular 7% = T} 3" procedemos asi:

Tn*ug

3.3 Aplicaciones en fisica: esfuerzos, inercia y energia libre

En este punto vamos a ejemplificar la utilizacién de los tensores en varios dmbitos de la Fisica,
en particular de la Mecdnica. Para comenzar consideraremos el tensor de esfuerzos para describir las
tensiones internas de cuerpos sometidos a fuerzas externas!2. Haremos el andlisis tanto para el caso de
dos como de tres dimensiones. Luego a continuacién consideraremos el tensor de inercia y su impacto

en la dindmica de cuerpos en movimiento.

3.3.1 El tensor de esfuerzos o tensor stress (caso 2D)

Supongamos un cuerpo que se encuentra en equilibrio y estd sometido a un conjunto de fuerzas
externas. Para facilitar las cosas consideremos el efecto de esas fuerzas sobre un plano que contiene a
un determinado punto P (ver figura 3.2 cuadrante Ia). Es decir, vamos a considerar los efectos de las
componentes de todas las fuerzas sobre ese plano y obviaremos el efecto del resto de las componentes.

Como observamos en la figura 3.2 Ib y Ic, si cortamos la superficie en dos lineas (AB y A'B’),
podemos ver que el efecto del conjunto de fuerzas externas es distinto sobre P, en la direccién perpen-
dicular a cada una de esas lineas. De hecho, al “cortar” la superficie las fuerzas que aparecen sobre las

lineas AB (y A’'B’) eran fuerzas internas y ahora son externas al nuevo cuerpo “cortado”. Asi, estas

2Jna presentacion mas contemporanea del tensor de esfuerzos la pueden encontrar en De Prunelé, E. (2007). “Linear strain
tensor and differential geometry”, American Journal of Physics, 75(10), 881-887.
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fuerzas por unidad de longitud!® sobre el punto P existen como un conjunto de fuerzas que generan
esfuerzos (stress). Por lo tanto, es claro que los esfuerzos sobre un punto dependen del punto, de las
fuerzas externas y de la direccién del efecto.

Para irnos aclarando consideremos un elemento de drea infinitesimal ds sobre la cual actia un
conjunto de fuerzas externas, las cuales podemos descomponer como normales y tangenciales a la linea
sobre la cual estan aplicadas (ver figura 3.2 cuadrante II). Es costumbre denotar los esfuerzos normales

y tangenciales por o y T respectivamente.

1Yy =00dzr — Xy = nodx
Y = r5dy 1 do 1Y, = nd
dA = dzdy = 3= Y dy ds dy N i
X3 = o3dy — —' X, =o1dy
dx
L Y, =04dz — Xy =mdx

Consideramos la segunda ley de Newton aplicada a cada diferencial de masa dm y obtendremos:
T1dy + o2dx + 13dy + o4dx = 0 = (02 +04) dr + (71 + 73) dy |
Y F"=dma=0 =
o1dy + rodz + o3dy + ydz = 0= (12 +74) dx + (01 + 03) dy,
con lo cual:

02 = =04, T1 = —T3, T2 = —T4, 01 = 703.

Como se trata de una situacion en equilibrio, también la sumatoria de torques se tendrd que anular.

Esto significa que:
0

(m1dy) %‘T — (modx) dz—y
= T1 =T =73 =T4,

(13dy) & — (14dz) & =0
entonces, nos damos cuenta que existen soélo tres cantidades independientes: dos esfuerzos normales
01y 09; y un esfuerzo tangencial 7;. Adicionalmente, notamos que los esfuerzos tienen que ver con la
direccién de la fuerza y la superficie sobre la cual va aplicada. Con ello podemos disefiar la siguiente
notacion para los esfuerzos: o;;. El primer indice indica la direccion de la fuerza y el segundo la
direccién de la normal de la superficie donde estd aplicada. Asi, tal y como muestra la figura (ver figura
3.2 cuadrante II. )

O1=0gz, —04=0yy, T2=0zy=0yz.

El cambio de signo se debe a lo incoémodo de la notacién: o4 = 0, ya que la normal de lado 4
apunta en la direccidon —y. Es importante también sefialar que los esfuerzos en cualquier punto contenido
en el diferencial de area dA = dady deben ser considerados constantes, o lo que es lo mismo, que
podemos hacer tender a cero el drea del diferencial y con ello asociar los esfuerzos o;; a un punto P
contenido en d A sobre la cual hemos calculado los esfuerzos.

En esta misma linea de razonamiento, nos podemos preguntar cudl es la expresion de los esfuerzos
cuando se miden respecto a una superficie genérica, definida por un vector normal n (ver figura 3.2
cuadrante III). Es decir, queremos conocer los esfuerzos medidos en el punto P y en la direccién n, es

decir, oy,,.

BEn el caso tridimensional, las fuerzas que generan los esfuerzos serdn definidas como fuerzas por unidad de drea. Ese caso lo
veremos en la préxima seccién.
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Xy
Y3 T TYl
—_— d;y —_—
X dx
—

y,| Xa
]
y J:J'J.‘dy

C
Oyady

-— - m—
Orydz Opyda
oyyde Tyyde

Figura 3.2: Tensor de Esfuerzos (stress) en 2 dimensiones. En la zona I mostramos la distribucién
de fuerzas sobre un cuerpo bidimensional y como se puede medir su efecto sobre un punto P. En II
ilustramos la descomposicion de la distribucion de fuerzas en el entorno del punto P. Finalmente, en I1I
hacemos esa descomposicion de fuerzas en cualquier direccion.

Por lo tanto, tendremos que:
r = Oppdy+ opydr = oppdscos(¢) + ospds sen(o) ,
y — oydr + oy,dy = oppds sen(¢) — og,ds cos(@) .
Ahora bien, dado que dy = ds cos(¢) y dx = ds sen(¢), entonces podemos expresar:
Tnn = Oy €082 (@) + oysen(¢) cos(d) + ayzsen(¢) cos(¢p) + oyysen?(¢),
Gon = Trasen(6) cos(6) + aysen?(6) — 7y cs() — ayysen(s) cos()

y si‘ahora nos damos cuenta de que si construimos una matriz:

A A cos(d)  sen(9)
Al = = ,
Ab o AY sen(¢) — cos(o)

entonces:

Onn = A3 Ay Owe + AL AV Ouy + AV AV 0ye + AV A%0yy = opp = A, Alos; coni,j =x,y,

Osn = AL A} 0wy + ASAY 00y + AYAT 0y + AVAY 0y = 04y = ALA) 05 coni,j=ux,y,
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o, drdy

oyydadz

Figura 3.3: Tensor de Esfuerzos en 3 dimensiones. Repetimos el caso 2D ahora para tres dimensiones.
A la izquierda las componentes cartesianas y a la derecha en cualquier direccion.

es decir:

o = ApAloi;, con i,j=wzy; kil=n,s.

Como ya hemos mencionado, y veremos mas adelante con mas detalle, cualquier objeto que transforme

como oy = A};Ag 0;;j 1o llamaremos tensor de segundo orden.

3.3.2 El tensor de esfuerzos o tensor stress (caso 3D)

Podemos proceder como en el caso anterior estableciendo las siguientes condiciones de equilibrio:

Y F =0y Yort=0,

con ello construimos un volumen (ctbico) diferencial y construimos los esfuerzos normales y tangen-

ciales, los cuales seran:
ozadydz, ‘oyydrdz, o..dxdy, o,.dzdy, oy.dzdy, opydrdz.

Siguiendo el mismo proceso que involucra imponer el equilibrio, es facil demostrar que al igual que

el caso anterior, el tensor de esfuerzos o;; cumple con:

Oz =0zx, Oyz=0zy, Oxy=Oyx-

Tendremos seis componentes (tres normales y tres tangenciales) independientes. Es decir, si bien el
tensor de esfuerzos o;; viene representado por una matriz 3 X 3y por lo tanto tiene 9 elementos, sélo
seis son independientes.

Vayamos ahora el caso general para un tensor de esfuerzos en un medio eldstico. Para ello construi-
mos un tetraedro regular tal y como muestra la figura 3.3, y sobre su cara genérica asociada a un vector

normal n una fuerza F':

F, = 0,45,
F=Fiy=Fi+Fj+Fk = { F,=0,dS, ¢ = F'=dn/dS = F=0-dS.
F, =0.,dS,

De esta manera se especifica como la fuerza actiia sobre un determinado elemento de superficie. Es
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claro que la condicién de equilibrio se traduce en:
Z F..,=0 = 0,,dS, — 10mdy dz — éowyd$ dz — %Umd:z dy =0,
Y Fi=0 = 0,,dS, — 1aygﬁdy dz — %Uyyda? dz — %ayzdx dy=0
Y Fi=0 = 0.,dS, — 1amdy dz — ;Uzydx dz — %Jzzdw dy =0.

Si consideramos la proyeccién de d.S,, sobre cadauno de los planos del sistema cartesiano tendremos:

dS™ cos (i;n) = 2dy dz = dS™ AZ

N

dS™ cos (j;n) = 3dz dz = dS™ A} = Opn = Ogg Ay, + 00y AV + 0. A7,

n . _ 1 _ n Az
dS" cos (k;n) = 5dx dy = dS™ A},
y equivalentemente:
xX z x z
Oyn = Oyz Ay + 0yy AV + 0y Ay Y 0o = 02245 + 0.y AY 4 02247,
las cuales se conocen como las relaciones de Cauchy. Estas relaciones representan los esfuerzos sobre la

superficie con normal n.

Ahora bien, dado que: F = odS es una relacion vectorial podemos proyectar en la direccion iy, :
U F =1, (0dS) = F™=00ds" = (0" AL) dS" = (0" AL) dS™,
por lo tanto:
Ty dS™ = (0, AL) AS™ = 0ppdS™ = (akiA,’;A;) ds™, coni,j=mz,y,z

Una vez mds, podemos ver que transforma como un tensor.

3.3.3 El Tensor de inercia

Consideremos el caso de un sistema de n particulas. La cantidad de movimiento angular para este

sistema vendra dada por:
L= ma (re) * V) »

donde hemos indicado que la i—€sima particula que estd en la posicion r ;) tiene una velocidad v ;).
Si las distancias entre las particulas, y entre las particulas con el origen de coordenadas, son

constantes, podremos expresar la velocidad de cada una de ellas como:
Vi) =w X, (Porqué?,

donde w es la velocidad angular instantdnea del sistema. Entonces tendremos que:
L= Z m) [ x (@ xxm)] =D me) [w (r6) 1) = re) (@ @)
i
y para cada partlcula se cumple que las componentes de la cantidad de movimiento angular serdn:

Zm [ ( N’(z)m)—rﬁ) (wmr(nm)}‘

Si vemos que w@.) = (5{%%2.) entonces:

= Zm(i) {cﬁﬂwl (rgl)r(i)m) — ré) (w T } [Zm (0) (51 ( i r(i)m> — TZ‘) (T(i)l)>]
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es decir:

Lf =wiplf, donde: I =3 mg) (51'“ (Wﬂ“um) —rf) (’"W)) '

El objeto [ lk se conoce como el tensor de inercia y corresponde a nueve cantidades (sélo seis son

independientes porque es un tensor simétrico). En coordenadas cartesianas se vera de la siguiente forma:

oo Soma (V) +23) - Sima (ovn) Xm0 %)

7 R I N I R T B S T ( 2 +Z<>) =S (v 7))
L L It ~Sim (wore)  —Sime Moxe) Sime (a8 +uy) -

Por ahora, nos contentaremos con esta construccién y en los ejercicios le propondremos que muestre

que es un tensor.

3.3.4 Energia libre para un medio elastico

Consideremos el siguiente par de tensores provenientes de la teoria de elasticidad:

1 1 (0u;  Ouy i\ 0 PR N
Uz’k=2(f9kuz‘+3iuk)=2(WJF&,CZ-)7 (up,)” =y, — g O,

) A\ 0 ;
y construyamos el tensor de esfuerzos como: pj; = 2A (u;) + K uﬁ 03

Calculemos la energia libre para el medio eldstico, definida como: = 3 pju y tenemos que:

i i\0 i Lo i i i 2\
Pl =2X (u}) + Kuj 5 = 2X (u] - 3Um 5J> + Kuj 65 = 2Xu} + ujd} <K— 3) :

donde: u = 1 (8™ up, + O u™) = O™ Uy, con lo cual:

1,5 1 ; 2\ ; 1 A
F= §p;uf =3 <2/\u; + w8} (K — ?>) ul = ()\u | + S J <2K - 3))
A A , 1 2\ 2
=\ (u’luz1 + ubu? + uguf’) + (2K - 3) (uf) ,
1.1, 2.1 3.1 127 2.2 3 2 1.3, ,2.3 33 1 A %
A ((u1u1 + ujuy + u1u3) G (u2u1 + usuy + u2u3) + (u3u1 + uzus + u3u3)) + §K -3 (UZ) ,
1 A 2
A () + (a3 ()2 2 (b + w3l + ) ) + <2K - 3) OF
2
( ) (ul) + 2 (u%u% + u%ug + ui’ué) ,

K + 2A> (Dptiy + Dyt + Ozuz)? + 2N (BptyOyuy + Oy, uy + Oyu,dpus) .

’ Practicando con SymPy ‘

1. Tensores y SymPy
SymPy contiene un médulo para hacer manipulacién simbdlica con objetos con indices y se llama
“sympy.tensor.tensor”.
Para mas informacién: https://docs.sympy.org/latest/modules/tensor/tensor.html
[1]: import sympy
from sympy import *


https://docs.sympy.org/latest/modules/tensor/tensor.html
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from sympy.tensor.tensor import *

init_printing()

Empezamos definiendo un tensor métrico abstracto
[2]: gij = TensorIndexType('gij',dim=3,metric_name='g',metric_symmetry = 1,
—»dummy_name="'g"')
gij.metric
i, j,k,1 = tensor_indices('i,j,k,1", gij)

g = gij.metric
[3]1: g(4,j)
[3]: g9
La ¢ de Kronecker 5{

[4]: i, j = tensor_indices('i,j', gij)

& = gij.delta
[6]: &(1,j)

[5]: KD"
[6]: t =8(i,-j)*5(-1,j)*g(k, 1)
t.canon_bp()

t.contract_metric(g) .canon_bp()

[6]: KD KD, g™
Para el simbolo de Levi-Civita:
[71: i, j, k = tensor_indices('i,j,k', gij)

€ = gij.epsilon
[81: =(i,j,k)

[8]: Epstik
Un tensor 1’ de dos indices
[9]: i = TensorIndex('i', gij, is_up=True)
j, k = temsor_indices('j, k', gij)
T = TensorHead('T', [gij, gijl)
T(i, j), T(-1i, -j), T, -j)

[9] : (T, Ty, T')
[10]: &(-1,-j)*T(j, k)

[10]: K Dy, T9"
[11]: 8(-i,-1)*g(j, k)

[11]: K Dy, g%"



[12]:

[16]:

[17]:

[18]:

[19]:
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[12]:

[13]:

[14]:

[15]:

[16] :

[17]1:

[18]:

[19]:

g(—j-:_j)*T(j > k)

gigoj“gok
Un tensor totalmente antisimétrico de rango 2

asym2 = TensorSymmetry.fully_symmetric(-2)

Lo que viene a continuacidn es definir un diccionario de reemplazos para llevar la cuenta de las
matrices a utilizar para los reemplazos en la expresion tensorial.

El “TensorIndexType” estd asociado a la métrica utilizada para las contracciones (en forma total-
mente covariante):

repl = {gij: diag(l, 1, 1,)}

Veamos un ejemplos con componentes con el tensor F' antisimétrico de rango 2:
Ax, Ay, Bx, By = symbols('A_x A_y B_x B_y')
F = TensorHead('F', [gij, gijl, asym2)
repl.update({F(-1i, -j): [
[0, Ax, Ay],
[-Ax, 0, -Byl,
[-Ay, By, 011}

Ahora es posible recuperar la forma contravariante del tensor F':

F(i, j).replace_with_arrays(repl, [i,j])

0 A, A,
—A, 0 -B,
~A, B, 0

O el tensor mixto
F(i, -j).replace_with_arrays(repl, [i,-jl)

0 A, A,
—A, 0 <B,
~A, By 0

Para calcular F;;F'

(F(i,j)*F(-i,-j)) .replace_with_arrays(repl, [])
2 2 2
2A; +2A,+ 2B,

O para calcular F} F}

(F(1,-j)*F(j, -k)).replace_with_arrays(repl, [1)

—AZ - A2 AyB, —A, B,
AyB, —AI-B] —AA,
-A.B,  -A.A, —Al-B;]

Definimos las componentes de la § de Kronecker
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[20]: D = TensorHead('D', [gij, gijl)
repl.update({D(i, j): [

1, o, o],
o, 1, ol,
[0, o, 1111

[21]: D(i, -j).replace_with_arrays(repl, [i,-jl)
D(-i, -j).replace_with_arrays(repl, [-i,-jl)

[21]: L 00
01 0
0O 0 1
Para calcular F' §;,
[22]: (F(i,3)#D(-1,-k)) .replace_with_arrays(repl, [I)
[22] 0 4. -4,
A, 0 B,
A, —B, 0
La identidad 6%/ §;;
[23]: (D(i,j)*D(-i,-j)).replace_with_arrays(repl, [I1)
[23]: 3

3.3.5 Ejercicios

1. Considere dos espacios vectoriales de polinomios de grado < 2, Pa(x) y Ga2(y). Se puede cons-
truir un espacio tensorial a partir de estos espacios vectoriales mediante el producto exterior
To(zy) = Pao(r) ® Ga(y) de tal manera que cualquier polinomio en dos variables puede ser

ef, ejg>. Donde { ‘ef>} y { ‘e;}>} corresponden a bases ortogonales

para los espacios vectoriales P2 (x) y G2(y), respectivamente.

escrito como T (xy) = ¢

(a). Considere el polinomio p* (x) = 22 4+ x 4 3 y expréselo en término de la base de polinomios
de Legendre {|e/’)} < {|Pi(z))}

(b). Seleccione ahora dos polinomios p¥ (x) = 22+ + 3y p9(y) = y + 1. Construya el tensor,
pP®Y9(x,y) = p” () ® pY (y), mediante el producto exterior de esos polinomios.

(c). Elija las bases de monomios {1, x, :1:2} y {1, Y, y2} e identifique las componentes ¢/ del
tensor pP®g(x,y) al expandir ese tensor respecto a estas bases en el espacio tensorial
Ta(zy) = Pa(z) ® Ga(y).

(d). Ahora suponga las bases de polinomios de Legendre, {!efﬂ < {|Pi(z))} vy

{‘eg>} < {|Pj(y))}, para P2(z) y Ga(y). Calcule las componentes ¢/ del tensor

J
pP®Y (2, ) respecto a estas bases en el espacio tensorial Tz(zy) = Pa(x) ®@ Ga(y).
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2. Si A;ji, son las componentes de un tensor covariante de orden 3y B!™"P Jas componentes de uno
contravariante de orden 4, pruebe que AijkBjk”p corresponden a las componentes de un tensor
mixto de orden 3.

3. Dadas las compomentes de tensores:

/2 1 3/2 1/3
0
R;: 2 5/2 3 , T'= 2/3 . 97 =g = 0 -1 0
0 0
7/2 4 9/2 1

Encuentre:
(a). La parte simétrica S’ y antisimétrica A de R.
p iy J J
(b). Ryj = gikR;, Rk = gijé-, T, = gl-jTi (Qué se concluye de estos célculos?
(©). RT;, RET?, RYTTY.
(d). R;S], REA], AJT", AJT'T.
/ - . - . - .
(e). R —203R, (R} — 25;Rl)TZ-, (R; — 25§R1)T7;T3.
4. Demuestre que si S} representa las componentes de un tensor simétrico y A; de uno antisimétrico,
entonces, S;Ag =0.
5. Dadas las Fjj; componentes de un tensor totalmente antisimétrico respecto a sus indices ijk,
demuestre que el rotacional de Fj;j definido como sigue, también serdn componentes de un tensor.
o™ ox’ OxI oxk
6. Consideremos un tensor 3 con componentes Bf , un tensor .4 con componentes a; y el producto:

rot [Fijk] = O Fiji — 0iFjkm + 05 Fimi — Ok Finij =

Bi aj; = Cj.
Esta tltima expresion se puede interpretar como la accion de B sobre A que consiste en producir un
nuevo tensor C que tendrd una magnitud y-una direccién diferente a .A. Podremos estar interesados
en encontrar todos los vectores que NO son rotados por B, es decir, que estariamos interesados en
resolver la ecuacién:

Bgaj = Aa; , donde ) es un escalar.

Si estos vectores existen se denominan vectores caracteristicos o “autovectores” de 3 y sus direccio-
nes: direcciones principales o caracteristicos#. M4s atin, los ejes determinados por las direcciones
principales se denominan ejes principales de 5. Los valores de las componentes B,Lj en el siste-
ma de coordenadas determinado por los ejes principales se denominan valores caracteristicos o
“autovalores” de B.

Ahora, como lo ilustramos en los ejemplos, consideremos un sistema conformado por n particulas
de masas iguales: mq,mo,...m, = m, distribuidas en el plano xy, y sea I;; el tensor de inercia
con respecto a un sistema rectangular de coordenadas. Por ser un caso en 2D, el tensor de inercia
tendrd solamente cuatro componentes.

(a). Encuentre: I11 = Iy, Ioo = Iyy y I12 = Iy = Io1 = Iys.

“Para detalles de como calcular autovalores y autovectores puede ver el ejemplo 4.28.
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(b). Si un vector a coincide con el eje principal de I] entonces debe satisfacer la ecuacién:

(I11 — Nay + Iipaa =0
Ilgal + (I22 — )\)CLQ =0.

Encuentre la solucién (no trivial) para A, es decir, resuelva:

22— A1+ I22) + Ii11a2 — (112)2 =0.

Igaj =Xa; = (IZ — )\52])@] =0 =

(c). (Coémo se interpreta el hecho de que 112 = 0?

(d). Silis # 0y A1 # Ao, entonces, para cada valor de A se puede encontrar un vector (autovector)

AN y AP2) resolviendo el sistema de dos ecuaciones. Demuestre que las direcciones de

estos vectores tienen pendientes, respecto al sistema de coordenada, dadas por:
A — I Ay — Iy

tan(fy) = ,
(61) I I

tan(fy) =

(e). Demuestre que:

tan(291) = tan(202) = m

,dond692:91+g,

es decir: a1) | a(*2),

(f). ¢Cuadles son las componentes del tensor de inercia en el sistema de coordenadas determinado

por los ejes principales?

7. En este ejercicio generalizamos la definiciéon del momento de inercia para cuerpos continuos, el

cual se define como:
Ijz: = /Vdvp (r) (5; (xk:ﬂk) - :ri:rj) , conz'={r,y,z} ydv=drdydz.

(a). Muestre que I; €s un tensor.

(b). Considere un cubo de lado [ y masa total M tal que tres de sus aristas coinciden con un

sistema de coordenadas cartesiano. Encuentre el tensor momento de inercia, Ij’

8. Dados dos sistemas de coordenadas ortogonales O = (x,y,z) y O' = (2/,y,2’), donde el

sistema de coordenadas O’ se obtiene rotando a O, 7/6 alrededor del eje z y /2 alrededor del eje

x’, con lo cual los ejes 4/ y z coinciden.

(a). Sitenemos los vectores:
a=1+2j+3k, b=2i+j+3k.

Expréselos en el sistema de coordenadas O' = (2, ¢/, 2').

(b). El tensor de esfuerzos (tensiones normales y tangenciales a una determinada superficie) se

expresa en-el sistema O = (z,y, z) como:

P 0 P
Pi= 0 P 0
0 0 Py

¢(Cudl serd su expresion en el sistema de coordenadas O' = (2/,y/, 2’)?

9. Suponga un sistema de coordenadas ortogonales generalizadas (ql, 7, q3) las cuales tienen las

siguiente relacién funcional con las coordenadas cartesianas '°:

¢ =r+y;  FC=r-y ¢ =2z

(a). Compruebe que el sistema (ql, 72, q3) conforma un sistema de coordenadas ortogonales

I5Estes tipo de transformaciones a coordenadas generalizadas serd analizado, con todo detalle, en la seccién 5.1 de la pagina 364.
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(b). Encuentre los vectores base para este sistema de coordenadas.
(c). Encuentre el tensor métrico y el elemento de volumen en estas coordenadas.

(d). Encuentre las expresiones en el sistema (q', ¢, ¢*) para los vectores:
a=2j, b=i+2j, c=i+7j+3k.
(e). Encuentre en el sistema (ql, 7, q3) las expresiones para las siguientes relaciones vectoriales:
axb, a-c, (axb)-c.

(Qué puede decir si compara esas expresiones en ambos sistemas de coordenadas?

(f). Considere los siguientes tensores y vectores en coordenadas cartesianas :

1/2 1 3/2 1/3 -1 0.0
R; = 2 5/2 3 , T'=12/3 |, ¢"=gj= 0.10
7/2 4 9/2 1 0 0 1
Encuentre sus expresiones para el nuevo sistema de coordenadas (ql, 7, q3).
3.4 Vectores, tensores y espacios pseudoeuclidianos
Hasta este punto la descripcién de formas representadas por un bra: (a| = ay(e*| ha sido casi

estética. Hemos insistido que las componentes de las formas tienen subindices, mientras que sus vectores
bases, (ek|, deben tener superindices, pero no hemos visto clara la necesidad de esa definicién. Un
ejemplo, un tanto timido lo desarrollamos en en la seccion 3.1.2, en la pagina 166, donde mencionamos
que las bases reciprocas de vectores podrian jugar el papel de bases para el espacio dual. Quiz4 el ejemplo
mds significativo y simple, donde se observa la diferencia entre formas (bras) y vectores (kets) es el caso
de los espacios minkowskianos. Estos espacios, también llamados pseudoeuclidianos, presentan una
variante en la definicién de producto interno, de tal forma que: (z|z) no es necesariamente positivo, y si
(xz]|z) = 0 no necesariamente implica que |z) = |0).

La consecuencia inmediata es que la definicién de norma N (|v;)) = ||]v;)

, que vimos anterior-
mente, no es necesariamente positiva. Vale decir que tendremos vectores con norma positiva, |||v;)|| > 0,
pero también vectores con norma negativa o cero: |||v;)|| < 0. Con lo cual la definicién de distancia, en-
tendida como la norma de la resta de vectores, d (|z), |y)) = |||=) — |y)||, tampoco serd necesariamente
positiva. Esto es, que las distancias serdn negativas, positivas o nulas: d (|z), |y)) < 0, d(|z),|y)) =0
y d(|z), ly)) >0.

Si extendemos la nocién de distancia para que albergue las posibilidades de distancias nula y

negativas, entonces la definicién del tensor métrico para espacios pseudoeuclidianos también debe

cambiar.

<0,

gllzi), [z5)] = g9ij =95 ¢ =0,

> 0.

En resumen,

<0 <0 <0,
(wly=¢ =0 3 = d(a),ly) =4 =0 p = gll),|z;)] ={ =0,
>0 >0 > 0.

Este tipo de espacios luce como un excentricidad més de los matemadticos y una curiosidad de
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estudio es ver como organizar los conceptos que aprendimos de los espacios euclidianos y extenderlos a
otros espacios. Quiza se hubiera quedado asi, como una curiosidad matematica si los fisicos no hubieran
sacado partido de estas particularidades para describir el comportamiento de la naturaleza. En la préxima

seccién analizaremos el caso de espacios minkowskianos de dimensién 4, que denominaremos IM*.

3.4.1 Espacios minkowskianos

Consideremos un espacio tetradimensional expandido por una base ortonormal:
{|é0), |€1), [€2), |83)}. Los vectores {|&1), [&2), |63)} corresponden con la base canénica de R3.
Este espacio vectorial IM* tendrd asociado un espacio dual: {(&%], (&'], (62|, (¢®|} a través de una
métrica:
50 @ (8] = ma (68| & (60 a4 5.) = PS8 @ [
108 (% ® (&7 = mpa (&’ @ (&% y n*7|ea) ® [e5) = n"%[Eg) ® [€a)s

cona,3=0,1,2,3,ydonde: 90 = n°° = 1, m11 =9 = —1,mee = n*2 = —1, 933 = 13 = ~1 (con
Nap = 0 para o # 3). Se dice que 1) tiene signo —2.1
Tal y lo como presentamos en la seccion 3.5, podemos asociar componentes covariantes y contra-

variantes a través de la métrica |a) = a”|é,), entonces:
(nep(e®l® @1) 10} = a7 (mas(e] © () 16) =0 naple” o) (e
= 4710502 (6% = aNao (67| = an(6®].

Lo interesante del caso es que:

o = Gonaa = CLO =ap, al = —a, (12 = —as, a3 = —as.

Es decir, en este caso, porque la métrica tiene signo —2, bajar los indices espaciales (u = ¢ =
1,2, 3) es cambiar el signo a las componentes!’. Dicho con mds propiedad, las componentes espaciales
contravariantes (¢ = ¢ = 1, 2, 3) tienen signos contrarios a las componentes covariantes.

De la misma manera que se expuso anteriormente en la seccion 3.5:

(ol (1)@ o)) = 0%l (1771e0) ®[65)) = agn™ (6 ea) os)
= a;n*’5[es) = agnP|es) = a”|es) .

y otra vez, a° = 11°“aq, y habria cambio de signo cuando se bajan los indices 1, 2, 3 para la métrica con
signo —2 que hemos considerado anteriormente.

Del mismo modo se “suben” y se “bajan” indices para componentes de tensores:

naﬁpgos = Pﬁ'yae )

Por su parte, el producto interno de dos vectores en un espacio de Minkowski involucra, de manera
natural, la métrica del espacio. Esto es: (a | b) = (b | a) = a®b, = b%a,, es decir:
(a|by=(b]|a)= ao‘bﬁnag = aabgnaﬁ =a%" — a'b' — a®b? — a*V® = agby — a1by — asby — asbs.
Una vez mas, la norma de un vector, también incluira al tensor métrico:

[la) || = (ala) = ana®(6%]e5) = ana® = agag P = a®a’ nep = a®a® — ata' — a*a® — aPa.

El caso mas conocido lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal, en un espacio

16Realmente el signo —2 es una convencion, se puede también considerar 7,,,, de signo +2, connoo = —1,711 = +1, 122 = +1,
n33 = +1.

Qtra vez, para la métrica con signo —2, el cambio de signo entre componentes covariantes y contravariantes se da para la
componente, 1t = 0
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tetradimensional, el cual puede expresarse como:
ds? = (dr|dr) = (dzg (W?)) (dac*8 \W@) = dug dz’ = nup dz¥da? = dt* — da?,
con: dz? = (dz:l)2 + (dx2)2 + (dx3)2.

3.4.2 Un toque de Relatividad Especial

La genialidad de Albert Einstein fue haber entendido que tenia que incorporar el tiempo como otra
coordenada mads, vale decir, que los eventos que ocurren en la naturaleza estdn etiquetados por cuatro
nimeros: (t,x,y,z) = (a:o, xb 22, 9:3) 18 El rdpido desarrollo de la comprension de las ideas relativistas
muestra que estaban en el ambiente de la época de comienzos de 1900, y una vez mas la simplicidad
COmo prejuicio se impuso.

Sélo dos suposiciones estdn en el corazén de la Relatividad Especial:

1. El principio de la Relatividad: Las leyes de la Fisica son idénticas en todos los sistemas de
referencia inerciales.

2. La universalidad de la velocidad de la luz en el vacio: La velocidad de 1a luz en el vacio es siempre
la misma, y es independiente de la velocidad de la fuente de luz respecto a un observador en
particular.

En términos matematicos estas dos audaces suposiciones se concretan en una simple propuesta
matematica: el producto interno entre dos elementos de este espacio tetradimensional, debe conservarse
para una familia de vectores base. Luego vendri la asociacion de observadores fisicos —o sistemas de
coordenadas— con los miembros de la familia de vectores base, pero la idea es la misma que planteamos
para los espacios euclidianos en 2.2.3.1: el producto interno —y consecuentemente, la norma de los
elementos del espacio vectorial y la distancia entre éstos—es el mismo independientemente de la base en
la cual expanda el espacio vectorial.

La primera de las interpretaciones es el como representamos los eventos en el espacio-tiempo.
Supongamos el caso unidimensional en el espacio, vale decir los eventos ocurren en un punto de la recta
real z = 2!, y en un tiempo determinado, por lo tanto podremos asociar al evento un vector evento:
(20, z1).

A continuacién nos preguntamos que representan las distancias (espacio-temporales) entre estos
dos eventos. Tal y como vimos, las distancias entre dos elementos de un espacio vectorial puede ser
construida a partir de 1a norma (de la resta de coordenadas) y la norma a partir del producto interno:

< 0 conexion tipo espacio: eventos desconectados causalmente.
[ly—z)||> = (y—z|y—x) { =0 conexi6n tipo luz: posible conexién causal a través de rayos de luz.
> (0 conexiodn tipo tiempo: posible conexidn causal.

La preservacion del producto interno para todos los observadores era intuitiva en los espacios
euclidianos y, al mantenerla para los pseudoeuclidianos nos traerd consecuencias nada intuitivas en
nuestra idea intuitiva de “realidad”.

Para el caso de la formulacion de la Relatividad Especial, afiadimos un supuesto mas: las compo-

nentes del tensor métrico son invariantes bajo transformaciones de coordenadas, esto es:

gllen), )] = g' &), [ev)] & nag =g,

8Una discusion sobre la necesidad de incorporar los conceptos de relatividad especial en los programas de estudio de Fisica
mediante la utilizacion del dlgebra geométrica la pueden encontrar en Baylis, W. E. (2004). “Relativity in introductory physics”,
Canadian journal of physics, 82(11), 853-873.
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con: {|e,)} y {|é,/)} dos bases que se conectan a través de una transformacién de coordenadas:

= (2) 2t = (2) .

Con esta primera interpretacion de los valores de o S
.. . . . [ $(5\‘ ?96

la norma y la visién tetradimensional, el espacio- \ z S/ 9

tiempo, dividido en pasado, presente y futuro, se CONO pE Lz FURIR

puebla de eventos que pueden estar o no relaciona-
dos causalmente tal y como muestra la figura 3.4.
Construyamos ahora el tipo de transformacién de
coordenadas que mantiene estos dos supuestos (Es-
tamos suponiendo que observadores, sistemas de
coordenadas y sistemas de referencia son concep- ;
tos equivalentes): (_ CONO pE Lz PASAOO
1. El producto interno de dos vectores es inde- ]
pendiente de la base que expande el espacio
vectorial.
2. Las componentes del tensor métricos son in-
variantes bajo transformaciones de coorde-
nadas.

v

Figura 3.4: Cono de luz, espacio-tiempo y eventos.
Se ilustra la relacion delos eventos desde el origen
de coordenadas con el cono del futuro, del pasado,
la hipersuperficie del presente y la linea de causali-
dad dentro de los conos de futuro y pasado.

Si el producto interno de dos vectores es independiente de la base que expanda el espacio vectorial,
tendremos:
(ly) = (zale®]) (1 105)) = (20r(e71) (v 1)) & 2°9a=2"ysr & "y nas = oy Ny
y como lo vimos en 3.2.8 las componentes de vectores, bajo cambio de coordenadas, transforman como:
. Ozt / oz M oxV ozt
i k @ — 0, a, B _ o By, = 5B ;o
_(‘%cka = T Ya =T Yo' S TTY Nap aZL‘ax 6$5y Uz -y 81‘0‘0%6771/“7

con lo cual concluimos que:

. dx” dxt 9z oz
10 = i 908 M = Gas 008 M
Ahora bien, si derivamos (3.13) respecto a 7 tendremos que:
92z” Ozt n ox” 92zt
Wi 9padeT 0P | Br dxPox

Como la cantidad dentro del paréntesis se anula podemos jugar con ésta para descubrir algunas

(3.13)

consecuencias ocultas. Es de hacer notar que esa cantidad tiene tres indices libres y por lo tanto son
64 ecuaciones que se anulan. Eso significa que le podemos afiadir y sustraer cualesquiera otras con los
indices intercambiados.

Supongamos que al paréntesis anulado le afiadimos una con los indices « y v intercambiados y,
adicionalmente, le sustraemos una con los indices v y /3 intercambiados. Claramente, estamos afladiendo
y sustrayendo ceros.

9%z ozt Ox” O2at 9%z ozt 9 9%ar 9%z Ozt 9 %t

W S0z 928 | 9z 0280z | 0w 0z 2P | Ox7 0280z 919078 0x7 | 0w 917 0aP

/ /

=0.

Con este “truco”, vemos que el dltimo término anula el segundo y el pendltimo el cuarto, de forma
que nos queda:
/ /
0%x” Ozt

210y 0rdxY 0P 0,
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con lo cual la dnica posibilidad que resulta es la siguiente:
2.0
aio‘x&m =0 = o =Aja" +a”, (3.14)
con: AZI y a”’ constantes.
Las transformaciones lineales (3.14) se conocen como las transformaciones, inhomogéneas, de
Lorentz o también las transformaciones de Poincaré. Estas transformaciones forman un grupo y, uno de

los posibles subgrupos lo constituye el conjunto de transformaciones propias de Lorentz de la forma:
o’ -/ o’ -/ -/
con: 4,7 = 1,2,3,y donde R}l es una matriz de rotacion.

. . . / i A
Supongamos el caso mds sencillo de este grupo de transformaciones: a¥° = 0, en la ecuacion (3.14).

Explicitamente hemos identificado una transformacién de la forma:
2 =AY 20 + AV 2t + AS 2%+ A 2
la cual, por construccidn, deja invariante el intervalo tetradimensional:
ds® = 2dt? — da' — da® — da® = 1, dotdr”

con 1), €l tensor métrico. Aqui c es la constante que representa la velocidad de la luz en el vacio. Por
razones de conveniencia se escoge un sistema de unidades donde ¢ = 1.

Es inmediato demostrar que este tipo de transformaciones deja invariante el intervalo. Primero,
notemos que:

W = AAE T = =0 = AN, = ARAS =t
y como dzt = A’O{dxa, entonces:
ds’? = nﬂrl,/dx“/dx'/ = nH/V/AZ,dxo‘Ag/dmﬁ = na/gdmadmﬁ =ds?.

Para construir una de las expresiones més utilizadas del grupo de Lorentz consideramos la siguiente
situacién: un observador, 2, ve moverse una particula con una velocidad v, mientras que un segundo
observador, x*, la percibe en reposo. Entonces, para el observador, que registra la particula en reposo,
resulta que dz’ = 0, y:

At =AY dt
dzt’ = AF dz® =
dz?’ = AUdz® = A5 dt  coni’ =1,2,3.
Ahora bien, las ecuaciones anteriores nos imponen:
,  dx !

v N il dx*
= —_— v =
dt/ dt/

= Ag — o Agl .
Ademds, tenemos que:
2 2 2 2
na/ﬁ/ = AZ’Az/TIIJ‘V = 1= Ag, S/T]uy = (AO/) — (A(]j/) — (A2/) — (A3/> y
con una solucién de la forma:

AY =75, Ay =71,

Un sistema de unidades denominado sistema de unidades geometrizado en el cual la velocidad de la luz y la constante de
gravitacién universal se toman como la unidad: ¢ = G = 1.
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donde:
1 1 1

) L [002+ 022+ 0o

Y= = = =
V1 —v? \/1—7)1111-

los otros términos Aé», no quedan univocamente determinados porque esta de por medio la arbitrariedad
de una rotacién R;,. Por ello, una seleccién arbitraria pero razonable de todos los términos Aé-, es:
Aé/ = 5;/ + Uivj/L_Zl = (5;/ + Uivj//yT_l .
\4 VYV
De esta forma quedan determinados todos los elementos de las transformaciones de Lorentz.

Los observadores lorentzianos son los equivalentes a los observadores galileanos en las teorias
newtonianas: son observadores que se mueven uno respecto al otro con una velocidad constante y,
desempenan el mismo papel que los observadores inerciales. Quiz4 la consecuencia mas impactante de
la necesidad de vincular mediciones de distintos observadores lorentzianos a través de transformaciones
de Lorentz, lo ilustra la evolucién distinta del tiempo medido por los diferentes observadores. Un
observador en reposo respecto a un reloj, ve avanzar el tiempo con tic separados por dt ="At, ya que su

reposo respecto al reloj implica: dz? = 0, por lo tanto la separacién espacio temporal sera:
ds? = dt? — (dz')? = (At)? = dt = At,
mientras que un segundo observador, en movimiento, tendrd el mismo elemento de linea pero expresado

como:

At
V1—vZ’

y ésta dltima ecuacion claramente indica que el tiempo evoluciona mds lento para relojes en movimiento.

ds” = dt” — (da”)? = (L=v?) dt! = dt' =

Ejemplo 3.16 En este ejemplo vamos a repetir, para el caso bidimensional, lo expuesto de manera

general en la seccién anterior. Como vimos, las transformaciones de Lorentz relacionan las coordenadas

del espacio-tiempo medidas por un observador O de un evento, con las coordenadas medidas por otro

observador O’ del mismo evento. El observador O lo representaremos por las coordenadas {¢, x,y, 2z} =

{20, 2", 22, 23}, mientras que el observador O’ por {t',z,y/,2'} = {2, 2", 2%, 2% }. Para lo que

sigue, supondremos que cuando los observadores coincidan los relojes de ambos marcardn ¢t = ¢/ = 0.
La ecuacion (3.14),

/

/
¥ = Aj

la podemos expandir en lo que realmente es:

=2 = A2+ AVt + AY 2 4+ AY 23,
o =at = AV ATat AL 22 AL
y =2 = AZ2' 4+ A2+ AT+ AT S,
7= = A 2? + A 2t + A3 2?4 A§/x3 .

Vamos a suponer que O’ se mueve respecto a O, con velocidad v, inicamente en la direccién z, es
decir, Y = y y 2/ = 2. Se supone entonces que ¢’ no depender4 ni de y ni de z y que cuando ' = 0

entonces x = vt.
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Todo esto hace que el sistema de ecuaciones anterior se simplifique de manera significativa:

/ / / / /
=2 = AJ2Y + AVt = AJt 4+ AV 2,
’ ’ /
o =zb = Al (2} —vt) = Al (z —vt),
/ 2/ 2
y=1" = 2=y,
U
d=25 = 23=2.

Debemos determinar los coeficiente AY A(l)' y A%/. Para tal fin vamos a suponer que cuando
t' =t = 0 un pulso de luz es emitido desde el origen de coordenadas. Recordemos que en ese instante
ambos observadores coinciden. Como suponemos ademds que la velocidad de la luz es constante, 1a onda
de luz se propagard en todas las direcciones de manera que cada observador podré describirla mediante

la ecuacidén de una esfera cuyo radio aumenta con el tiempo a velocidad c. Esto es:

Py P =y P = AR

Por lo tanto:
A (2 —vt)]? 4+ 42 + 2% = A[AY t + AV ).
Al desarrollar esta dltima ecuacién obtenemos:
/ 2 / 2 / / / 2
(A1) (22 = 20t +022) + 92 4 22 = 2 [(Ag ) 2+ 205 A et (A7) xz} ,
por lo tanto:
1\2 2 (r0\2] 2 2, .2 11)? 220" A0 2 (20')? 2 (A1)?] 2
<A1> —c <A1> Yy 4+ 27— 2t (Al) vH+cAgAT | = |c (A0> - (A1> t*.
Como ambos observadores registran la misma onda de luz, entonces:
11\2 2 (x0)?
() ) -
/ 2 / /
<A%> v+ EAJAY = 0,
/ 2 / 2
¢ (Ag) —v? (A%) = .
Al resolver este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas resulta:

1 v
AY = —

1 a0 v
AV =
= e =

1
Vi
/ v / / /
t :(t—c—zaj)*y, r=(x—-vt)y, y =y, 2=z

Existen las transformaciones inversas que se pueden obtener de la misma manera que las anteriores.

Si definimos v = las transformaciones de Lorentz quedan entonces de la forma:

/

/ v / / / /
t= (t —i—c—QJ:)'y, T = (m +vt)'y, y=vy, z2=2z.
Notemos que cuando el observador O’ se mueve a velocidades muy pequefias en comparacion a c,
entonces el factor ~ tiende a la unidad:
v<Le =v—1,

por lo tanto:

t=t, d=x—vt, oy =y, Z==z.

que no es mds que la transformacién de Galileo.
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Ejemplo 3.17 Siun observador O’ determina que dos eventos ocurren en el mismo lugar, pero separados
en el tiempo; entonces, un observador O ;coémo los apreciaria? Veamos dos situaciones diferentes.

o Consideremos a una persona sentada en un tren en movimiento, observador O’, esta persona
enciende y apaga rdpidamente una linterna dos veces, con una diferencia de 15 minutos entre un
evento y el otro. Entonces para O’ serd dos eventos que ocurren en el mismo lugar. Pero para el
observador O que se encuentra en tierra los eventos habrdn ocurrido en lugares diferentes, y esto
no parece tener ningtin conflicto con nuestra experiencia e intuicion.

o Si O’ sigue en su asiento del tren y observa que dos personas, uno a cada extremo del vagén (a
unos 30 m), encienden las linternas al mismo tiempo, entonces para O’ serd un evento simultdneo,
pero para el observador en tierra O que ve al tren alejarse determinard que la persona de la parte
trasera encendié la linterna un poco antes que la persona apostada en la parte delantera. Esto tal
vez si nos resulte algo extrafio.

Consideremos que el tren viaja a 36 m/s (= 130 Km/h) entonces, esta pequefia velocidad se refleja
en el factor v de la manera siguiente:
v v? 1

—=12x107" = 5 =144 x 107" 5y = ~ 1.000000000000007 .
¢ ¢ V1—-1.44%10-"

Cuando consideramos la primera situacion, la diferencia entre un evento y el otro era de 15 minutos

(900 seg), y para el observador en tierra ambos eventos ocurren-en dos lugares diferentes: x1 y x2,
T = (m’l +vt’1)fy, T9 = (ac’Q—i—vt'Z)%
de manera que:
To —T1 = (CL"2+’Ut/2)’)/7 (:1:’1 +vt’1)’y = (:C/Q —x’l)’er (t’z —t'l) vy .
Pero: x4, = 2 y t}, — t} = 15 min. Por lo tanto:
Ty — 1 = (900 $)(36 m.s~ 1)y = 32400m = 32.4Km.

Para la segunda situacion, el observador en tierra puede dar fe que los dos eventos ocurren en

tiempos diferentes: ¢ y to,
/ v ’ vy
t1= (tl‘i‘;g%)% ty = (’b‘*‘;ﬂ'z)%
de manera que:
/ vy / v / / / v

ty —t1 = (tz‘i‘gﬂfz)V— <t1+07$1)7: (ty — 1) v + (5 — ) ERE
con: th, =t} y &b — ) =30 metros, resulta:
36 m.s~!

(3 x 108 m.s—1)2
Intervalo de tiempo muy pequeiio pero diferente de cero: el observador en tierra no aprecia que los

tg—t1:(30m)[ }7:1.2><10_14s.

eventos fueron simultdneos.
Este valor tan pequefio, obviamente, es debido a que el factor y es casi la unidad. Notemos que si

el tren viajara a una velocidad cercana a ¢, digamos v = 0.99999999 c, entonces:

2
1
Y = 0.99999999 — U—Q = 0.99999998 — v = ~ 7071.06780.
c c v1—10.99999998

por lo que:
36 m.s~!

=849 x 1071y,
(3 x 108 m.s—1)2 7 % >

to —t1 = (30 m)

En vista de lo anterior, se podria esperar que ocurran cosas curiosas con las longitud de los objetos.
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Supongamos que el observador que viaja en el tren coloca su laptop en el piso y mide su longitud. Esto

significa que la computadora estd en reposo para O’ y, en la direccién del eje x, la laptop mide x}, — )

segin O’. Para el observador que estd en tierra la laptop viaja a una velocidad vt, de manera que:

ah — a2y = [(x2 — x1) —v(ta — t1)] v,

Para el observador que se encuentra en reposo la laptop mide x2 — x1, medida en el instante to = ¢.

Por lo tanto:

zh — 2}
Xro — 1 = .

iLa laptop se contrae por el factor !

Practicando con SymPy

1.

[2]:

[3]:

[4] :

En los grandes aceleradores de particulas se puede producir piones cargados cuando se hace
colisionar protones de gran energia con algiin blanco preparado para este fin. Se conoce que los
piones tienen una vida media muy corta: 1.77 x 1078 s. Lo que esto significa es, que una vez que
se producen los piones, la mitad de ellos se habrfan desintegrado en un tiempo de 1.77 x 10~% s,
Los experimentos en el acelerador reflejan el hecho de que la intensidad del haz de piones que
emerge del blanco, y que viaja a 0.99 ¢, se reduce a la mitad una vez que recorren 37.2 m. Pero
sucede que si los piones viajan a 0.99 ¢ = 2.968 x 10® m/s cuando estos hayan decaido a la mitad
la distancia que habran recorrido es d = vt:

import sympy

from sympy import *

#from sympy.tensor.tensor import *

init_printing()

Empezamos definiendo un tensor métrico abstracto
m, s = symbols('m s')

2.99792458 *10%*(8)
(0.99%c*(m/s))*(1.77%10%*(-8) xs)

[oN)
I

5.253263241534m

(Y entonces por qué el experimento mide que viajaron 37.2 m? Bueno, no estamos considerando

los efectos relativistas que estdn contenidas en las transformaciones de Lorentz:
to—t1=(t'2—th)y = At=Aty,

donde At’ es el tiempo propio, el tiempo medido por un reloj respecto a la particula en movimiento,

es decir, el sistema de referencia donde el pion se encuentra en reposo.

Calculemos, primeramente el factor +y:
Y = 1/sqrt(1-(0.99) **2)
Y

7.08881205008335

Por lo tanto, la vida media de los piones medida desde el laboratorio es:
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[5]:

[5]:
[6]:

[6]:
2.
[7]1:

[7]:
[8]:

[8]:

At = (1.77%10%*(-8)*s) *y
A t.evalf(3)

1.25-1077
Segun las personas que miden el experimento, y que estdn en el sistema en reposo, los piones viven
~ 1.255 x 10~ 7 s, y por lo tanto viajan una distancia: z = (0.99¢)At

N(0.99*c*(m/s)*A t,3)

37.2m

Procederemos ahora a resolver el sistema que nos condujo a las transformaciones impropias de
Lorentz.
Primero, escribamos una lista que contiene el sistema de ecuaciones:

L11, LO1, LOO = symbols('L11 LO1 LOO")

v, ¢ = symbols('v ¢' , positive=True)

assuming(c > v)

sis = [EqQ(L11#x2-c**2xL01**2,1), Eq(L11**2*v+c**2+xL01*L00,0), ,

EQ(cx*2*xLO0**2-v**2*L11%*2, c*%x2) ]

sis

[—L 02 =+ Lll = 1 LOOLOlC + Lllv = O L20C "N L11U 2]
Es importante defir v > 0,y v < ¢, para evitar soluciones complejas.
sols =list(solve(sis, (L0OO, LO1, L11)))

sols
oo Wes e e e /e
Vetv evetv Weto | Vet+v eyet+v eto ]
1 1 1
oew v \/ Ve "W Y
Vet c\/c+v "\ Ve+v o ee+v Vet

3. Existe una libreria llamada “pytearcat” creada para trabajar con operaciones tensoriales generales,

[9]:

[10] :

tanto en el campo de la Relatividad General (GR) como en otros que necesitan usar clculo tensorial.

Para mayor informacion se puede consultar https://github.com/pytearcat/pytearcat

import pytearcat as pt

# Se definen las coordenadas

t,x,y,2z = pt.coords('t,x,y,z")

# Se definen las funciones y constantes
= pt.con('c")

Ax = pt.fun('Ax','t,x,y,2")

Ay

Az

phi = pt.fun('phi','t,x,y,z')

pt.fun('Ay','t,x,y,z')

pt.fun('Az','t,x,y,z")


https://github.com/pytearcat/pytearcat
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g = pt.metric('ds2 = -dt**2 + (dx**2 + dy**2 + dz**2)')
Remember that the time coordinate must be the first coordinate.

Dimension = 4
Coordinates = t,x,y,z

Metric defined successfully:

ds? = —1-dt* +1-dz* +1-dy* + 1 - dz?
-1 0 0 0
0 1 00
0 0 10
0 0 01
Construyamos el tensor de Maxwell
[11]: Ex = pt.fun('Ex','t,x,y,z")
Ey = pt.fun('Ey','t,x,y,z")
Ez = pt.fun('Ez', 't,x,y,2")
Bx = pt.fun('Bx','t,x,y,z")
By = pt.fun('By', 't,x,y,z')
Bz = pt.fun('Bz','t,x,y,z')

[12]: F_simplified =,
- [[0,-Ex,-Ey,-Ez], [Ex,0,-Bz,Byl, [Ey,Bz,0,-Bx], [Ez,-By,Bx,0]]
F_simplified

[12]: [0, —Ex(t,z,y,2), —Ey(t,z,vy,2), —Ez(t,z,y,2)|, [Ex(t,z,y,2), 0, —Bz(t,x,y, 2), By (t,z,y, 2)]]
[[Ey (t,z,y,2), Bz (t,z,y,2), 0, —Bx(t,z,y, 2)], [Ez(t,z,y,2), — By (t,z,y,2), Bx(t,z,y, z), 0]]
[13]: F = pt.ten('F',2)
F.assign(F_simplified,'~,~"')
F.display('~,"")

Elements assigned correctly to the ", components

0 —Ex(t,z,y,2) —Ey(t,z,y,2) —Ez(t,z,y,2)
Ex(t,z,y,2) 0 —Bz(t,z,y,z) By(t,z,y,z2)
Ey (t,z,y,z) Bz(t,x,y,z) 0 —Bx (t,z,y, 2)
Ez(t,z,y,2) —By(t,z,y,2) Bx(t,z,y,2) 0

Podemos calcular F'*¥ ,, = 47 J#
[14]: DF = pt.ten('J',1)
DF_dat = pt.D(F('"mu, nu'),'_mu')
DF.assign(DF_dat, ' nu')
DF.display('~")
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Elements assigned correctly to the “nu components

0 o) 0
—aa—ZBy(t,x,y,z)+(§—sz(t,x,y,z) —aa—tEX(t,a;,y,z)
&Bx(t,ﬂ%y,Z)—%BZ(t,LE,Z/,Z) —EEY(t,.ﬁ,y,Z)
—%Bx(t,x,y,z)+6%By(t,x,y,z) - %EZ(t,CL‘,y,Z}

Podemos definir un tensor de un solo indice J
[156]: rho = pt.fun('rho','t,x,y,z')

Jx = pt.fun('Jx','t,x,y,2")

Jy
Jz

pt.fun('Jy','t,x,y,2z")

pt.fun('Jz','t,x,y,2z")

[16]: J = pt.ten('J',1)
J_dat = [rho,Jx,Jy,Jz]
J.assign(J_dat,'"")
J.display('~")

Elements assigned correctly to the ~ components
p(t7 x? y7 z)
JX (t7 x? y? Z)
Jy (t.@,y,2)
Jz (t,2,y, 2)

Las identidades de Bianchi

OvFuv + Oplyy + 00 Fyy = Flvy + Foy o+ Fypp =0

[17]: IB = pt.ten('IB',3)

IB_dat = pt.D(F('_a,_b'),'_c') + pt.D(F('_b,_c'),'_a') + pt.

~D(F('_c,_a'),'_b")
IB.assign(IB_dat,'_a,_b,_c')
IB.factor()
IB.display()

Elements assigned correctly to the _a,_b,_c components

All components are zero

La ¢ de Kronecker 55

[18]: KD = pt.kdelta()
KD.display ()

1 0 00
0100
0010
0 001
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[19]: KD("_0,_0")

[19]: 1
El simbolo de Levi-Civita
[20]: LC = pt.lcivita(convention=-1)
LC("_0,_1,_.2,_3")

[20] : -1
Con el simbolo de Levi-Civita haremos la siguiente operacién
eabchCd
[21]: val = pt.ten('val',2)
val_dat= LC('_a,_b,_mu,_nu')*F('“mu, nu')
val.assign(val_dat,'_a,_b')
val.factor()

val.display('_,_")

Elements assigned correctly to the _a,_b components

0 2Bx (t,z,y,2z) 2By(t,z,y,z) 2Bz(t,x,y,z2)
—2Bx(t,z,y, 2) 0 2Ez (t,z,y,2)  —2Ey (t,x,y,2)
—2By (t,x,y,2) —2Ez(t,z,y,2) 0 2Ex (t,x,y, 2)
—2Bz(t,x,y,z) 2Ey(t,z,y,z) —2Ex(t, z,y,2) 0

3.4.3 Ejercicios

1. En el espacio euclidiano 3D, y en coordenadas cartesianas, no distinguimos entre vectores y
1—formas debido a que sus componentes transforman de la misma manera. Demuestre que:
(a). a® = Aé-/aj N by = A;'.,bi, son la misma transformacion si la matriz Aé-/ es igual a la
transpuesta de su inversa, es decir, si es ortogonal.
(b). Considere dos observadores O : z,y < ', 22y O : o',y > 2!, 2% y sus sistemas de
coordenadas asociados.
[.. Considere la siguiente transformacion de coordenadas de Galileo:
f V2, y_ V2. V2,
- y z° = 730 + Tx ,
con v! una constante que representa la velocidad relativa entre O — O’, y t al tiempo

a:l/—v t+ —

(pardmetro de esta transformacién).
A continuacién suponga una particula que describe un movimiento respecto a O si-

2 — qa!, donde « es una constante. Encuentre

guiendo una trayectoria recta, esto es x
7z etz / !
c6mo lo describirfa el observador O’ respecto a sus coordenadas @, z%).

II. Considere ahora la generalizacién de la transformacién de coordenadas anterior:

1 \/il \/52 \f \[2

ol =t =2 290 y ¥ =t 4 2=

con v! y v? las componentes de una velocidad relativa entre O — O’ , y t al tiempo.
Muestre que la norma de cualquier vector queda invariante respecto a una transformacién

de coordenadas como la anterior y encuentre la matriz de transformacion.
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2. Un acelerador produce particulas que tienen una vida promedio de 5us. Estas logran alcanzar una
velocidad de 0.6¢.

(a). Un observador que se encuentra en reposo en el laboratorio ;qué tiempo de vida media le
atribuird a las particulas?

(b). (Qué distancia promedio viajan las particulas en el acelerador?

(c). Si suponemos que existe un observador en reposo con respecto a la particula ;Qué distancia
se desplazara éste observador antes de que la particula se desintegre?

3. Un elemento de drea cuadrada se encuentra en reposo para un observador O. Encuentre el area
medida por un observador en movimiento O’ si éste lleva una velocidad de 0.85¢ a lo largo de la
diagonal del cuadrado.

4. Consideremos un vehiculo se mueve con una velocidad V' con respecto a un observador fijo en
tierra O, y un pasajero dentro del vehiculo que se mueve con una velocidad v" con respecto al
vehiculo. Sabemos de los cursos bdsicos que la velocidad del pasajero respecto al observador fijo
en tierra es simplemente la suma: v = v’ 4+ V. Nos podemos preguntar sobre la forma en que
se suman las velocidades en la teoria especial de la relatividad, es decir, ;Cémo se suman las
velocidades si consideramos las transformaciones de Lorentz? Demuestre que se suman como:

V4V
14 CKQ '

5. Dado un espacio minkowskiano y un observador O que describe los eventos en el espacio-tiempo

respecto a un sistema de coordenadas {z®}, donde @ = 0,1,2, y n = diag[—1, 1,1] el tensor

métrico. Considere entonces la siguiente transformacion de coordenadas:

¥ =@’ - Bzt), 2V =q@@'—B2") y 2¥ =2, cony= #
V1-—p52
Donde 3 = v/c es la velocidad relativa entre Oy O'.

(a). Otra vez, suponga que una particula describe una linea recta respecto a O: 22 = az?!, con
o igual a una constante. Encuentre cémo lo describirfa el otro observador O’ respecto a sus
coordenadas (2%, 2", z2).

(b). Encuentre la expresion para la transformacién de coordenadas, %mT(:; = Agf, (transformacién
de Lorentz) entre estos sistemas relativistas y muestre como la norma: z%x, = %P Nags, de
cualquier vector se conserva.

6. Considere el tensor de Maxwell definido como:

0 E* EBY E* -1 0 0 O
—E~ 0 —cB*  cBY 0 1 0 0
Fo= , otravezcon: 1), =
—EBY  cB* 0 —cB* 0 010
—F* —cBY cB* 0 0 0 01

donde E = (E*, EY, E*) y B = (B*, BY, B?) son los campos eléctricos y magnéticos, respecti-

vamente, medidos por un observador O en coordenadas cartesianas.

(a). Si un observador mide un campo eléctrico E = E*1 y ningin campo magnético ;Cudles
campos, F},,, medird otro observador que viaja con una velocidad respecto al primero de
B =u?

(b). Muestre que las ecuaciones de Maxwell: V x B — %E =4nJ,y V - E = 47p se pueden
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expresar como:

0
@F‘“’ = F" ,=4xJ*, donde J* = (cp, J', J%,J3) vy I =(J' J? J3),
(c). Considere la identidad de Bianchi de la forma:
0F,, 0F,, OF

I + Dk + 8:;”“ = Oy Fuw + Ouby + 05y = Fuy y + Foy o+ Fyp o =0,

y demuestre que las otras dos ecuaciones V-B =0y V X E — %B = 0, también estdn
contenidas en las expresiones F'*”,,, = 4w J!
(d). Demuestre que c>B? — E? es un escalar de Lorentz.
7. El dual de un tensor B de rango 2, cuadridimensional, puede ser definido de manera que sus
componentes vienen dadas por:
BY = %eijlekl.
Muestre que Bg transforma como:
(a). Un tensor de rango 2 bajo rotaciones.
(b). Un pseudotensor bajo inversiones.
(c). Construya F#“, el dual del tensor de Maxwell F'*<.
8. En un espacio vectorial minkowskiano, IM* construimos dos bases ortonormales que llamaremos
tétrada.
Primero consideraremos una base de vectores “cartesianos” {|e;) , |e;) , |ey) , |e.) } y construimos

una tétrada de vectores {v = v% |e,) , k = k¥|en) ;1 = v |e,) , s = v* |eq) } con componentes

1 0 0 0
1
,UC! — 0 , ka — 3 la — O y Sa — 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0,1 .2

En estas coordenadas cartesianas (¢, r,%,2) = (2°, 2!, 22, 23), suponemos ahora un sistema de
unidades simplificas con la velocidad de la luz ¢ = 1, y podemos representar el elemento de linea
como

ds? = nagdxadxﬁ = —dt? + da? + dy?® + d22.

Las componentes del tensor métrico puede ser escritas en términos de la tétrada como
Nag = —VaVs + kakg + lalg + 5053 .

En general, las componentes de los vectores de la tétrada “cartesiana” unitaria satisfacen las

condiciones de ortonormalidad:
=00 = kok® = 1o1% = 548% = 1; v,kY = 0l = v48Y = kol® = kas® = [48% = 0.
Igualmente podemos construir una tétrada dual
{v* = To (8%] K = ko (8], T = I, (8%],5* = a <éay}
para las coordenadas esféricas, (t,r,0,¢) = (2°,#',%% 2%), a partir de una base
{<et‘ ,{e"], <ee| , <e¢ }, con componentes 0, = (—1,0,0,0), ko = (0,1,0,0), l, = (0,0,7,0)y

54 = (0,0,0,7senf), de tal forma que en estas coordenadas representamos el elemento de linea

como

ds? = negdar®da’ = d3? = fl,da*di® = —dt? + dr® + r?df? + r? sen®0 d¢? .
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Obviamente
lap = —Vabp + kaks + lalg + 3435
y esta tétrada también cumple con las relaciones de ortogonalidad antes mencionadas.
Las componentes de cualquier vector puede ser escritas en término de combinaciones lineales del
la tétrada de la forma
a® = ayv® + apgk® + al® + ass® = ay 0" + apk® + @;5% + a55° .
Con todo lo anterior, considere una vez mas el tensor de Maxwell en coordenadas cartesianas

definido como:

0 E* EY E* 10 of
po—| 2 0 =B B , |l o100
pe= 1 _py g 0 _B° , yotravezcon: 1), = o Ay )
—E BT B0 00 01

donde E = (E*,EY, E*) y B = (B*, BY, B?) son los campos eléctricos y magnéticos respecti-

vamente, medidos en coordenadas cartesianas por un observador O.

(a). A partir de las condiciones de ortogonalidad para la tétrada {i’/, l~<, i, 5} en coordenadas
esféricas, (t,7,0,¢) = (3°, ', 22, #3) encontrar sus componentes contravariantes.

(b). Suponga las siguientes componentes cartesiana para un cuadrivector a® = (5,3,2,1) y

0

encuentre las componentes (a°, @', a2,@*), en coordenadas esféricas.

(c). Compruebe que, en coordenadas cartesianas, se cumplen las siguientes proyecciones
Fluavfv® = F okl E® = F oM = Fos"s* = 0;

Fuat'k® = E®;  Fautl® = EY;  Fo'k® = E*.

Ademds complete las proyecciones faltantes.
(d). Encuentre la expresion del tensor mixto de Maxwell, Fo’f , en coordenadas esféricas.
(e). Compruebe que, en coordenadas esféricas, se cumplen proyecciones del Fra equivalentes a

las cartesianas, pero en este caso con las componentes contravariantes.

3.5 Funcionalesilineales y distribuciones

En esta seccion discutiremos el concepto de distribucién utilizando el lenguaje de formas lineales
que hemos expuesto en la seccién 3.1 y luego haremos una extensién de las bases discretas a bases
continuas. Las distribuciones son objetos que generalizan la nocién convencional de funciones en el
andlisis matemadtico y permiten diferenciar funciones cuyas derivadas no existen en el sentido tradicional
del célculo diferencial.

Las distribuciones también son importantes en Fisica e Ingenieria, donde muchos problemas con-
ducen a ecuaciones diferenciales cuyas soluciones (con condiciones iniciales o de frontera) son distribu-
ciones. Considere, por ejemplo el concepto de impulso

to+71 . T
AF=Fiper—Fry= [ Pyt === [ Fur,
t 0

0
donde una fuerza ﬁ(t) actda sobre un cuerpo durante un intervalo muy corto de tiempo y cambia su
cantidad de movimiento py, — pi,+-. La cantidad fisicamente importante es el valor de la integral y

puede asociarse al impulso que se le provee al cuerpo para sacarlo del reposo. Otra de las aplicaciones
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naturales e intuitiva corresponde a la descripcién de la densidad de carga para cargas puntuales, tanto
individuales como en arreglos, de una, dos y tres dimensiones.

El caso mds emblemdtico de las distribuciones lo constituye la funcién delta de Dirac, una “funcién”
que es cero en todo punto menos en uno que es infinita. Si bien ese tipo de funciones toma el nombre
de Dirac, fueron propuestas a finales del siglos XIX por Fourier y Cauchy. La funcién delta de Dirac
ejemplifica la relacion dindmica entre la Fisica y las Matematicas. Nacida de una necesidad fisica, pasé
de ser una herramienta heurfstica informal a un objeto matemadtico rigurosamente definido gracias a los
esfuerzos de Dirac, Schwartz, Sébolev y otros matemadticos 20.

A continuacién las presentamos siguiendo el esquema de Sébolev haciendo uso del concepto de

funcional lineal que discutimos en la seccién 3.1.

3.5.1 Funciones de prueba

Como hemos dicho las distribuciones de Schwartz, funciones generalizadas o, simplemente dis-
tribuciones, son objetos que generalizan la nocién clasica de funciones en el andlisis matematico. Se
utilizan ampliamente en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales, donde puede ser mas facil
establecer la existencia de soluciones distribucionales que de soluciones cldsicas. Comenzaremos con
definir funciones de prueba y el soporte para estas funciones.

Consideremos la siguiente funcion

0 si |z)>1,
b(z) = n B
exp <_W) st |z| < 1.
Diremos que una funcién (o campo escalar), ¢(x) = ¢ (z1, 22,3, - , &), es de prueba con soporte

|z] < 1 enR"™ cuando: sea infinitamente derivable en un subconjunto cerrado K de R™ e idénticamente
nula fuera éste. Mas atin, hay funciones cuyo soporte puede ser un solo punto en el dominio. Ademds,
nos podemos convencer ficilmente que estas funciones 1) = c'¢1 + c2¢o, forman un espacio vectorial

sobre R"™ lo representaremos como V'y a K se le denomina el soporte de ¢.

3.5.2 Distribuciones y deltaside Dirac

Utilizaremos el concepto de funcional que discutimos en la seccién 3.1 para definir una distribucion

de la forma

Fliflec « Flol=10)= [ xotd.

donde ¢(x) es una funcion de prueba.

Siguiendo este esquema podemos definir la distribucion ¢(q) definida en R, como

Fso 1] = (50 16) = /R 510y (a)de = / 5(a — $(0), Vo(xo) € R.

El soporte de d(q) es el punto z = 0 de R. Esto significa que dinicamente en ese punto la funcién
es distinta de cero. En Fisica este tipo de objetos se conoce como deltas de Dirac y los encontramos
frecuentemente, cuando consideramos una masa (o una carga) puntual su funcién densidad de masa (o
de carga) asociada: es infinita en un punto y cero en el resto del espacio.

La delta de Dirac “generaliza” la delta de Kronecker d;; que definimos en la seccién 1.4.1 como

20Para detalles pueden consultar https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function
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una cantidad que toma valores discretos: §;; = 1si¢ = jy 6;; = 0sii # j. La delta de Dirac,
d(z — x9) = d(x,mp), es la extension de este objeto matemdtico cuando los indices toman valores
continuos. En la préxima seccién 3.6.1, haremos uso de esta propiedad para construir bases continuas de
un espacio vectorial.

Esto nos permite definir la “funcién” delta de Dirac como el limite de una sucesién de la forma

Sy =06(x) o0 si -0,
d(z) = lim 4, = lim Dene? o
n—o00 n—00 T

d(z)=0 si x#0.
En el limite (n — oo) tendremos una “funcién” que se anula en todos los puntos z # 0 e infinitamente

derivable. Nétese que, siguiendo la costumbre en Fisica, aqui estamos escribiendo 6y = 6(z) 2.

Para convencernos de la existencia de este tipo de
funciones en Mateméticas podemos considerar una
sucesion de funciones gaussianas:

tal que:
/ dp(z)dz=1, n>0.

A medida que el pardmetro n aumenta su valor,
la curva gaussiana 4, (z) serd cada vez més altay T " — - — 1
mds angosta, y si n — oo la curva serd entonces ;_ﬁjl_nzs_n:mf
infinitamente mads alta e infinitamente m4s angosta,

pero siempre conservando que el drea bajo la curva
serd igual a la unidad. Cada una de las funciones
dn(z) es infinitamente derivable.

Figura 3.5: [lustramos las formas que toma la fun-
cién 0, () para tres valores diferentes de n.

3.5.3 Distribuciones y sucesiones

La forma que le dimos a la sucesién J; es muy particular. En general uno podria definir las
distribuciones como el limite de una familia, { f;()}, de funciones localmente integrables en R"™ de la

forma
i) = M f; = lim Fp, [16)] = lim (£ ]6) = lim | [(x)0(x)d"x

J—Jo J—jo Jrn

Asfi, una expresion equivalente a la que ensayamos anteriormente

paraj — 0,

e
se conoce con el nombre de kernel de Gauss. Mientras que la familia
() sl <n
{f:(0)) = f(9) = *m \THrEreesd o1 < para 7 — 1,
0 si|0] >

2 Algunas reflexiones sobre la importancia de la delta de Dirac en Mecédnica Cudntica y en Matemaéticas la puden encontrar en
Bueno, O. (2005). “Dirac and the dispensability of mathematics”. Studies in History and Philosophy of Science Part B: Studies
in History and Philosophy of Modern Physics, 36(3), 465-490.
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se le conoce como el kernel de Poisson. Finalmente la familia { f(x)}

k 1 _imax :
__1.5-€ st|z| <
fi(x) = D = , para k — oo,

0 si|z] >7
constituird el kernel de Dirichlet:
De igual forma podremos construir la distribucién d,,) con soporte en el punto x de R, definida

por

P 1) = (5 16) = [ Syt = [ 6o = 0)ota)de = 6(a0). Vo(ao) € R.

Igual que en caso anterior, en este caso podemos imaginar una sucesién de funciones gaussianas donde

zg es el punto donde alcanza su valor mdximo. Entonces

3.5.4 Algunas propiedades de las distribuciones

Como construimos las distribuciones como funcionales y demostramos en la seccién 3.1.1, las

distribuciones formardn un espacio vectorial dual. De esta forma

Firllo)l+ Follo)) = Frgllo)) & Frllo) #F 1O =Frllo +£)] -

En el primer caso mostramos que la suma de distribuciones es una distribucién y en el segundo caso que
las suma de dos funciones de prueba es también una funcién de prueba

Si consideramos una distribucion F¢ [¢(«)] y su derivada F [¢(z)], entonces se cumple que

La demostracidn es clara cuando utilizamos en la integracién por partes el hecho de que las funciones

de prueba tienen soporte acotado. De esta manera

[ r@etaie sp@ilo)|” - [ r@d@ie - Fp o) = -5 [0@)
R OO

es decir,

PO SES@] e [ de e ) ==,

y en general

/OO dz f(2)0" (z — z0) = (=1)" f")(wo) .

—o
El caso mas representativo de esta propiedad es cuando nos planteamos calcular la derivada para la
funcion escalén, ©(x) de Heaviside en R. Una funcién localmente integrable, tal que ©(x) = 0 cuando

2 < 0y ©O(x) =1 cuando z > 0, entonces
d doe
Folzy [0(x)] = —Fo) [¢ / O(x dx d = /0 i; z) dz = ¢(0) < 46(2) _ §(x),

en el sentido de las distribuciones, porque ¢(z) es una funcién de prueba con soporte compacto:

lim, 00 ¢(x) = 0.
Hay algunas propiedades escalamiento para las distribuciones que se pueden derivar de manera

inmediata, y las mostraremos para el caso particular la Delta de Dirac en R. Asi tendremos

(6(z/a) |p(x /m/a dx—|a|/5 (aw)dy = o] (6() |$(x) .
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que se puede escribir como §(z/a) = |a|d(z /) en el sentido distribucional.

Claramente, una de las relaciones mas ttiles es
+00
| @5 (@~ a0)de = £ (@0).
—00

esdecir: lad(z—x() obliga ala funcién de prueba a evaluarse en el punto x = . Nos podemos convencer
rapidamente de esta importante relacién, si utilizamos cualquier de las sucesiones d,, las cuales, en el
limite con n — oo, representan una distribucién. Recordemos que cada una de las sucesiones son
funciones continuas y continuamente diferenciables. Entonces es ficil convencernos que para cada n-se
cumple

400 ZTote
3 f(x)on (x — xp) do =~ / f(z)on (x — zo) dx

0—¢€

o€
~ f (a:o)/ O (x — x0) dz

0—e¢
+o00
~ 7 G0) [ 8ala = o) = £ @)
—oo
La aproximacion de la segunda linea se entiende porque f(x) es casi constante en intervalo infinitesimal
(o — €,x0 + €). La tercera aproximacion es un resultado del valor despreciable de ¢,, fuera de ese
intervalo, y la igualdad se logra porque J,, es una funcién de densidad lineal. Al tomar el limite de
n — oo tendremos que d,, se convierte en la funcion delta de Dirac. Es inmediato convencerse también
que estas relaciones se cumplen:

400 ihoo
/ cosyd(y—m)dy=-1, y / senzd(z)dz =0.

—00 —0o0

Ahora bien, si el argumento de la funcién delta de Dirac cambia de escala tendremos:

6(0&):5(5), a > 0.

Para demostrarlo podemos hacer el siguiente cambio de variable: y = az, con lo cual

[ setesian = [P (B =L [ (2 stas = - [ s "

—0 —00
por lo tanto: 6 (ax) = @. La condicién o > 0 se debe tener en cuenta porque la funcion delta de Dirac
es par, es decir, 6(ax) = J(—ax). De manera que resulta més apropiado escribir:
o(z)
daz) = —=.
o]

Si una distribucién tiene como argumento una funcién tendremos que:

(o) =S 5 gl =0 A (@) £0.

Podemos ver que para la funcién g(z), en los intervalos donde se hace cero, se tiene:
g(z) = g(a) + (z —a)d' (o), —e<a<e.
Otra vez, cambiamos de variable y sumamos para todos esos intervalos:
- ate : o 5 (2 — a)
/ F@)d(g(x)de =3 / f(2)8 ((x — 0)g' (@) da = / £ D
—00 o a—e — 00 o g (Oé)|

donde hemos utilizado el resultado del ejemplo anterior. Por lo tanto:

S(ole)) = 3T congila) £0.
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Ejemplo 3.18 Evaluemos la siguiente integral

[e’s) 2
/ dxsenxé(:c?—ﬂ> )
0 4

2_

Siguiendo el desarrollo anterior tendremos g(z) = x 1

con dos raices o = £7. Por lo tanto en el

segmento positivo tiene una raiz y la integral nos queda

/Oodxsen:cd x2—7r—2 :sen(g) :l
0 4 0 T

En el sentido distribucional podemos afirmar que en general se cumple que

5(22 — a2) = zyla\ 6(z — a) + 6(z + a)] .

Por otro lado, es inmediato constatar que [~ dz f(z) d(z* + a?) = 0, para cualquier funcién f(z)

dado que g(x) = 2% + a? no tiene raiz real.

<
Ejemplo 3.19 Podemos representar una cadena de cargas (positivas y negativas) equiespaciadas como
+oo
pla)= Y (~1)"ad(z - na),
n=-—oo
donde a representa la distancia entre las cargas, y nuestra cadena estd constituida por una carga positiva
seguida de una negativa.
<

3.5.5 Distribuciones en varias dimensiones

Como hemos construido la nocién de distribucién a partir del concepto de funcionales lineales,
podemos también utilizar el producto tensorial definido en la seccién 3.2.2 para extender las distribuciones

a varias dimensiones. Asi, en coordenadas cartesianas

Fowy) IONOF s, 10D F5. ) [19)] = /RS 6(x—20)6(y—y0)0(2—20)9(2,y, z) dz dy dz = ¢(z0, Yo, 20),

Del mismo modo, la generalizacién de las distribuciones a varias dimensiones es intuitiva a partir de
laidea de sucesiones. En este caso podemos imaginar una sucesion de funciones gaussianas bidimensiona-
les donde en el punto (g, yo) la funcién alcanza su valor maximo. Aligual que en el caso unidimensional
la distribucién se alcanza en el limite de la sucesion, 0(x — 2o,y — yo) = limy 00 0n(x — 20, ¥ — Y0),
es decir

Cnlr—10)?  —n(y—yo)2 , )2 ()2
On( — sy — yo) = Ce @720 "= W=00)" s §(z — g0,y —yo) = lim Ce ™@—0) e=nly=v0)"
n—oo

donde C' corresponde a la normalizacion que dependerd de las coordenadas en las cuales se exprese la
funcién delta de Dirac. Para este caso de una delta bidimensional en coordenadas cartesianas C' = 1.

En nuestra definicién general inicial

Y ' . _ 1 ‘ o . n
6(x —x0) = lim §;(x —xp) = lim Fi [[¢)] = lim (f; |[¢) = lim fi(x)p(x)d"x,
j—jo J—jo J—jo J—jo Jrn

ahora se concreta en la integracion en una regién ) descrita en coordenadas cartesianas y polares

respectivamente
1
[ [ aaste=ro)= [ w—au)ity— ) dedy= [ = 56— p)ito ) pdpdg—1.
Q N—— p N——
dA ~~~ dA

C
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En general, en el sentido distribucional tendremos
1

St~ x0) = 380~ )3(a — )
donde las q; y g2 son las coordenadas generalizadas, mientras que los h; y hs son los factores de escala.
Tal y como discutiremos en detalle en la seccion 5.1, el diferencial de drea en coordenadas generalizadas
viene representado por dA = hidq; hadgs.
Ejemplo 3.20 Una distribucién superficial de carga eléctrica puede escribirse de manera sencilla utili-

zando la delta de Dirac a través de la siguiente integral de area:

g= /Q p(r)dA,

de manera que para una carga puntual localizada en r = rg se tiene que:

qzq/5(r—ro)dA= /Qp(r)dA = p(r) = ¢é(r—ro) = g6(x—20)d(y—yo) = ; (p—p0)d(0—9) .

=1

Ejemplo 3.21 Podemos generalizar el ejemplo 3.19 para el caso bidimensional, de tal manera que la
densidad superficial de carga, para un arreglo rectangular de cargas positivas y negativas alternadas por

filas y columnas las podemos representar como

a:y—qz Z D §(x = ia)d(y —bj).

{=—00 j=—00
Claramente las celda primitiva es un rectangulos de darea a X b, espaciadas por una distancia a en z y b

en y. Si ahora la misma cadena lineal del ejemplo 3.19 describe una funcién y = g(x) tendremos

o0

ooz, y) = > ard(m=2)5(y — glax)).
k=—00

Supongamos una cadena de cinco cargas positivas equiespaciadas, dispuestas una semicircunferencia de

radio R, con y > 0, la densidad lineal de carga serd
oq(z,y) = ¢ {5(:5 —R)d(y)+9 (x — @R) ) (y - ?R) +0(z)o(y — R)+
+5(2+2R) 5 (y— ER) + 8z + R)() } |

y equivalentemente en.coordenadas polares como

aq(p,¢):95(”—};@{5(¢)+5(¢+D+5(¢+g)+5<¢+3j> +5(¢—7r)}.

La generalizacion al caso tridimensional es inmediata y siguiendo el sentido distribucional podemos

escribir
111

o(r—r ———30(q—q1)0(q — q2)0(q —
(r—ro) = 755000 = 1)d(a — 22)0(q — gs),
con lo cual lo podremos escribir en coordenadas, cartesianas, cilindricas y esféricas como

3{r=r0) = d{e—a0)3(y=0)3(z—=0) = ~-8(p=p0)3(6—G0)d(z=51) = T -b(p=p0)3(0—G0)5(0—00).

rgsen Oy
respectivamente.

Ejemplo 3.22 Consideremos la misma cadena de cargas (positivas y negativas), equiespaciadas y las

supondremos dispuesta a lo largo del eje z. El potencial electrostdtico para una distribucién discreta y
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para una distribucién continua de cargas se escriben

1 p(r') 3/
Vi Vi d’r
B(r) = 47750 Z lr — rZ| e Velr) = dmeg /R Ir — 1’|

respectivamente.

En coordenadas cartesianas

Ve(@,9,2) = 47760/// \/ac—:c$ - z)dzfy+diz—z’)2’

incorporando la densidad de carga en término de las deltas, obtendremos

Ve(e,y,2) = 47350 /// N (Zy_k;;di?j_d;z’

y finalmente el potencial

VE(x7y7 Z)

_ 4 Z (=D*
dreo /22 +y? + (2 — ka)?

Practicando con SymPy ‘

La funcion delta de Dirac

En SymPy dispones de algunas funciones propias como las funciones “DiracDelta()” y la funcién

“Heaviside()”
import sympy
from sympy import *

init_printing()

x, y = symbols('x y"')
DiracDelta(x), DiracDelta(l), DiracDelta(-1), DiracDelta(0)

(0(x), 0,0, 6(0))
diff(DiracDelta(x - 1), x, 2)

6@ (z—1)

DiracDelta((x**2 - 1)*y).expand(diracdelta=True, wrt=x)

§(z~1)  §(w+1)

_|_
2yl 2yl
Dada la funcion:

f=sin(x)*DiracDelta(x**2 - pi**2/4)

Calculemos la siguiente integral

0 2
/ dz sen xd <£L’2 — 7T>
0 4
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[6]:  integrate(f, (x,0,00))

1
[6]: —

s

La funcién de Heaviside

0 forz<O
O(x) = % forz =0
1 forxz>0

[7]: Heaviside(pi), Heaviside(-pi), Heaviside(0)

1
[7]: -

[8]: (Heaviside(x) + 1).replace(Heaviside(x), Heaviside(x, 1))

[8]: 0(x,1)+1

[9]: | g=Heaviside(x)
g

[9]: 0 ()

[10]: integrate(g, (x,0,00))

[10]: 00

3.5.6 Ejercicios

1. Demuestre algunas de las propiedades de las distribuciones a partir de las siguientes sucesiones

(a). Si
0 z< —% o
n(z)=12 n —% <z< ﬁ = f(0) = nh_}nolo f(@)op(x)dz,
0 z< %
(b). Si:
5o (z) = %2 dd(x) _ o)

2. Compruebe las siguientes relaciones
(a). Para argumentos simples de la funcién ¢ (x — xy) demuestre
fo cosyd(y+m)dy =0, y fj;o cos §0(y —m)dy = 0;
1. f_l syt =1, y [TZaf(z)d(zr)de =0;
0L 2T mts(t—e)dt =0, y [>2Intd(t—e)dt=1.
(b). Para argumentos funcionales §(g(z)) demuestre
L [TZsen|t|d (2 —n?/4)dt =2/m, vy [TZcoszd(a®—7%)da=—1;
L [lnzé (22 —1)dz=0, vy fj; cosyd (y? + n?) dy = 0;
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IL [T7(t+1)%6(sennt)dt = 35/m, v [T2°f(t)6 (et — 1) dt = £(0);
V. [°Inzd (102° + 3z —1)de=-023, y [T2f(t)d(et)dt=0.
3. Evalue las siguientes integrales

(a). [y~ e"sen ()6 (22 —1)dz y f,22 e’sen () 6 (2 —1)dz .
(b). [5° e"sen ( )6 (2®+1)de y [T sen (%) §(zt+1)dz .
©). [y sen"t(1/x)0 (a* —1)dx y [ cos(mx)d (622 —x — 1) dz
(d). [% sen ()6 (2 +z)dz y  [70 esen (ZE) 0 (e¥senZE) da
(). [y e"sen Tto’ (22 =1)dz y ffz esen Tt (22 — 1) dw

(0. [o7e"sen ZE (2® +1)dz y [T sen (%) & (2t +1)de

9. Jolesen Ty (23 +1)da y [T sen (%) & (2t + 1) da .
(h). [T e"senZEY (2® +1)da y [0 sen (WSL) § (z*+1)da .

(M. [°s _1(1/$)5’ (z*=1)dz y [ cos(mz)d (622 —z—1)dz .
4. Grafique o describa las siguientes distribuciones de carga

(@). pg(@,y,2) = 6(x)0(y){20(2) — 36(z +3)} .

(b). pg(z,y,z) =56(x +1)d(y — 1){6(z —1) —d(z + 1)} .

©). pg(p,p,2) = =28(p = 3)d(p — m)d(2) .

(@) palpp2) =28 (9 = F) 8(2) { TAZL (<16 (p — 0.5K)}

(€). pq(r,0,0) =26 (¢ — F) d(r —2) { pr (—1)FF16 (0 - %k)} )
5. Dado un arreglo de cargas bidimensional rectangular descrito por

o(2,y) —qz Z 1§z — ia)d(y — bj),

i=—00 j=—00
el cual se encuentra dispuesto en el plano z = 0.
(a). Escriba la expresion para la densidad de carga espacial p,(z,y, 2);
(b). Calcule el potencial electrostatico en los puntos (0,0,a) y (0, a, 2a);
(c). Calcule también el campo eléctrico para un punto genérico (g, Yo, 20)-
6. Considere N cargas de igual signo y magnitud ¢; dispuestas, a igual distancia, en un circulo de
radio R sobre el plano = — y. Suponga que la carga ¢; estd la posicién (R, 0,0).
(a). Escriba la expresion para la densidad de carga espacial p, en coordenadas cilindricas ;
(b). Calcule el potencial electrostatico en los puntos (0,0, R), (0, R,2R) y (3R, 0,0);
(c). Calcule también el campo eléctrico para un punto genérico (po, o, 20);
(d). Si‘el arreglo es de seis cargas, N = 6 y calcule el potencial electrostdtico en el punto
(3R,0,0).

3.6, Bases continuas y de ondas planas

En esta seccion aprovechamos una generalizacion del concepto de base para el espacio de funciones
continuas para presentar, de forma operativa, la transformada de Fourier y explorar algunas de sus
consecuencias. En particular construiremos la base de ondas planas que nos permitird transitar entre
la representacién de una funcién entre el espacio de tiempos y su transformada al espacio frecuencia.
Finalmente, desarrollaremos el concepto de las representaciones de coordenadas |r) y de momentos |p),

usuales en las descripciones de funciones de onda en Mecdnica Cudntica.
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3.6.1 Bases continuas

Tal y como vimos anteriormente, la representacién de un vector |a) en un espacio vecto-
rial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita
Bpr = {|é1),é2),é3), - -|én)} o discreta e infinita Bp; = {|é1),|é2),|é3) -+ -|én) -+ - }) de la for-
ma:

¢ |&;) = (&'|a) &) <= Bpr ={le1), [&2), [&3) - 1en)}
la) =
c' &) = (&'| a) [&) < Bpr={[e1), [e2),[e3) - [en) -},
donde, en ambos casos:
¢ = (&'|a) = (&']&;) = 47

Recapitulemos ahora algunos puntos que hemos tratado con anterioridad, con el fin de aclarar
conceptos, para el caso de bases discretas de funciones {|e;(x))}. Hemos considerado varios de estos
casos, como lo son polinomios de Legendre —que consideramos en el ejemplo 3. cuando ortogonalizamos
la base de monomios {1, 23, t”}— y las series de Fourier que discutimos en el ejemplo 2.18.

Es claro que la relacién de ortogonalidad viene dada, como hemos mencionado en 2.2.3.1, a partir

de la definicién del producto interno:

b
(e"(z)]em(z)) = / ey (@)em(r)dz= Ondy, ,
a
y que implica una norma definida como:
lles@)I” = {en(e)lenta) /anM—

En esta notacién la base serd ortonormal si ©,, = 1.

Entonces, cualquier funcién cuadrado integrable,

b
[ @Pde 2 .
puede ser expresada como una combinacion lineal de la base {|e;(x))} de la forma
|f(2)) = C'lei()) .
Donde las cantidades C%, son las componentes de | f(x)) y se obtienen como siempre
b
(€' (@)|f(2)) = OV (' (2)lej(x)) = €76} = C* = / f(@)ej (x)de,

Podemos cambiari — n 'y x — x’, sin que nada se altere, y obtenemos
b
C"= [ f(2')el(2')da'.

Por lo tanto:
b

b
WMZWMMM¢WW==Z{fWMWW%MM=Z/ﬂﬁ%ﬂMW%

a

n n

b
= /f(x’)ZeZ(a:')en(m)dml.

Ahora, identificando la distribucién delta de Dirac tendremos

:/abf(a:’)é(x—x/)dx’:/ Ze ]dx = oz — 1) Ze

Esta dltima relacién viene a ser una generahzacmn de larelacién de cierre de las bases dlscretas e infinitas
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{l€1), |é2),]€3) - - - |én) - - - }, mencionada en la seccién 2.3.4. Se conoce como condicion de completitud
para la base {|e;(x))}. Ademds, también resulta ser una representacion en serie para la delta de Dirac.
De todo esto surgen algunas propiedades fundamentales:

o Se dice que el conjunto {|e;(z))} es completo si para | f(z)) = C'le;(x)), entonces se tiene que:

b
/"|f@»de=:§j\c”F.

o Si|f(2)) = C'lei(@)) y g(x)) = E'lei(x)). entonces (f(z)]g(x)) = C1E™.

Es posible pasar de estos espacios vectoriales discretos, donde las bases son un conjunto numerable
de elementos {e, ()}, a espacios vectoriales de funciones con las bases donde el indice n, se convierten
en una variable continua.

Recordemos que en la seccion 2.3.4 habldbamos de un conjunto de funciones

{le1), le2), |es), -+ ,|en) - - - } definidas por:
leo) =1, |ean—1) =cos(nz) y |es,) =sen(nx), conn=1,23 -,

que denominamos la base discreta de Fourier. Base que también podemos escribir de la forma compleja,

como:
|en(z)) = \/;T_Jeinfm = \/;Te“”, conn=-00...00y —L<z<L.
Cuando n aumenta indefinidamente, también lo hard la cantidad £ = "7, convirtiéndose entonces en
una variable continua: Ak = % — 0.
Notemos que los indices de la delta de Kronecker 0y, = 0y, pueden tomar los valores: n =
%, n' = LTI“/, y en el proceso de L — oo, tendremos

Lk LK\ (L, .\ _ = ,
6nn,—>5<ﬂ—>_6<;(/~e—k)>_L5(k:—k).

s
De esta manera, la base ortonormal quedard escrita en funcién de las variables continuas k£ y z, de

la forma )
&(k, x)) = et

V2r

El hecho de que sean ortonormales se refleja en la siguiente condicion (que es una extension de la

expresion para el producto interno de bases discretas)
b
(e(k,x)|e(kyx)) = / e(k,z)*e(k,x)de =6k — k), con a<k<pB,a<z<b.
a

Al ser el conjunto de funciones {|é(k, z))} una base, toda funcién del mismo espacio vectorial se

puede expandir en esa base como:

B8
£ = [ Otk )k,

donde la funcion é(k, x) se presenta como el nicleo de una transformacion lineal, que consideraremos
en detalle en la seccién 4.1 del préximo capitulo.
Como en el caso de las bases discretas, los coeficientes C(k) vienen a ser las componentes de | f(z))

y para calcularlos se procede en forma anédloga a como lo hemos hecho con anterioridad

<wwwm>=Lkmwmwx
_ /j (k) [/abé(k’,x)*é(k,x) dm] dk = /j Ck)5(k — K)dk = C(K)
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Volvamos a cambiar la notacién para los indices: ¥’ — k, x — 2/ en la ultima ecuacién, de tal

forma que
b
Ck) = [ eka’) (')

por lo tanto,

\ﬂ@>:£ﬂﬂ@ﬁh@mkzlzx L/gkx kxmﬁdx—/ﬁf Vo(z — o)da

y B
/ &k, 2') ek, 2)dk = 8(z — ')

serd la relacion de cierre para el conjunto no numerable de funciones ortonormales.

Una integral como la que nos permiti6 definir C(k), e

/f yda' = |f(x /F )é(k, z)dk

es lo que se denomina una transformada de f(x) y la presentaremos en la seccion 4.1 en el contexto de
las transformaciones lineales.

En el espacio vectorial de funciones de cuadrado integrable £2, definidas en R?, tendremos que
o0

oo
IF) = ¢ o) = (] F) o) = 3 ( / ErE () f(r’)> i),
i=0 W T
y cambiando un poco la notacién se reescribe en términos de funciones como
e 00
10 = ([T argu) 1) s,
i=0 -

Es claro que se pueden intercambiar los simbolos de [ y ", por lo cual tendremos

1) = /OO & f( [Z@ ] ,

G(r',r)
la funcién G(r’, r), que depende de los argumentos r’ y r, “vive” dentro de las integrales y representa el

nucleo de una transformacién lineal,
£ = [ @ g o).
de forma que, puede representar a las distribu_c?i)nes que de la forma
f(r) = /OO & f(r') 5(r' —r).
—o0

En resumen, la generalizacién de bases discretas a continuas se hace transformando el indice de la

sumatoria en la variable de una integral, vale decir:

V) = /da cla) lwa) = c(B) = (wP|¥) = /da cla) (wP|wy) = /da cla) d(a—p).

Asi, para los conceptos expresados hasta ahora se tiene la siguiente tabla resumen:
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Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (u'|u;) = &% (WP |wy) = 6(a — B)
Cierre 1=32, Juj) (u | 1 :fda |we ) (w®]
Expansion |F) =320 ¢ |ug) = [da c(a) |wa)
Componentes & = (u'|F) c(B) = (w®| W)
Producto Interno | (G|F) = >"2, ¢™* fi | (GIF) = [da g*( )f(a)
Noma | (FIF) =0 2 | (FIF) = [daf(a

3.6.2 Bases de ondas planas y la transformada de Fourier

En esta seccion consideraremos un tipo muy particular de base continua: la base de ondas planas. En
las teorias de oscilaciones es de gran importancia considerar el problema de la transformada de Fourier
y vimos que una funcién f(z) puede representarse de la forma:

B
2)) = / Clk)elk, z)dk .

Si la funcién f(z) estd definida en (—o0, c0) y si tomamos al conjunto de vectores base a las funciones
continuas ortonormales {&(k, z)} como {e*** /v/21}, entonces la integral anterior la podemos escribir
de la forma,

|f(z)) = k)er® df . (3.15)

1 [e.e]
— F
V 2 /—oo

Si ahora utilizamos la relacién de ortogonalidad: (e(k,z)le(k,z)) = [e(k,z)e(k,z)* dz =
d(k — k), resulta que

/ =K% Q= 276 (k — k'),

donde
—Al - 2)e T dy
Fb) s —= [ e ar.

A las variables x y k se les denominan variables conjugadas de Fourier (no conjugadas como en
variable compleja) y a F(k) la transformada de Fourier de f(x) (y viceversa).

Notemos que si sustituimos F(k) en la otra integral, ecuacién (3.15), entonces tendremos

//f )@= gk dz’ = |f(x /f )6(x — ') da’ .

Por otra parte, podemos ver que la integral para F(k) se puede hacer en dos partes:

|F(k)) = m/_oo f@)e **dz = / f(x)e ke dx+/ f(x)e e dz .

Si sustituimos  — —x, en la primera integral de la ecuacidn anterior resulta:

) = o= [ rcae ar+ o= [ e .

Podemos considerar entonces dos casos:

o Sila funcién es par, f(z) = f(—x):

|F(k:)>:V%[/Ooof(x)e"kxdx—k/ooof(x Z’”d} \f/ F(@) cos(kz) dz
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entonces, al hacer F (k) = F(—k) se tiene:

\[ / ) cos(kx) dk .

Estas dos funciones se conocen como las transformadas coseno de Fourier.

o Si la funcién es impar flx)=—f(—=
, 9 [o®
[F( [/ f(=z)e*® dz — / f(—x)e ke dx] = Z\/>/ f(z)sen(kx) dx .
27r T Jo
Ahora al hacer F(k) = —F(—k) se tiene:

\/> / k)sen(kx) dk ,

donde F (k) = iF (k) y tendremos las transformadas seno de Fourier.

La generalizacion a R" es directa, si f = f(r), entonces:

/ / z(kr dk,

transformada:

1 o0 o0
n/ / F(r)e i) qp

condr = dx; dxg dxs ... dx,, representa el elemento de volumen en R™.

|f(r)) =
donde dk = dkq dko dks...dk,. Paral

il
I>‘ 1

o

F(k)) =

S~
)

3.6.2.1 Ondas planas

Como un ejemplo de lo anterior, consideraremos la base de las ondas planas. Si a k£ la llamaremos

sy alavariable z el tiempo ¢, vale decir:

1 *° ; 1 oo ,
FS—/ dt e f(t) = t—/ dse ™ F(s).
()= —=[ aeifly = fo-—=/" (5
A la funcién F(s) se le denomina la distribucion espectral de f(t) y a |F(s)|? la densidad espectral de

la onda en el intervalo [s, s + As]. Por su parte la energia total es

B / §)[2ds = /_Z £t

Es més comin en Fisica expresar las transformadas en términos de la posicién x y el momento p de

la forma

x/h) = o(p) = 1 Oo —i(pz/h)
() m/ dp /) () 3(v) 2Wh/_mdxe P/ ().

Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizacién adecuados para el caso de las descripciones
en Mecanica Cudntica.
Estas relaciones pueden ser reinterpretadas en funcion de los conceptos anteriormente expuestos y

podemos definir una base continua, v,(x), de la forma:

1 1 _ _ 1 )
T) = dp | —— px/h) = = dz <e_z(px/h)> x),
0@ = o [ (i) = b= o [ an (o y(a)
vp () v (x)
por lo cual:
v = [ dpu@ i) = G = [ e i,
Diremos que la funcién () estd expresada en la base de ondas planas v,(z) = \/ﬁei(m’/ h,
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Entonces
o Elindice p de vy (z) varia de forma continua entre —oo a co.
o Que vy(x) = \/ﬁei(m/ ) ¢ [2, es decir, no pertenece al espacio vectorial de funciones de
cuadrado integrable ya que su norma diverge:
(vplup) = /_Oodx lvp(z)|* = /_Ooda: 5.7 -
o Que las proyecciones de () sobre la base de ondas planas son ¥(p) = (vp[t).
o Larelacion de cierre para esta base se expresa como:

oo o0 1 . ,
1:/da lva)(ve| =2 / dp vy (2') vp(x) = / dp %ez[p(w —o/h =g (' =),

mientras que de la definicién de producto interno se obtiene:
oo o0
|
(Ut |vp) = /Ooda: vy () vp(7) = /Ood:l; %ez[ﬁ(p P/ — 5 (p = p).
En este mismo orden de ideas, podemos construir otra base continua &, (r) a partir de las propiedades
de la delta de Dirac. Esto es:
o0 o0
v = [ Erov)dm-x) = )= [ ) b ),
—oo N— —0o0
&rg (r)
por lo cual la reinterpretacion es inmediata:
o0 (o0}
0) = [ vl (), con vl =lefv) = [ dPr g, vt
—0 —00
mds aun, la ortogonalidad queda garantizada por la relacion de cierre,

(€rol&ro) = / dro & (r) &, (r') = /_ d*rod(r—ro) 6 (r' — o) =5 (r — 1) ,

al igual que
(Eroléer) = / d’r &5 (r) & (x) = / d*r 6 (v — 1) & (r —rp) = (rh — o) -

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.23 Encontremos la transformada de Fourier de la siguiente funcion:

La funcién f (¢) representa un tren de ondas finito

conn ciclosenelintervalo dado, como se aprecia ~ ———— . 5 - - il
en la figura 3.6. t
Por el hecho de ser f(t) una funcién impar, po-

.
sen(wp t) —ae St < 2 A ﬂ

nmw nmw _
0 t<—w70/\t>w70 0.5

ft) =

demos utilizar la transformada seno de Fourier: -4s
F) = — /ng@ (wt) dt U U U U U
w = — sen(w
V21 Jo Al

nw

2 Figura 3.6: Ilustracién de la senal f(t) conn =6y

w0
= — sen(wot)sen(wt) dt .
[ sentntentunyar. T

Resolviendo la integral obtenemos la distribucién espectral:

IF(w)) = 2 [wp sen (T w) cos (n) — w cos (T w) sen (n)] _ 1 [sen [T (wo —w)]  sen [1 (wo + w)]
\/ﬂ(aﬂ _ (.U()2) \/% 2(w0 — w) 2(("-)0 + w) 5
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donde 7 = 2T,
wo

Se puede demostrar que los limites:

Jim_|Fw)) = lim_ |Fw)) =0.

Se puede apreciar también que el primer término, de la
expresion entre corchetes, es el de mayor relevancia debido
a que en el denominador aparece la diferencia: wy — w.

En la Figura 3.7 se muestra la funcién de distribucién y en
ella podemos notar que a medida que n crece la funcién
|F(w)) es una delta de Dirac en w = wp = 7.

Por otro lado, es ficil ver que los ceros ocurren cuando:

_ Figura 3.7: Ilustracién de la transfor-

wo — w 1 2 3

o iﬁ? i? iﬁ e mada de fourier F(w) de f(t) también
0 con:n =6y wy=m.

<
Ejemplo 3.24 Podemos ver como es la transformada de Fourier de la derivada de una funcién. Si
|f(z)) = L /Oo F(k)e* dk = i|f(x)> R e (k) dk
\/% —00 dz™ \/ﬁ o
<

3.6.2.2 Las representaciones |r) y |p)

A partir de las bases de ondas planas vy, (x), y de distribuciones, &, (r), construimos las llamadas
representaciones de coordenadas |r) y de momentos |p) de la forma siguiente.

Primero asociamos

eo(r) = o) A wp(2) = po)-

De esta forma, dada las bases {&(r)} y {vp,(x)} para el espacio vectorial V definiremos dos
“representaciones”: la de coordenadas, |r), y la de momentos |pg) de V, respectivamente. De tal modo

que,

(rolrh) = / Br €, (1) & (1) = 6 () —10) = 1= / dro [ro) (ol

—0o0

o * o 1 —i(ro-
(Polph) =/ d®r gy (r) v, (1) =/ dPr e 0P/ = 5 (py —po) =1 Z/d?’po [po) (pol -
—00 —00

Podemos entonces expresar el producto interno para la representacién de coordenadas como

(@lw) = @l ([ @rolraptrol )10y = [ @¥ro 67y,

1
y equivalentemente para la representacién de momentos

(@[w) = (@] ( [ @m |po><po\) W) = [ @ 6" (po)(po).

1
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por lo cual hemos encontrado que

w) = / Pro |ro) (rol ) = / & po [po) (pol¥)

Y(ro) =(rol¥) y  ¥(po) = (po|¥),
que es la representacion de |¥) en coordenadas, ¥ (r9), y en momentos, 1)(pg).
Adicionalmente cuando |¥) = |p) tendremos que,

1 i
(rolpo) = (rol (/ d’ry %)(7“6!) Ipo) = T /d3r6 5 (x) — o) enPoro) —
i

(2mh
con lo cual ¥ (po) puede considerarse la transformada de Fourier de ¢)(r), y denotaremos de ahora en

1 £ (po-ro)
(27h)3/2 ‘ ’

adelante las bases |rg) = |r) y |po) = |p)-

Estos fndices continuos, ro y po, representan tres indices continuos r = (x,y, 2) y p = (Px, Py, P2)-
La proyeccién de un vector abstracto |¥) en la representacion |r) serd considerada como su expresion
en el espacio de coordenadas, igualmente su proyeccién (p|¥) serd su expresion en el espacio de los
momentos. Eso nos permitird hacer corresponder los elementos de espacios vectoriales abstractos con
elementos de un espacio vectorial de funciones. Por lo tanto, todas las férmulas de proyeccién quedan

(W) =9¢(r) vy (V) =4(p),

mientras que las relaciones de cierre y ortonormalizacion son:

<r|r'):6(r’—r) y 1:/d3r ) (r|,

(plp) =d(p'—p) 'y 1= /d3p [p)(pl -
Por su parte, la relacién de cierre hard corresponder a la expresion del producto interno de dos

vectores, tanto en la representacion de las coordenadas como en la representaciéon de momentos, en una

de la forma:
@l ([erine) = farawoe A @l ([ [¢ee i),

donde ¢*(p) y ¥(p) son las transformadas de Fourier de ¢*(r) y 1(r), respectivamente. La afirmacién

anterior queda evidentemente demostrada del cambio entre las bases |) y |p). Esto es:
1

- .ilpp)
(27rh)3/2 er(Pr

(rlp) = (plr)* =

por lo cual:
HEy= (r]8) = (r] ( [ |p><pr) )

e inversamente:

w(w) = 1) = ol ([ @ 1) 1)

& (rlp) (o) = (%;3/ [ et ® i),

/
/ By (plr) () = — / By e 1P y(r)

(2mh)>/?

‘ Practicando con SymPy ‘

Estudiaremos en este médulo como calcular transformadas integrales de Fourier.

Si f(x) es una funcién definida en (—o0, 00) la transformada de Fourier exponencial es:

F(k) = \/12?/_00 f(z) e *dzr & f(x)= \/12?/_00 Fk) e dk
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Veamos algunos ejemplos:
[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

1. Consideremos la siguiente funcién:
.2
f=ze", conz e (—00,00).

[2]:

k = symbols('x k', positive=True)

X,
f = xxexp(-x*%2)
f

2

[2]: ze *

Podemos intentar resolver la integral que define la transformada de Fourier de manera “manual’’
gral q

F(k) = \/127 /oo f(z) e~*2dy

[3]: F1=(1/(sqrt(2+#pi))*integrate (exp(-I*k*x)*f, (x,-00,00))) . .factor()
F1

o directa:

[3]: ﬂike‘%

4
O utilizar la funcién de SymPy “fourier_transform”
[4]: Fls = fourier_transform(f, x, k,simplify=True)
Fis

[4] : L

La transformada inversa
[6]: inverse_fourier_transform(Fils, k, x)

2

[5]: xe
2. Consideremos ahora la siguiente funcién par:

26—l
)

g(x) = xe” conzx € (—00,00).

[6]: g= x**2*exp(-abs(x))
g

[6]: ale *

[7]: 1/(sqrt(2*pi))*integrate (exp(-I*k*x)*g, (x,-00,00))

[77: V2 1l x2e TehT g

2y/m
SymPy no pudo hallar la integral

[8]: fourier_transform(g, x, k)

[8]: Fa [$267m] (k)
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[9]:

[9]:

[10]:

[10]:

[11]:

[12]:

[12]:

[13]:

[13]:
[14]:

[14]:

[15]:

[15]:

[16]:

[17]:

[177:
[18]:

[18]:

Y tampoco funciona “fourier_transform”

Pero notemos que se puede encontrar la transformada coseno de Fourier:

H=cosine_transform(g, x, k,simplify=True )

H.factor()

2v2- (3k* — 1)
VAR

Salvo constantes, la transformada inversa de esta funcién es g(z)

inverse_fourier_transform(H, k, x)

5
423 gle

. Consideremos la siguiente funcién impar:

f= ze 1l

f=x*exp(-abs(x))
1/(sqrt(2#pi))*integrate (exp (-I*k*x)*f, (x,-00,00))
00 .
V2 f re etk gy
—00

2/

fourier_transform(f, x, k)

Fu [:Ee_x] (k)
G=sine_transform(f, x, k,simplify=True )

G.factor()

2v/2k
V(K2 4 1)

inverse_fourier_transform(G, k, x)

. 3 _
2/ 2im 2 pe 2T

De nuevo, la transformada inversa de esta funcion es la funcién original.

Resolvamos ahora el ejemplo 3.23 donde la funcién era:
f(t) = sin(wot) .
®0,t,n,0 = symbols('w0 t n ', real=True)
f = sin(wO0*t)

sine_transform(f, t, k,simplify=True )

SIN [sin (two)] (k)
T = n*pi/w0
T

™

wo

252
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[19]:

[20] :

[21]:

[21]:

[22]:

[23]:

Podemos intentar hacer la integral:

\/z /0 "sin(tw) £ (1) dt

res=sqrt(2/pi)*(integrate(sin(t*w)*f, (t,0,7)))
# res

La salida en pantalla que se obtiene es dificil de leer, pero podemos tener una mayor caridad si
escribimos lo siguiente
partes=piecewise_fold(res)

print (partes)

Piecewise((0, (Eq(w, 0) & Eq(w0, 0)) | (Eq(w, 0) & Eq(w, ©0) & Eq(w0, 0)) |
(Eq(w, 0) & Eq(w0, 0) & Eq(e, -00)) | (Eq(w, 0) & Eq(w, ©0) & Eq(w0, 0) &,
~Eq(w,

-©0))), (sqrt(2)*(-pi*n*sin(pi*n)**2/(2*w0) -/pi*n*cos(pix*n)**2/(2*w0) +
sin(pi*n)*cos(pi*n)/(2*w0))/sqrt(pi), Eqe, -»0) | (Eq(e, 0) & Eq(e, -©0))
=

(Eq(w, 00) & Eq(e, -00)) | (Eq(w0, 0) & Eq(w, -00)) | (Eq(w, 0) & Eq(w,.
—~00) &

Eq(e, -©0)) | (Eq(w, ©0) & Eq(e0, 0) & Eq(w, -©0))),

(sqrt (2)* (pi*n*sin(pi*n)**2/(2*w0) + pi*nk*cos(pi*n)**2/(2*w0) -
sin(pi*n)*cos(pi*n)/(2*w0))/sqrt(pi), Eq(w, ©0) | (Eq(w, 0) & Eq(w, ®0)) |
(Eq(w, ©0) & Eq(w0, 0))), (sqrt(2)*(w*sin(pi*n)*cos(pi*n*w/w0)/(-0**2 +_
—00**2) -

w0xsin(pi*n*w/w0)*cos(pi*n)/(-0**2 + w0*x2))/sqrt(pi), True))

Escogemos la funcién que nos interesa

F=(sqrt(2)*(-o*sin(pi*n)*cos(pi*n*w/w0) /(0**2 - @0**2) + wO*sin(pi*n*w/

—00)*cos (pi*n) / (0**2 - ©0**2))/sqrt(pi))

F
w sin (7n) cos <m) wo sin (M) cos (mn)
A wo wo
V2 ( w2—w? + w2 —w?
NG

Los pardmetros son:

n=6

w0=pi

F=(sqrt (2)*(-o*sin(pi*n)*cos(pi*n*w/w0)/(0**2 - w0**2) + wO*sin(pi*n*we/
—00) *cos(pi*n)/(@**2 - @0**2))/sqrt(pi))
F
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[23] : V2+/7 sin (6w)

w2 — 72

Ahora podemos hacer la gréfica

[24]: plot(F, (w,0,3%pi))
251
20
15 |

1.0+

flw)

0.5 4

JANT AN A
pVA T

3.6.3 Ejercicios

1. Dadas las siguientes funciones ortonormales:

1 1

a) |é(k,x)) = {ﬁsen(kx),ﬁcos(kx)}, con: 0<k<oo,—00<z<00.
1

b) |é(k,z)) = {\/‘Q?em}, coni —oo<k<oo,—00<x<00.

(a). Escriba las condiciones de ortogonalidad y cierre.
(b). Demuestre:
I [ sen(kx)sen(k'z)dx = wé(k — K').
1L [2 cos(ka)cos(K'z)dx = wo(k — k).
[ sen(kax) cos(K'z)dx = 0.

2. Encuentre las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:

e, x>0, h(1 —alz]), |z|<

Q=

0, z<0. 0 |z| >

Q=

3. Dada F'(k) como la transformada de Fourier, en tres dimensiones, de f(r) y F;(k) la transformada

de Fourier, tridimensional, de V f(r). Demuestre que:

Fa(k) = —ik(k) .
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