Capitulo

Operadores lineales

La ruta de este capitulo

En el capitulo anterior definimos los funcionales lineales como un morfismo de un espacio vectorial
lineal V a un espacio unidimensional K. Esta misma idea se puede extender a morfismos de un espacio
vectorial V; a un espacio vectorial V3, sobre el mismo campo K. Desarrollaremos estos conceptos a través
de los operadores lineales en la seccién 4.1, y en la seccion 4.2 sefialaremos algunos de los operadores
lineales de mayor relevancia. En la seccién 4.3 estableceremos una correspondencia uno-a-uno entre
operadores lineales y matrices y la dependencia de ésta correspondencia con las bases del espacio
vectorial. Luego, en la seccidn 4.4, veremos algunos de los métodos mds comunes para la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales y haremos ejemplos en SymPy para resolver esos sistemas. Para
finalizar, las secciones 4.5 y 4.6 estardn dedicadas al importante tema de la representacion espectral
de un operador: el problema de autovalores y autovectores. Los cédigos de SymPy se encuentran en

https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas/tree/main/Capitulo04.

4.1 Operadores lineales

El primer paso es definir lo que en matematicas se denomina una aplicacion lineal, operador lineal
o transformacién lineal. Esto no es mds que una aplicacién que preservard la suma de vectores y la

multiplicacién por escalares.

Definicion 4.1 (Operador Lineal)

Un operador lineal es una aplicaciéon T : V; — V, entre espacios vectoriales sobre un cuerpo

K (R o C) que asigna a cada vector |v) € V; un vector [v') = T|v) € V3 y que satisface las
siguientes propiedades de linealidad:
1. Aditividad:
W) =Tlv) / Tlafv)+Bv2)]=aTw)+BT) ¥V  |v1)ylv2) € V1. (4.1)
2. Homogeneidad:
T(alv)) =aTlv), VY|v)eV), Vaek (4.2)

Con los siguientes ejemplos ilustraremos esas dos propiedades: aditividad y homogeneidad.
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Ejemplo 4.1
1. Las siguientes transformaciones claramente son lineales
|2’y = T|z) — (:L",y’,z’) =T{(z,y,2)} ,
(@). T[(z,y,2)] = (x, 2y, 32), la linealidad impone
Tl (z1,y1, 21) + B (22,92, 22)] = T [(w1, 91, 21)] + BT [(22, 42, 22)] ,
entonces:
T [(ax1 + Bz, ayr + Byz, az + B22)] = a (21, 2y1,321) + B (22, 22, 322) ,
por lo tanto
(a1 + Br, 2oy + By2] , 3levzr + Bza]) = (wy + Baa, 2 [ays + Byal, 3 [azr + B29]) -
(b). T{(x,y,2)} = (2,y, ), otra vez, la linealidad se escribe como
Tl (w1, 91, 21) + B (22,92, 22)] = oT [(w1, 91, 21)] + BT [(#2, Y2, 22)]
igual que en el caso anterior:
T {(az1 + Bxa, ayr + By2, az1 + Bza)} = a(21, y1s21) + B (22, Y2, 2)
con lo cual
(az1 + Bz2, ayr + Bya, axy + Pra) = (azy+ Bz, ayr + Py2, axy + fxa) .

2. Operaciones tan sencillas como la multiplicacién por un niimero es una transformacion (u operador)
lineal, esto es, una transformacién T : V — ¥V tal que
Tlv) = [v) = Ajv) = T[a|v) + Blw)] = aTfv) + BT|w) = a|v) + BA|w) .
Si A = 1 tenemos el operador identidad que transforma todo vector en si mismo; si A = 0
tendremos la transformacion cero, vale decir que lleva a todo |v) € V al elemento cero |0).
3. La definicién de producto interno también puede ser vista como una transformacion (operador)

lineal T: V= R
Tjv) = X = (ulv) = X.

Otra vez: T [a|v) + Blw)] = (u| [a]v) + Blw)] = a(ulv) + S{u|w), por lo tanto es lineal. Esto
implica que también la proyeccién de un determinado |[v) € V sobre un subespacio S es un operador

lineal, y lo denotaremos como:
[Is)(sl] [v) = (s|v)[s) = |0) conls)y[o) €S.
Esta idea se extiende facilmente para un proyector P, : V* — §™ con n > m, de tal modo que
para un vector |v) € V"
P |v) = (Jui) ('] [0) = @ 0)m|w) = ' |u;) = |) coni=1,2,...m,
y {|u’)} una base de $™. Tal y como lo presentaremos en la seccién 4.1.4 la definicién general
de un proyector serd P,,P,, = P2 = P,,. Observe la notacién para el operador proyeccién
P, = |u;){u’|,, y que ademds estamos utilizando la convencién de Einstein para la suma de
indices.
4. Las ecuaciones lineales también pueden verse como transformaciones lineales. Esto es, considere

una transformacién lineal T : V"— V,,,. Por lo tanto asociaremos

|y> = P]F|‘/B> = (y17y2’y37"' 7ym) =T [($1,CC2,{E3,"' 7l‘n)] ’
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a través de n X m numeros, a;, organizados de la siguiente forma:

yi:aéxj con{i‘:LQ’.“’m’
ji=1,2,--,n,
una vez mds,
T [a|v) + Blw)] =T [oz (v17v2,1)3,--- ,U”) + 8 (wl,w27w3,-~ ,w")] = aaé v —l—ﬁa§ w’ |
=T [(aw' + B, av? + fw?, av® + Bu?, - av™ + fuw™)] |
=al (av+ Bw) = adl v/ + Bal w! = a} (av? + Bud) .

5. La derivada es un operador lineal

d dy(z)
W) =Tlw) > l)=Dlp) - D)= e)= L2 =),
esclaroque D [af(z) + Bg(x)] = aD|[f(z)]+LD[g(x)] = af'(x)+ B4 (). Igualmente podemos
asociar un operador diferencial de cualquier orden a una derivada del mismo orden, esto es

LD _ o
6. Del mismo modo, cualquier ecuacién diferencial lineal es un ejemplo de operador lineal, digamos
y' =3y +2y= (ID)2—3]D)+2)y(x).
Siy(x) = af(z) + g(z) la linealidad es evidente:
(af +9)" =3 (af +9) +2 (af +g) =a(f"=3f +2f)+4" =34 +29,
N
(D? — 3D +2) (aof (2) + g(z)) = (D* = 3D + 2) aof (2) + (D> — 3D + 2) g(z).

7. La integral también es un operador lineal:

/ " pdt s TR
/ "0 (6 + Ba(t)]dl = a /

™) =D"y) — D" [y(z)]

T

aﬂﬂ&+6/wﬂ®&.

Considerando este tdltimo ejemplo, y como estudiaremos mds adelante, existen otros ejemplos

tipicos de operadores de transformaciones integrales, es decir, transformaciones del tipo:

b
F(s) = / K(s.1) f(B)dt S TF(t)] |

donde K (s,t) es una funcién conocida de s y ¢, denominada el kernel o niicleo de la transformacion.
Si a y b son finitos la transformacién se dira finita, de lo contrario infinita. Este tipo de funcién de dos
variables dentro de una integral la consideramos con detalle en las secciones 3.5 y 3.6.1 del capitulo
anterior.

Asi, si f(t) = afi(t) + f2(t), con fi(t) y fa(t) € Cioy)» €8 obvio que:

b b b
F(s) = / K (5,1) [afi(8) + Bfa(t)] = a / K (s,8) fi()dt + B / K (s,1) falt)dt,
F(s) = aF(s1)+BF(s2) S  Tlafi(t)+ Bf2(t)] = aT[fi(t)] + BT [f2(2)] .

Dependiendo de la seleccién del nicleo y los limites tendremos distintas transformaciones integrales,

en Fisica las mas comunes son:
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Nombre F(s) = T{f(t)} () = T {F(s)}

Laplace F(s) = /Ooe“f(t)dt ft) = 271m./AYJFZ'OOeStF(s)ds
0 Y

Fourierde "% F(s) = /0 Tosen(st) ovar f) = /0 T osen(st) pas

cosenos cos(st) cos(st)
Fourier compleja F(s) = /OO et f(t)dt flt) = /OO e 5t F(s)ds
Hankel F(s) = /ootJn(st)f(t)dt ft) = /OOan(ts)F(s)ds
0 0
00 ~y+ico
Mellin F(s) = /0 -1 F(t)dt Flty= L L P

En el capitulo anterior presentamos con algtin detalle las Transformadas de Fourier en la seccion

3.6.2 en el contexto de las bases continuas para un espacio de funciones.

4.1.1 Espacio vectorial de operadores lineales

Es posible definir un conjunto de operadores lineales {A, B, C - - - } : V;— V5 y constituir un espacio
vectorial lineal si se dispone entre ellos de la operaciéon suma y la multiplicacién por un nimero. Asi,
claramente, dado {A,B,C- - }, y definida

Alafv) + 6 |v2)] = a Alvr) + B Alva)
(A + B) [v) = XA|v) +Blv) /
Bla|vi) + B |va)] = aBlvr) + 8 Blug) ,
es directo comprobar que:
(AA +B)a [vr) + 6 |v2)] = Ao [v1) + 5 [v2)] + B o |o1) + B [v2)]
= AaAlvy) + B Alvg)) +a Blvr) + 8 Blva) ,
= A(aAlv) + aBlvy)) + B Alvg) + B Blvg)
= A (Afv1) + Blo1)) + 5 (Afvz) 4+ Blva)) -
Igualmente, se cumple que (A + B) + C = A+ (B + C), con A, By C linealesen V,
[((A+B)+C]|v) = (A+B)|v) + Clv) Voo|v)y e Vy,
= Alv) + B|v) + Clv),
= Alv) + (B+C)|v),
=[A+B+C)]|v).
Del mismo modo se puede comprobar ficilmente A + B = B + A.

Ahora bien, si definimos la transformacién cero de Vi — Vj tal que QJv) = |0) V |v) € V1, que

asigna el vector

0) € Vo V |v) € V1, entonces el operador lineal O serd el elemento neutro respecto a

la suma de operadores.
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Finalmente, el elemento simétrico queda definido por
(—A) o) = ~Alo) = (A—A)Jv) = Olo) = [0).

Con ello queda demostrado que los operadores lineales forman un espacio vectorial. De ahora en adelante
lo denominaremos L (Vy, Va).

4.1.2 Operadores Tensoriales

Tal y como vimos en la seccidn 3.2.3 los tensores forman un espacio vectorial. Ahora nos toca
construir los operadores de actiian en esos espacios tensoriales. Sean A 1y y B(9) dos operadores lineales

que actian en dos espacios vectoriales V1, y Va, respectivamente. Entonces

(Aq) ®@Bg)) v(1) w(2)) = (Agy @ Bey)) ([o(1)) @ [w(2)) = Agy|o(1)) @ By |w(2))..

De tal forma que si (A(l)); y (B(g))fn son matrices n X n'y m x m el operador tensorial serd una
matriz nm X nm. Esto es
anBg) a12B) - awBo)
a21B2) a2B@) - aBw)
Ay ® By = : o .
an1B(2) an2IB(2) ‘g annB(2)

Ejemplo 4.2 Lo ilustramos con un un ejemplo sencillo. Sean (A(l)); y (IB(Q));'. dos matrices definidas
en R? y R3, respectivamente.

. ) 1 00
i - k
(Aw); = ( IR ) y (B, =0 20
0 0 3
Entonces, el operador tensorial (A(l )L ® IBS(Q)) definido en RS se construye como
0 0 -1 0
o 2 0 0 -2 0
1 1 Loo 0 3 0 0 =3
A(l) & IB(2) = & 0 2 0 =
-2 0 -2 0 0 0 0 o
0 0 3
0 -4 0 0 0 O
0O 0 -6 0 0 O

4.1.33 Composicion de operadores lineales
El producto o composicién de dos operadores lineales, A y B se denotard AB y significard que
primero se aplica B y al resultado se aplica A. Esto es:
AB|v) = A (BJv)) = AJ3) = |#).
La composicién de operadores cumple con las siguientes propiedades:
(AB)C = A (BC); a(AB) = (0A)B = A (aB);
(A1 4+ A2)B = A1B + AsB; A(B; +By) = ABy + ABs.
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C =BA

AA B ¢ >|~)W\>
M

Vi V2 V3

Figura 4.1: Tlustracién de la composicién de operadores lineales BA|v) = B (A[¢)) = B|¢) = 1£).
Primero actua A|§) = |£) y luego B, B|S) — [€).

Es decir, que la composiciéon de operadores es asociativa y distributiva respecto a la suma y que conmuta
respecto a la multiplicacién por nimeros. Si I es el operador identidad: I|v) = |v) = Al =1A = A.

En general AB # BA y podemos construir el conmutador de estos operadores como:
[A,B] = AB — BA,
por lo tanto:

[AB — BAJ|0) = AB|v) — BA(v).

Algunas de las propiedades mads titiles de los conmutadores son:

[A,B] = —[B,A] “4.3)

A, (B+C) = [AB]+]AC] (4.4)
[A,BC] = [A,B]C+BIA,C] 4.5)
[A,[B,Cl}” = —[B,[C,A]] - [C,[AB]] . (4.6)

Un par de resultados inmediatos se derivan de la composicién de operadores:
1. Potencias de operadores. Uno de los ejemplos mads ttiles en la composicién de operadores lo
constituyen las potencias de los operadores, las cuales provienen de la aplicacién consecutiva de

un mismo operador,
AV =T1: Al =A; A% = AA; A% = A%A = AAA ..
es claro que las potencias de operadores cumplen las propiedades estdndares de las potencias de

nimeros
An—i—m — AnAm, (An)m —_ Anm )

Llamaremos operadores nilpotentes de grado m a los operadores A" # 0, del tipo

A™v)y = [0)V|v) € Vi y |0) € Va. Es decir, un operador que lleva cualquier vector |v) al
elemento neutro de V. El ejemplo mds notorio es el operador diferencial
dn n )
-1
Dn‘Pn > = ‘O> = @Pnfl(il?) = @ [aixz] == 0,

con |P"~!) perteneciente al espacio de polinomios de grado n — 1.
2. Operador ecuacion diferencial. Si consideramos el espacio de funciones f(x) € C[C;Ob} podemos
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construir un operador diferencial

d d2 d»
[ag + a1D + aoD? + -+ - + a,D"] | ) = <a0+a1+a2dx2+'--+an) f(z),

dx da™
con {ag, ay, az, - - - a,} coeficientes constantes. De este modo, por ejemplo:
d? d
D*-3D+2)y=(D-1)(D-2 — —3—+2 =y’ -3y +2y.
(D* = 3D+2)y = (D—1)( )y=><dx2 3+ >y(fr) y' =3y +2y

A continuacion en estos ejemplos ilustraremos un poco del dlgebra de operadores. En particular discuti-

remos el operador cantidad de movimiento angular en mecdnica cudntica.

Ejemplo 4.3 Dados los operadores lineales A, B y el operador identidad I, tales que:
AB=-BA, A =1 B2=1Iy [A B]=2iC.

o Mostraremos que: C? = I

[A,B] = AB-BA = 2iC = 2AB=2iC = ABAB=-C?> = —AABB=-C?> = 1=C?.
o Que: [B,C] = 2iA

[B,C] = —i (BAB — ABB) = 2iA = —i(BAB — A) =2iA = —i(=BBA — A) = 2{A.

o Y evaluemos: [[[A, B], [B,C]], [A,B]].

[[[A,B],[B,C]],[A,B]] = [[2iC,2iA],2iC] = 8[[AB;iA], AB] =8:[(ABA — AAB),ABJ ,

= 8i[—2B,AB] = 16: (BAB — ABB) = 32iA.

Ejemplo 4.4 Dados tres operadores vectoriales: A B y L, definidos como:
A=ADle) = AWjer) + APey) + ABles), B=BD|e;) y L=LO|e;),
donde |e;) son vectores base y se supone la suma sobre indices repetidos (i = 1,2, 3). Suponemos que

estos operadores conmutan entre si de la siguiente manera:
[A(i),IB%(j)} = [A(k),]L(l)] = [L(m),B(")} =0, paratodosi,j,k,l,m,n=1,2,3.

Es decir, todas las componentes de A conmutan con las de @, y ambas conmutan con L. Adicionalmente,
las componentes L) cumplen con el dlgebra 1)) = [L(), L)) Aqui, los superindices
indican las componentes de los operadores vectoriales, no potencias y su posicion “arriba” y “abajo” con
equivalentes. La notacién vectorial de indices y el tensor de Levi-Civita, €)()(m), fueron discutidos
anteriormente en la seccion 1.4.

Podemos demostrar la siguiente relacion:

[&-E,I@S-E} = (&x@) ‘L.

Donde A x B es el producto vectorial de los operadores vectoriales A y B. Esta relacion ilustra c6mo
el conmutador de los productos escalares de estos operadores con L puede expresarse en términos del
producto vectorial y el operador L.

Veamos:

[A-LE-L] = a¥L,BOL

5 —BYL

= AUBYLL) — AVBY L)L) = AYVBY ([Lg), L))

7 AL,

donde las dos ultimas equivalencias las hemos construido a partir de las propiedades de conmutacién de
los operadores A, BU) y LK),
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Finalmente, invocamos el dlgebra de los operadores LL(;) y L, y se obtiene

ADBO) ([, L)) = ADBD (250 ™) = £y aAPBOL® = (K < B) - L.

4.1.4 Proyectores

Lanotacién de Dirac se hace particularmente conveniente para representar proyectores. Hasta ahora,
hemos relacionado un funcional lineal, un bra (w| del espacio dual V*, con un vector ket |v) del espacio
vectorial directo V a través de su producto interno (w|v), el cual es, en general, un nimero complejo.
Ahora escribiremos esta relacién entre vectores y formas diferenciales de una manera diferente: la
relacién entre (w|y |v) un ket |¥) o un bra (®| arbitrarios puede ser:

|v) (w[¥) ,
o) (w] =
(@[v)(w].

La primera serd la multiplicacién del vector |v) por el nimero complejo (w|¥), mientras que la
segunda relacion serd la multiplicacién de la forma (w| por el complejo (®|v). Es imperioso sefialar
que el orden en la escritura de los vectores y formas es critico, sélo los nimeros complejos A se pueden

mover con impunidad a través de estas relaciones.
Ay = [3) = [o)A, Aw| = (] = (wA,
1 N
(w|Alv) = Mwl|v) = (w|v)A y A|Xv) = AXNv) = MAJv) .
En general, la definicién de un operador proyeccién a lo largo de un vector |v) serd wa = Pp,. Por

lo tanto, dado un vector |v), podemos construir un proyector PP,y a lo largo del vector |v),
By [o)u), con (ulo) = 1,

siempre y cuando este operador lineal cumpla:

Py [ [21) + B [22)] = aPyla1) + B Py le2),
)l e |z1) 8 [22)] =" |v){vla[z1) + [0)(v]B |22) = a [v)(v]21) + B [v)(v]22) ,
y ademads,
Phy = Py <= ([0)(]) (lo){v]) = [v){v],
Py PIOE) = (10)(wD) ()0 |2) = o)l ul2) = [o)ul2) = By ).

1
Asf, el operador P, actuando sobre el vector |W) representard la proyeccién de |¥) a lo largo de |v)

Py [¥) = [0)(v]¥) = (0| ¥)[v) .
Es inmediato construir un proyector de un vector sobre un subespacio S, C V™. Entonces sea:

{le1), le2),|e3), - ,|eq)} un conjunto ortonormal de vectores que expande S, por lo tanto, defini-

remos el proyector PP, al proyector sobre el subespacio S, de la forma: P, = |e;)(e’|,, es claro que
V |v) € V se tiene:

2

21,) — 210y = (le) (el ) (le)(ed] ) [0} = le:) leiles) (e |v) = le:) (el ) =
Polv) = PgPylv) = Pglv) = (lei){e'ly) (lej){e’lq) [v) = lei)(e'[e;) (e’ v) = lej){e’|v) = Pylv),
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es decir, Pg = P, y de esta misma relacion

’

(lei)(e'lq) (lej){e’ly) = les)(e'les) (€] = lei)(e’lq
concluimos que necesariamente, para construir un proyector la base tiene que ser ortonormal, (e'|e 5y = 5;
como lo mencionamos en el ejemplo de transformaciones generales de tensores en la pagina 195.

Mais aun, si la “proyeccién” la hacemos sobre todo el espacio, vale decir, convertimos ese sub-
espacio en el espacio total haciendo ¢ — n obtendremos el operador identidad I. Claramente, esta
afirmacién es vdlida tanto para bases ortogonales como oblicuas.

Consideremos, una vez mas una base ortonormal {|e1), |e2), |e3), - - , |e,) } que expanda el espacio
vectorial V, entonces

5
v) = v'lei) = lej){e’[v) = lej)(!] (v']es) = v'lej){e’[ei) = v'lei) = [v) = lej)(e?|=1.
Esta manera curiosa de escribir un operador identidad, |e;) (e’| =1, 1a utilizaremos muy frecuentemente

en las préximas secciones.

4.1.5 Funciones de operadores

Para construir funciones de operadores lineales, procedemos por analogia, basdndonos en el primero
de los ejemplos de la seccion 4.1.3. Vale decir que se puede construir un “polinomio” en potencias de
los operadores a partir de la idea:

Py(z) =ap+ a1z + -+ apz” = aiz’ S Po(A)|0) = [ag+ 1A + -+ + a, A" |v) = [a;A] ),
N |’U> e V.

Si nos saltamos todos los detalles de convergencia de la serie anterior —los cuales dependerédn de los

autovalores de A y de su radio de convergencia— y nos inspiramos en el desarrollo de una funcién F'(z)

como una serie de potencias de z en un cierto dominio, es posible expresar la funcién de un operador,

F(A), como una serie de potencias del operador A, esto es:
F(z) = S F(A)|v) = [aZAi] [v) .
Tal y como se hace en el caso de funciones, “desarrollamos por Taylor” la funcién como una serie de

potencias del operador:

Z’VL

E(z) =) fM0)= S F@A)) =) f™0)
n=0 n=0

ATL
oy v) 4.7

n!
de esta manera podemos expresar la exponencial de un operador A, como
oo
A" A? A"
Ay S — i
etlv) = Z;)n! jv) = [H+A+ TRRIRRR }m.
n—=

En este caso hay que hacer una acotacién, dado que, en general, [A,B] # 0 = e®eP # eBeh £ oAHE,
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Esta afirmacion se corrobora de manera inmediata al desarrollar las exponenciales:

00 ] 00 ] B
A" B™ A" B™
A B _ _
)=\ D_ |22 |10 = >y i
Ln=0 Ln=0m=0

[ o0 Bn_ > A™ i BnAm
BGA‘U>: Z%n' Z:i‘ |U>: ZZ n! ml |U>a

o

y s6lo en el caso en que [A,B] = 0 se tiene

0 n
A4B| \ _ (A+B)
€ |U> - Z n' |/U> ’
n=0
es decir, si [A,B] =0 = e®e® = ePe® = ¢**B, La demostracion no es inmediata y la haremos al final

de la préxima seccidn en la cual desarrollaremos el concepto de derivada de operadores.

4.1.6 Diferenciacion de operadores

Distinguiremos dos casos en la diferenciacion de operadores: uno cuando el operador depende de
de ( )

una variable y diferenciamos respecto esa variable,

s ma- 9 (B)
operador mismo: =gz

|v) y otro cuando diferenciamos respecto al

Empecemos por considerar operadores A(¢), es decir que pueden depender de una variable arbitraria
t. Podremos entonces definir la derivada como:
dA(t) , A+ A) — A(t)
——= = lim .
dt At—0 At
Como era de esperarse, con esta definicion se cumplirdn todas las propiedades de las derivadas de

funciones!.

Empecemos por considerar el caso més simple: A(t) = At, el operador depende linealmente de la

variable t. Si queremos conocer la expresion para dgt , para este caso elemental recordemos que

Aty _ (AL)" | (At)° (At)"

M v) = 7;0 0= T At S e i o) (4.8)
por lo tanto, tendremos:
de?t d | (At)" = d /(A" 2 nt" LA 2 g lAn]
= | S = (X ()| = [T = | A

Nétese que la suma es hasta infinito, por lo tanto, al cambiar de indice p = n — 1, p sigue variando hasta
infinitoy la serie es la misma que la anterior. Finalmente, obtendremos?:
deAt

—[v) = M AJv) = Acklp) = [eM,A] = 0.

En general también es fécil demostrar que [F(A),A] = 0 ya que a partir del desarrollo (4.7) se hace

(5 o)oes ().

IM4s adelante, en la seccién 4.3.6 consideraremos la expresion matricial de los operadores y serdn evidentes estas propiedades
que aqui presentamos sin mayores justificaciones.

evidente

2Es inmediato comprobarlo si consideramos la expansion 4.8.
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Ahora bien, cuando se presenta la siguiente situacién
d (eAteIBt) dett

o B oBt
gp v) = e ]v)—i—e

P ——|v) = AetteP!|v) 4 A BB v) = A AP ) + PeBIB|v)
hay que cuidar el orden en el cual se presentan lo operadores. En particular en la expresién anterior

hemos utilizado que siempre se cumple [eBt, IB] = (), pero no hemos supuesto (ni conocemos) nada de
[A, B]. Si, adicionalmente, [A, B] = 0 podremos factorizar e

d eAteIB%t
(dt)w = (A+B)ete™|v),

pero si [A, B] # 0, el orden de aparicién de los operadores es muy importante

AteBt y tendremos

Para construir la expresion de la derivada de una funcién de operador respecto a su argumento
probaremos la siguiente afirmacion:

dF (B
Si (4,14 = B85 =0 > [aF®) =48> @9)
Esta relacion es facilmente demostrable si suponemos [A, B] = I, el operador identidad. Obviamente
aqui se cumple que: [A,B] =1 = [A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0.
En ese caso es facil demostrar que: AB” — B"A = nB" 1

AB" —B"A = ABB---B—BB---BA
—_——— ——

n

n

= (I+BA)BB---B—BB---BA,
H,l_/ —
o
(I+BA)BB---B—BB---BA,
T N——
n— n

=2B" ! + B3I+ BA)BB: B—BB-- -BA =---=nB"!.

n

=IB"'+B

n—3 n

Para demostrar la relacion (4.9) “desarrollamos en serie de Taylor” la funcién F' (B) en el conmutador

(A F (B Aan

me AIB%an) .

n—1
—[A,B Z FoOh = = 4.5 dg? .

Para el caso mas general: si

F(B
[A,C] =[B,C]=0con C=[AB] = [A,F(IB%)] [A,B] ——— d ( )
se procede del mismo modo.

Probamos primero que: si

[A,C] =[B,C] =0, conC=[AB] = [AB"]=AB"

~B"A =n[A,B]B" !,
tendremos:
AB" —B"A' = ABB---B—BB---BA = (C+BA)BB---B—BB---BA,
n n n—1 n
=CB" ' +B(C+BA)BB---B—BB---BA,

n—2 n
— 2CB" ! + B*(C + BA)BB---B —BB---BA =

=...=nCB" ! =nl[A,B|B" !,
n—3 n
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con lo cual es inmediato demostrar que:

00 n 00 n 0 n n—1
4P @)= a3 05 | =3 e o n gy 0™
n=0 ' n=0 ’ n=0 '
o0 n—1
= B3SOy = 1B T

4.1.7 La formula de Glauber

Ahora estamos en capacidad de demostrar limpiamente la férmula de Glauber:
1
cAeB — A+B 3[AB]

Para demostrarla, procedemos a considerar un operador F(¢) = eAtePt por lo tanto:

dF(¢) o) = defte®t
dt S dt
- (A n eAt]BBe_At> F(t)|v).

[v) = AetleB!|v) 4 At BeP|v) = (A + eht IB%e_At> eBleBt|y) |

Ahora bien, dado que: [A, [A, B]] = [B, [A,B]] =0 = [A, F (B)] = [A,B] £E)

entonces: [e! B] = ¢ [A,B] et = eMB = Be +t [A, B] el

es decir: %@\v) = (A+erBe ) F(t)|v) = (A+B +¢[A,B)F(?)|v),

2
por tanteo uno puede darse cuenta que: F(t) = e{(‘MB)tJr 2 [A’B]} ,

cumple con la ecuacién anterior, por lo tanto absorbiendo ¢ en los operadores correspondientes
llegamos a la férmula de Glauber: e®eP = eh+Bea[AB]

La férmula de Glauber tiene su origen en los trabajos pioneros de Roy J. Glauber? en 6ptica
cuantica. Representa una contribucién significativa a la comprensién de la coherencia y la correlacién
en los estados en sistemas cudnticos. Su importancia salpica a diversos campos que van desde la Fisica
de altas energias a la materia condensada, pasando por la astrofisica, la dptica cudntica y la computacién

cuantica.

Practicando con SymPy ‘

1. Si tenemos la siguiente transformacion, |2’) = T|z):
T:R® = R', T[(z,9.2)] = Qe +yz—zz+y+zy+2),
entonces, para que sea una transformacion lineal debe satisfacer lo siguiente:

o T flor) + [vz)] = T{Jor)] + T [fen)].
o Tlafv)] = aT [[v)]

3Premio Nobel por su contribucion a la teorfa cuantica de la coherencia éptica: https://en.wikipedia.org/wiki/Roy_J.
_Glauber. Con 18 afios ingresé al Proyecto Manhttan, constituyéndose en el investigador mas joven del proyecto. Sus recuerdos
de esa época han sido recogidos magistralmente en el libro José Ignacio Latorre Sentis y Maite Soto Sanfiel, (2022) © ‘La dltima
voz”, (Ariel, Madrid).
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[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

Podemos demostrar ambas propiedades de la manera siguiente
[2]: # Definir las variables simbdlicas
X, V, 2, x1, x2, y1, y2, z1, z2, o = symbols('x y z x1 x2 yl y2 z1 22 ')
# Definir la funcion f
f=[2xx+y,x-2,x+y+2z, 7+ z]
# Calcular ld y l2

1d = [£f[0].subs({x: x1 + x2, y: y1 + y2, z: zl + z2}),

f[1] .subs({x: x1 + x2, y: y1 + y2, z: zl + z2}),

f[2] .subs({x: x1 + %2, y: y1 + y2, z: z1 + z2}),

f[3].subs({x: x1 + x2, y: y1 + y2, z: z1 + z2})]
1i = [£f[0].subs({x: x1, y: y1, z: z1}) + £[0].subs({x: x2, y: y2, z:
—z21}),

f[1] .subs({x: x1, y: y1, z: z1}) + f£[1].subs({x: x2, y: y2, z:,
-z2}),

f[2] .subs({x: x1, y: y1, z: z1}) + £[2] .subs({x: x2, y: y2, z:
—z21}),

f[3] .subs({x: x1, y: y1, z: z1}) + £[3].subs({x: x2, y: y2, z:,
~z2})]

# Aplicar factor a ld y l2

1d_f = [factor(expr) for expr in 1d]

1li_f = [factor(expr) for expr in 1i]

# Restar ld de 17 y simplificar el resultado

resultado = [exprl - expr2 for exprl, expr2 in zip(ld_f, 1i_f)]
ceros = [ratsimp(expr) for expr in resultadol

ceros

[2]: [0, 0, 0,0]
Para la segunda condicién
[3]: # Calcular f(alpha*z, alpha*y, alpha*z) - alpha*f(z, y, 2z)
f1 = [f[i].subs({x: o*x, y: o*y, z: axz}) - axf[i] for i in
—range(len(f))]
ceros = [factor(expr) for expr in f1]

ceros

[3]4 [0, 0, 0, 0]

2. Consideremos ahora la siguiente transformacion, |z{/}) = T|z):

T:R* -5 R, T[(z,y,2)] = (2% y+22%) .
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[4] :

# Definir la funcion f

f = [x*xx2, y + z, z*x2]

# Calcular ld y 17

1d = [f[0].subs({x:
f[1].subs({x:
f[2] .subs({x:
1i = [£f[0].subs({x:

<—>22}) 5

f[1] .subs({x:

<—>22}) o

f[2] .subs({x:

x1 + x2, y: yl +y2, z: z1 + z2}),
x1 + x2, y: yl + y2, z: z1 + z2}),
x1 + x2, y: y1l +y2, z: z1 + z2})]
x1, y: y1, z: z1}) + £[0].subs({x: x2, y: y2, z:,

x1, y: y1, z: z1}) + f[1].subs({x: x2, y: y2, z:,

x1, y: y1, z: z1}) + £[2] .subs({x: x2, y: y2, z:,

# Aplicar factor a ld y l2

1d_f = [factor(expr) for expr in 1d]

1i_f

[factor(expr) for expr in 1i]

# Restar ld de 17 y simplificar el resultado

resultado = [exprl - expr2 for exprl, expr2 in zip(ld_f, 1i_f)]

ceros = [ratsimp(expr) for expr in resultado]

ceros

[23311’2, 0, 22122]

No es una transformacion lineal.

3. Dadas las siguientes transformaciones de R? — R3:

[5]:

Al(z,y,2) =2z — z,x + z,z) , B[(z,y,2)] = (2,2,y) .

Veamos si conmutan, es decir, [A, B] = AB — BA = 0.

Podemos ver que AB = A[B|x)] = (22 — y,z + y,2) y BA = B[A|z)] = (z,22 — z,2 + 2).

# Definir las funciones 4 y B

def A(x, y, z):

return [2*x - z, x + z, x]

def B(x, y, 2z):

return [z, x, y]

# Definir la lista [z, y, 2]

xyz = [z, x, yl

# Evaluar 4 en (z, y, 2z)

AB = A(*xyz)
print ('AB=',AB)

# Restablecer los wvalores de =, vy, 2

xyz = [2%x - z, x + z, x]

# Evaluar B en (z, y, z) modificado

BA = B(*xyz)
print ('BA="',BA)

# Calcular la diferenctia AB - B4
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diferencia = [AB[i] - BA[i] for i in range(len(BA))]

diferencia

AB= [-y + 2%z, y + z, z]

BA= [x, 2%x - z, x + z]

[—z —y+2z, —20+y+ 2z, —1]
Por lo tanto no conmutan.

4.1.8 Ejercicios

I. Diga si las siguientes transformaciones, ') = T|z) son lineales
(a). T:R® — R T[(z,y,2)] = (z +y,z + 2).
(b). T:R3 = R3, T[(z,9,2)] = (x,y,y + 2).
(¢). T:R3— R, T[(x,y,2)] = (v, +y,x —y).
(d). T:R?® = RYL T[(z,y,2)] = (x+y, 2+ 2,22 +y + 2,y — 2).
(e). T:R®— R3, T|[(z,y, 2)] = (sen(x),cos(y),0).
2. Cudl de las siguientes transformaciones definidas sobre V> son lineales
(a). T|x) = |x) + |a) donde |a) es un vector constante diferente de cero.
(b). T|z) = |a).
(©). T|x) = (a|z)|a).
(d). T|x) = (a|x)|x).
3. Considere las siguientes operaciones en el espacio de los polinomios en x y diga si corresponden
a transformaciones lineales:
a) La multiplicacién por z. -~ b) La multiplicacién por 2.  b) La diferenciacién.
4. Suponga que AB =/BA. Demuestre que:
(a). (A+B)> =A%+ 2AB + B2
(b). (A+B)* = A3+ 3A%B+ 3AB? + B2,
(C6mo cambian las formulas anteriores si AB # BA?
5. Suponga que un operador L. puede ser escrito como la composicion de otros dos operadores

L =L_L4 con [L_,L;] = L. Demostrar que:
St Llz) = Alz) vy |y) =Lylz) entonces Lly) = (A +1)[y)
y, del mismo modo, demuestre que:
Si Ljz) =Mz) y |2)=L_|z) entonces L|z)=(A—1)|z).
Por ello es costumbre denominar a L y IL._ los operadores de “subidas” y de “bajada” respecti-

vamente, ya que ellos construyen otros vectores con autovalores mayores (menores) en una unidad

al vector operado.

4.2 Tipos de operadores

Discutiremos en esta seccion algunas de las propiedades que caracterizan a los operadores lineales.

Ademds, tal y como estdn definidas las transformaciones lineales tiene sentido estudiar si ellas poseen



Tipos de operadores

la caracteristica de ser: inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Las transformaciones lineales tendrdn
nombres particulares para cada uno de estos casos.
Como ya fue sefialado, una transformacion lineal es una funcidn, aplicacién, operador o mapeo

cuyos dominios y rangos son subconjuntos de espacios vectoriales y que hemos simbolizado como:
A:Vy = Vy = Ajv) =) ,con [v) eV y |[v)) € Vs.
En en lenguaje de la teorfa de conjuntos a los elementos |v') € V5 se les denomina la imagen de |v)
debido a A. Si S es un subconjunto de V7, entonces al conjunto de todas la imdgenes, que denotaremos

por A(S), se le denomina la imagen de S debido a la aplicacién de A en V;. A la imagen del dominio de

V1, A{V1}, se le llama el rango de A y es un subespacio de V5.

4.2.1 Espacio nulo e imagen de un operador

El conjunto de todos los |v) € V1 / Alv) = |0), se denomina espacio nulo, nicleo o kernel (nicleo
en alemdn) de la transformacion A y lo denotaremos como X (A). En simbolos diremos que:
R(A) = {lv) € Vi A Alv) =[0)} .
Adicionalmente, 8 (A) C V7, es decir, serd un subespacio de V;. La prueba de esta afirmacion es
inmediata. Dados |v1), |v2) € R(A), con A un operador lineal, es claro que:
Alvy) = 10)
= o A‘U1> + a9 A|UQ> = |0> = A(Ozl ’1)1) + a9 ”1)2>) ,
Alvg) = [0)
por la misma razon se tiene que el elemento neutro estd contenido en R(A), esto es:
Alav)y=0)V|v) e Vi A Ya . Al0)=10) si a=0,
por lo tanto, queda demostrado que X (A) es un subespacio de V7.
Por otra parte, definiremos la imagen (rango o recorrido) de A, y la denotaremos como:
A{Vy={P)evy A A)=)},

igualmente ¥ (A) C Vy también serd un subespacio de Vs ya que si [v) = a1 |v1) + ag |v2) y dado que

A es un operador lineal, se cumple que:

A arv)) + ag |va) | = a1 Alvy) + ag Alve) = ay |v]) + az [vh).
—— ——
[v) [v1) [vg) [v")

Es claro que si V es de dimension finita n, entonces tanto el niicleo como la imagen A {V} de la
transformacion lineal son subespacios de dimension finita. De hecho, se cumple que:

dim [R(A)] + dim [A {V}] = dim[V] ,
es decir, la dimensidn del nicleo mds la dimensién del rango (o imagen) de una transformacion lineal es
igual a la dimensién del dominio.

Para demostrar esta afirmacién, supongamos que dim [V] = n y que {|e1), |e2),...,|ex)} es una
base de X(A), donde k = dim [R(A)] < n. Como este conjunto es linealmente independiente y genera
R(A), podemos extenderlo a una base completa de V afiadiendo vectores |eg11), . . ., |e,,). Asi, obtenemos
una base de V: {|e1), [e2),]es), -+, |ex), lex+1)s -, |ek+r—1), |€k+r) }, donde n = k + 7.

El esquema de la demostracién serd el siguiente:

o primero probaremos que los r elementos {A {|ex+1)}, A {|ex+2) }, - s A{lertr—1)}, A{lertr)}}
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forman una base para A {V}. Esto significa que estarfamos probando que: dim{A {V}} = r,
k+r=n.
o luego hay que demostrar que los elementos { A {|ex+1)}, A{lext+2)}, -, A{lextr—1)}, A{lextr) }}
son linealmente independientes.
Silos r elementos {A {|ext1)}, A{lerxt2)}, - s A{lexrr—1)}, A{|ertr)}} expanden A {V} entonces
cualquier elemento |w) € A {V} / |w) = AJv) = C?|Ae;), con |Ae;) = Ale;).
Ahora bien, analicemos con cuidado los limites de la suma implicita del indice ¢ = 1,2,--- k+r
lw) = C*Ae;) = CAer) + C?Aes) + - -- + CF|Aey) + C*HAep ) + -+ + CF T |Aegy, ).
=[0)  yaque Aler)=Alez)=Ale3)--=Aley)=[0)
Por lo tanto {A {|ex+1)}, A {lex+2)}, -, A{lex+r—1)}, A{|ex+r) }} expanden A {V}.
Ahora bien, para demostrar que son base, demostraremos que son linealmente independientes. Para

ello supondremos que:
3 {C’f“,c’f“,m ,c’f“} J Cilhe)) =0, coni=Fk+1,k+2 - k7,
y tenemos que demostrar que CF+1 = CF+2 = ... = Okt = .
Entonces C?|Ae;) = C'Ale;) = A (C'le;)) =0, coni=k+1,k+2,--- ,k+r, esto significa
que el elemento |v) = C%le;) € N(A),coni =k +1,k+2,---  k+7.

Con lo cual, dado que V |v) € X (A), [v) = C?le;),coni =1,2, -+ ,r,se puede hacer la siguiente
resta:
k ‘ k+r A
o) = o) =D Cllesy = >~ Cller) = |0),
i=1 i=k+1
y como los {|e1), |e2),]e3), -+ ,|ex)s |€k+1)s - » |€k+r—1), |€k+r) } sOn una base de V entonces resulta
que los coeficientes: CF+1 = Ck+2 = ... = Ck+7 =0,

Si el espacio vectorial V es de dimension infinita, al menos uno de los dos subespacios X (A) o

A {V7} serd de dimensién infinita.

Ejemplo 4.5 A continuacion ejemplificaremos algunos casos que ilustran lo que representa un espacio
nulo.

1. Transformacion identidad: Seal : V; — V5, la transformacién identidad, entonces
V oy eV /Ivy=1v) = RO ={0)}Cc Vi A A{V} =V;.
2. Sistemas de ecuaciones lineales: En V" las soluciones a los sistemas de ecuaciones lineales

representan el espacio nulo, X (A), para vectores de V"

A A e A 1 0
Axr Ag e T2 ,
Alz) =10) = ) . ) = .| S Az =0,
Apt Apo Apn T, 0
con j ecuaciones (j = 1,2, --- ,n). Recordemos que estamos utilizando la convencion de Einstein

para suma de indices.

3. Ecuaciones diferenciales ordinarias: Sea C [2

~ 50,09] el espacio vectorial de todas las funciones con-

tinuas y doblemente diferenciables definidas en el intervalo (—oo, 00). Definimos la transformacion
lineal A : C? 3

[—00,00] [—00,00]

se cumple: Alz) = |0) S (D*-1)y(z) =0 S (d2 - 1) y(x) =y" —y=0.

dz?

— Cl_co,00) cOMO A = (D? — 1), de modo que para toda y(z) € C
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El nicleo o espacio nulo de A, X (A), estd constituido por el conjunto de soluciones de la ecua-
cion diferencial mencionada. Por lo tanto, el problema de encontrar las soluciones de la ecuacién

diferencial es equivalente a encontrar los elementos del niicleo de A.

4.2.2 Operadores inyectivos, sobreyectivos, biyectivos e inversos

Se dice que A : Vi — V; es inyectiva (uno a uno) si, dados |v1), [v2) € V1, A |[v') € Vo, se tiene
que:
Alvr) = [v') A Alvg) = o) = |v1) = |va),

es decir, serd inyectiva si A transforma vectores distintos de V7 en dos vectores distintos'de V,. Otra
manera de decirlo es que todos los elementos de V5 provienen de las transformaciones de a lo sumo de
un elemento de V1. Por lo tanto, una transformacién A inyectiva no cubre, necesariamente, todos los
elementos de V5. Pueden existir elementos en Vo que no provengan de una transformacién desde V.

Se dice que A : Vi — Vs es sobreyectiva si, todos los elementos de V5 provienen la transforma-
ciones de al menos un elemento de V. Entonces un elemento de V5 puede ser el resultado de la transfor-
macién A de dos o mas elementos distintos de V5. Es posible que ocurra Ajvi) = [v/) A Alvg) = [vf).

Se dice que A : Vi — V; es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez. En este caso, la
transformacion lineal A cubre todo Vs y a cada elemento de Vs le corresponde uno y solo un elemento
de V;

Si A es una transformacién lineal en un espacio vectorial V de dimension finita, estoes A : V" — V™,
se puede afirmar que A es inyectiva si y s6lo si X(A) = {|0)}. En otras palabras, si el niicleo de A estd
constituido tnicamente por el vector cero*. Mds atin, en este caso, una transformacion lineal inyectiva
es automdticamente sobreyectiva y, por lo tanto biyectiva con lo cual la existencia de un inverso estd
garantizada. La demostracion es sencilla.

Sea A una transformacion lineal inyectiva en un espacio vectorial V" de dimensién finita n. Por ser

inyectiva su nticleo es trivial, es decir, X(A) = |0), y por tanto dim(X(A)) = 0. Entonces:
dim[A {V}] = dim [V"] —dim [R(A)]=n—-0=n.
Esto implica que dim[A {V"}] = dim [V"], es decir, A es sobreyectiva. Reciprocamente, si el nicleo de
A es trivial y Ajvi) = A|vg), entonces:
Alvr) — Alvg) = A (Jor) — |v2)) = |0).
Como X(A) = |0), se deduce que:
lv1) = lv2) =10) = o1} = |ua).
Por lo tanto, A es inyectiva.

La importancia de las transformaciones lineales biyectivas reside en la posibilidad de definir inversa,
debido a que siempre existe en V5 un vector |v") asociado a través de A con un vector |v) € V;. Diremos
que A1 V=V, eselinversode A, si A~TA =T = AA™L.

Habria que hacer un par de comentarios al respecto. El primero es que, tal y como hemos enfatizado

arriba, en general, los operadores no conmutan entre si, y los inversos no son una excepcion. Es decir,

4Como vimos en la seccién 4.2.1, el nicleo R(A) de una transformacién lineal lo constituyen el conjunto de vectores {|v;)}
tales qué A|v;) = |0).
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deberfa existir (y de hecho existen) inversas por la izquierda A~'A e inversas por la derecha AA~!. Por
simplicidad e importancia en Fisica obviaremos esta dicotomia y supondremos que A~ 1A =T = AA ™!
El segundo comentario tiene que ver con la existencia y unicidad del inverso de un operador lineal.

Algunos operadores tienen inverso, otros no, pero aquellos que tienen inverso, ese inverso serd tnico.

Supongamos:
AT AJY) = |v)

A = AT'A|v) — AJTAY) = |0) = (AT — A DAY = AT =AL.
A7'AR) = ) T

Ahora bien, dados V1 y Vo dos espacios vectoriales de la misma dimensién finita, entonces un
operador lineal A tendrd inverso si y sélo si para cada vector [v') € V; existe un tnico vector |v) € V;
tal que A|v) = |v’). Es decir, cada vector |v') estd asociado con uno y s6lo uno vector |v) a través de la
transformacion lineal A. Dejaremos sin demostracién esta afirmacién, pero lo importante es recalcar que
para que exista inverso, la transformacion lineal A tiene que ser biyectiva, y esto implica que se asocia
uno y sélo un vector de V; con otro de V5.

Esto nos lleva a la definicion de espacios vectoriales isomorfos>:

Definicion 4.2 (Espacios Vectoriales Isomorfos)

Dos espacios vectoriales V1, Vo son isomorfos si existe una transformacién

A:Vi—=Vy = [)=AP),

denominada isomorfismo, tal que:
1. A es biyectiva.
2. Aeslineal: A [a |v1) + B |v2)] = a Alvy) + S Alvg) Voojui)y |ve) € V.

El que A sea biyectiva nos garantiza que existe la transformacién inversa A~!, que también serd
biyectiva. Es decir, podriamos hablar de manera equivalente de una transformaciéon F : Vo — V.
Volveremos a este tema mds adelante. Todavia podemos afiadir algunas demostraciones que resultan ser
consecuencias de las afirmaciones anteriores.

Sea la transformacién lineal A : Vi, — V, entre espacios vectoriales de dimension igual y fi-
nita. Supongamos ademds que A € L (V1,Vs). Entonces, las siguientes afirmaciones son validas y
equivalentes:

1. A es biyectiva, es decir, es inyectiva y sobreyectiva.

2. A es invertible, y su inversa A1 : A {V;} — Vj es lineal.

3. Vjv) € Vi, Alv) = |0) = |v) = |0). Esto es, el niicleo de A, R(A), Gnicamente contiene al
elemento neutro de V.

Ahora bien, si dim [V;] = dim [V5] = n, las siguientes afirmaciones son vilidas y equivalentes:

1. A es una transformacion lineal biyectiva de V1 en Vs.

2. Si {Ju1),...,|un)} C Vi es linealmente independiente, entonces {A|ui),...,Alu,)} C Vo,
también lo serd.

3. dim [A {V1}] = n, es decir, A es sobreyectiva y su imagen es todo Va.

4. Si{le1),...,|en)} es una base de V1, entonces {Ale1),...,Ale,)} serd una base de V.

5Se dice que una transformacion lineal es un monomorfismo si A es inyectiva, un epimorfismo si A es sobreyectiva y un
isomorfismo si es biyectiva.
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"

(x|€) (z|At|y) = (y|Al|z)* X1€)

@@-.

Figura 4.2: Tlustracién de la construccién de operadores adjuntos A < Af. Si un operador A actia de
V1 — Vy y tenemos un producto interno definido, (x|¢) y (x|€) en V1 y Va, respectivamente. Entonces
podemos construir los espacios duales Vi y V5, asi como también el operador adjunto de A, como Af
que opera entre los espacios duales V — V5. La relacién que nos vincula un operador A con su dual Af
es (z[ATly) = (y|Alz)*.

4.2.3 Operadores adjuntos

Enlaseccién 4.1, definimos la accién de un operador lineal A : V — W de tal forma que A|v) = [v').

En esta seccién definiremos el operador:

AT: V¥ — W* de tal forma que (v/| = (v|AT,
donde V* y W* son los duales de V'y W, respectivamente. Diremos que el operador Af es el adjunto de
Ao,

Entonces, como discutimos en la seceién 3.1.1, a cada vector (ket) |v) le estd asociado una forma
lineal o vector dual (bra) (v|, a cada ket transformado A|v) = |v') le corresponderd un bra transformado
(v'| = (v|AT. Es indispensable que acordemos que AT siempre actda sobre vectores duales, (v'| = (v|AT,
eso evitard ambigiiedades de la notacion”’. En pocas palabras:

v) = Al = W) =A) = (0] = (Al
Si A es lineal, AT también lo serd, dado que a un vector |w) = \1|z1) + A2|22) le corresponde un bra
(w] = N (z1] + A3 (22 w'y = Alw) = A\ Alz1) + A2 Alzo), por ser A lineal, entonces
[w') = (W' SAwlAT = (] (z1] + A3 (z2]) AT = N (2] + N5 (23] = (21 AT + A5 (zo|AT.

Es claro que a partir de la definicién de producto interno tendremos:
(@ly) = lz)* v |7) = Alz),ly) €V = (alATly) = (ylAle)* V J2),|y) € V
Esta ultima relacién

(z[ATly) = (y|Alz)* ¥ |z),|y) €V, (4.10)

nos permite asociar AT con A. Esto es, conociendo las propiedades de A las extendemos a Af y es a

6En la literatura también encontrardn que A" es el hermitico conjugado de A, pero hemos creido conveniente llamarlo Gnicamente
el adjunto de A para evitar confusiones con operadores hermiticos.

7Puede consultar una discusion sobre las ambiguedades de la notacién de Dirac en Gieres, F. (2000). “Mathematical surprises
and Dirac’s formalism in quantum mechanics”. Reports on Progress in Physics, 63(12), 1893.

8La correspondencia es antilineal, note la conjugacion de los niimeros A1 y As.
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partir de esta relacién que podemos deducir las propiedades de los operadores adjuntos:
T
(AQ = A, A =2l A+B) =AT+ B, (AB)' = BfAT,
Esta tdltima propiedad es facilmente demostrable y es educativa su demostracién. Dado que
|v') = AB|v), y ademds se tiene que:
0) = Blv)
= (V| = (7]AT = (v|BTAT = (v] (AB)T .
[v") = Alv)
A partir de las propiedades anteriores se deriva una mds util relacionada con el conmutador,
A,B] = — [AT, BT] - [BT, AT} .
Las conclusiones a las que llegamos resultan ser que, para obtener el adjunto de una expresion, se
debe proceder de la siguiente manera:
o Cambiar constantes por sus complejas conjugadas A = \*.
o Cambiar los kets por sus bras asociados y viceversa (bras por kets): |v) & (v].

Cambiar operadores lineales por sus adjuntos AT < A.

©

o Invertir el orden de los factores.
De este modo (|v)(w|)" = |w)(v|, que se deduce ficilmente de la consecuencia de la definicién de

producto interno

(ol (Jobwl) ) = (ol (o)l )" = (alfo) () = (o) o)

4.2.4 Operadores hermiticos

Existe un conjunto de operadores que se denominan hermiticos o autoadjuntos. Un operador her-
mitico (o autoadjunto) serd aquel para el cual su adjunto es el mismo operador: AT = A°. Entonces, a
partir de (4.10) tendremos:

(|ATly) = (z|Aly) = (y[Alx)*.

Estos operadores juegan el rol de los nlimeros reales en el sentido de que son “iguales a su propio complejo
conjugado” y se utilizan como los observables en la Mecdnica Cudntica. Claramente los proyectores son
operadores autoadjuntos por construccion: P, = (lo) ()t = |v)(v].

Adicionalmente, llamaremos operador normal a aquellos que satisfacen ATA = AAT .

4.2.5 Qperadores unitarios

Por definicion, un operador serd unitario si su inversa es igual a su adjunto:
U'=U" = U'U=0U =1.
De estos operadores podemos decir varias cosas:

o Las transformaciones unitarias dejan invariante al producto interno y consecuentemente la norma

de vectores y esto se demuestra ficilmente. Dados dos vectores |x), |y) sobre los cuales actiia un

9Si AT = —A el operador lineal se denomina antihermitico.
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operador unitario

|2') = Ulx)

= () = (y|UTUJz) = (yla) .

y") = Uly)

Es claro que si A es hermitico, AT = A, el operador U = e’ es unitario.
U=et = U= =7 = UU = oo™ =1 = UTU = ¢4t
o El producto de dos operadores unitarios también es unitario. Esto es, si U y V son unitarios
entonces:
oW uv)=vivluv=viv=l < (UV)WVv) =u'viviu=Uulu=1
~~ —~—

I I
o Lainvariancia del producto interno implica que los operadores unitarios aplican una base ortogonal

en otra: {|e;) } 5 {les)}. Veamos, si {|é;)} es una base ortonormal para V entonces:
&) = Uleg) = (& [eyr) = (¢"[UJe;) = (&'|UTUe;) = (¢'[&5), = .
o Existe una relacién importante entre operadores normales y unitarios. Si un operador A es normal
entonces existe un operador diagonal Diag y uno unitario U tal que: A = UDiagUT.

Mis adelante, en la seccién 4.6.1, veremos que los valores en la diagonal de la representacién

matricial de Diag serdn los autovalores de A y las columnas de U los autovectores de A.

En los ejemplos que siguen mostraremos el dlgebra de algunos operadores hermiticos, muy significativos,

en Mecanica Cuantica.

Ejemplo 4.6 Sean A y B dos operadores hermiticos y un operador unitario definido como: U = A + iB.
Mostraremos que [A,B] = 0y A% + B? = L.
Comenzamos con [A, B] = 0:
VUt = UTU = (A +4B) (A +iB)| = (A +iB)' (A 4+ iB) = (A +iB) (A — iB) = (A — iB) (A + iB)
BA — AB=-BA+ AB = [B,A]=—[B,A] = [B,A]=0.

Continuamos con la segunda de las afirmaciones, que se puede demostrar, a partir de:

UUT =1 = (A+iB)(A +iB)'= (A +B) (A —iB) = (A2 + B> +i (BA — AB)) = I=A%1B2.

Ejemplo 4.7 En Mecénica Clasica la cantidad de momento angular viene definida como L = r X p.
Para pasar a Mecdnica Cudntica se asocia r y p con los operadores posicion y cantidad de movimiento

los cuales, al operar sobre la funcién de onda nos proveen lo siguiente:

0

(1) = alrlo) = 00), rIBulw) = (=it 3 ) 1) = =i 2 0i0),

(IY0) = ylrl) =y (r),  (rIBy o) = (—m Efy) (4) = =i 2-0(0),

Glzi) = 200 =200, IRl = (—in 5 ) ¢10) = —ih 5 6(0),
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En coordenadas cartesianas, en la representacion de coordenadas {|r)} tendremos que

(rIRl¢) =ro(r) y (r|Plg) = —ih V ¢(r).
De forma que en Mecénica Cudntica las componentes cartesianas del operador cantidad de movimiento
angular (r|L|¢) = —ih (r x V)i(r) son:

0 0 . 0 0 . 0 0 -
(r|Ljyp) = —ih (yé?z - Z(?y) () —ih (Zax - x8z> P(r)) —ih <$8y - y(%n) P(r)k.
Utilizando las definiciones anteriores vamos a mostrar que el conmutador de las componentes

cartesianas de la cantidad de movimiento angular cumple la siguiente relacién

Ly, Ly] [¢p) = iRL.|¢)
con: L' =L =L L2 =1Ly = Ly; L3 =13 = L, y en general, [L;, L] = ihgp, L™
Dado que: [Ly, Lo] [¢) = [Lg, Ly] [¢) = (LoLy — LyLe) [v) =

. 0 0 0 0 0 0 0 0
(Lo, Lyl [¢) = —ih <<y8z - Z&y) (Zax - 56(92,) - <28w - x@z) <ya - Z(Tg)) U(r),
2 (0 9N _,9(,0 9
- Y Car T Yo Z@y “or Yoz
Con lo cual:

, 0 0 0? 9 0 0
Ly, Lof |9 = —ih [((yzﬁz&c * y@x) p xy@) B (z dydxr 2x8y8z>

_ 0 _ 52 0 _ i_ 9 _ 2 Y(r)
Voroz ~ ° Oyox o2 Zx@z@y Iay g

L Ll o) = —in (157 ~ o Yol

Ejemplo 4.8 Un operador cantidad de movimiento generalizado se define como aquel conjunto de

operadores hermiticos que cumplen con:
Je, Jy] = ihdlz [Jysdel=inde  [J2, 0] = iRdy, esdecir  [J;,J;] = iheijrds

con €5, €l simbolo de Levi-Civita (ver seccion 1.4 y aqui los indices repetidos NO indican suma).

Adicionalmente, definimos los siguientes operadores:
P=L+1+1% I.=L+i, v J-=J.—il,.
Demostremos que: [JQ,J+] = [Jz,JL] = [JQ,JZ] =0.
Para probar esta propiedad se puede demostrar de forma genérica que [JQ,Jm] = 0, donde

m = 1,2,3 = z,y, 2. Esto es: cualquier componente J,,, conmuta con J?.

Consideremos el caso particularm = 1 =

[3%,32]) = [(Jode + 3y dy +3:32), 0] = Bode, Ja] + [y dy, Jo] + (1202, 3a] = [Bydy, Ja] + (3202, Ja] -
Haciendo uso de [AB, C] = A [B, C] + [A, C] B, tendremos que

Y, Je] = Jy By, T+ 1Ty, Ja) Ty +32 (T2, Ja) +[J2, Do) I = —iRd,J. —ikd.Jy +ihd.Jy +ihd,J. = 0.

Este desarrollo vale para todas las componentes y, al conmutar J? con todas las componentes queda
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demostrado que:

[32,0s] = 24+ 12+ 02,00 £43,] = [J2, 0] + [J2,02] £4 [J2,3,] £ [32,],] =0.

‘ Practicando con SymPy ‘

1. Consideremos la siguiente transformacién lineal:
T:R3 = R, T[(z,y,2)] = 2z +y,2—z,2+y+2,y+2).

[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

Podemos preguntarnos si es una transformacion biyectiva, para averiguarlo calculemos el nicleo
de la transformacién. Hagamos entonces lo siguiente:
[2]: # Definir las variables simbdlicas
X, y, z = symbols('x y z')
# Resolver el stistema de ecuaciones
solucion = solve([2*x +y, x -z, x +y + 2z, vy +2z], (x, y, 2))

solucion

[21: {z:0,y:0, z:0}
De manera que X (T) = {(0,0,0) € R3} y la transformaci6n es biyectiva.

2. Consideremos ahora la transformacion lineal:

T:R? — R*, T[(z,y,2)]=(r+y,x+2z2x+y+zy—2)

[3]: solucion = solve([x +y, x + z, 2*x +y + z, vy - z], (x, y, 2))

solucion

[3]: {z:—2,y:2}
Por lo tanto X (T) = {(—=\, A\, \) , A € R}.
En este caso, la transformacion no es biyectiva. Notemos que el vector |e) = (—1, 1, 1) resulta ser
el vector base para subespacio vectorial niicleo, es decir, la dimension de este espacio vectorial es:
dim [N (T)] = 1.
Como veremos mds adelante una base en el espacio imagen o rango es el conjunto:
{T[(1,0,0)],T[(0,1,0)], T[(0,0,1)]}.
Por lo tanto, podemos hacer los siguientes cdlculos:
[4]: # Definir la funcion T(z, y, 2)
def T(x, y, 2):
return [x +y, x + 2z, 2*x +y + z, y - Z]
# Crear la matriz M
M = Matrix([T(1, O, 0), T(O, 1, 0), T(O, O, 1D1)
#print (M)



[4] :

[5]:

[6]:

[7]:

[8]:
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[5]:

[6]:

[7]:

[8]:

# Triangularizar la matriz M

triangularizada = M.rref()

triangularizada
101 1
01 1 —1f,(0,1)
000 O

Eso significa que una base para el rango T{R*} sera: {(1,0,1,1),(0,1,1,—1)}, es decir, la

dimension se éste subespacio vectorial es dim [']I‘ {IR4}] = 2.
Por lo tanto:
dim [R (T)] 4 dim [T {R*}] = dim [R?] = 1+2=3.

. Consideremos ahora el siguiente espacio vectorial V2 = {(x,y,2) : x +y + 2 = 0} en R?, y la
siguiente transformacién lineal de V3 — V3
Flz,y,2) =(x+y+z,0+y— 222,
# Definir la funcion T(z, y, 2)
def F(x, y, z):
return [x +y + z, x +y - z, 2%z]
solucion = solve([x +y + z, x +y - z, 2xz], (x, y, 2))
solucion
{z: -y, z:0}
La solucién es: = C, y = —C'y z = 0, por lo tanto, una base para el espacio N [F] es:
Si ahora evaluamos la transformacion F' para la base candnica resulta lo siguiente:
Img = Matrix([F(1,0,0),F(0,1,0),F(0,0,1)]1)
Img
1 1 0
1 1 0
1 -1 2

Reduciremos la matriz anterior

Img.rref ()
1

—11, (0, 1)
00 0

Es decir, una base para el espacio imagen o rango es el conjunto: {(1,0,1), (0,1, —1)}.
Podemos también calcular una base para V3 = {(z,y,2) : x +y + 2z = 0}.

solucion = solve([x +y + 2], (x, y, 2))

solucion

{z:—y—2z}
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[9]:

Es una solucién del tipo: z = —C3 — Cz , y = C3 y z = {C2}. Una base vendrd dada por:

{(-1,1,0),(-1,0,1)}.
Si evaluamos la transformacion dada en esta base, resulta:
Matrix([F(-1,1,0),F(-1,0,1)1)

0 0 O
0 -2 2

El espacio vectorial tiene como base {(0, —2,2)}.

4.2.6 Ejercicios

1.

5.

Considere los siguientes operadores: A = AT hermitico, K = —K antihermitico; U~! "= UT
unitario, IP y Q dos operadores genéricos. Pruebe las siguientes afirmaciones:
(a). En general:
L (P~ = (@)
1. (PQ) '=Q'p!
III. Si[P,Q] = 0, entonces P(Q)~! = (Q)~'P
V. (8)F = &'
V. PeQp-1 = (PQP!
(b). Si A es hermitico entonces A = U~ YAU también serd un operador hermitico.
(¢). Si A es hermitico entonces e** es unitario.
(d). SiK es antihermitico entonces K = U™LKU es también lo serd. En particular eso se cumple
para K = iA. Es decir, podemos construir un operador antihermitico a partir de uno hermdtico.
(e). Dados dos operadores A y B, hermiticos, su composicion AB, serd hermitica si y sélo si Ay
B conmuntan.
(f). Si 'S es un operador real y antisimétrico’® y I el operador unidad, pruebe:
I. Los operadores (I —S)y (I + S) conmutan.
II. El operador (I — S) (I + S) es simétrico, mientras que (I — S) (I +S) ' es ortogonal. !
cos(f) sen(6)

, encuentre la
—sen(f) cos(0) >

(g). Considere una matriz ortogonal de la forma R = (

expresion para S que reproduce R = (I —S) (I+S) ™.
Si un operador lineal C genérico, entonces pruebe que (C + (CT) yi ((C — (CT), con i = +/—1,
serdan hermiticos. Esto, obviamente implica que siempre podremos separar un operador lineal

como:

C:% (C+CT)+%(C—CT).

donde (C + CT) representa su parte hermiticay (C — CT) su parte antihermitica.

Si A y B son operadores hermiticos que no conmutan: AB — BA = ¢C, entonces pruebe que C es
hermitico.

Si A = exp (iaB) , a € R. Demuestre que si B es hermitico entonces A es unitario.

Pruebe que el resultado del producto tensorial de dos operadores unitarios también es unitario.

10Esto es ST = ST = —S con ST el traspuesto de S.

uEsto es AT = A~! con AT el traspuesto de A.
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4.3 Representacion matricial de operadores

Dados dos vectores |v1) y |vz) definiremos como el elemento de matriz del operador A al producto

interno de dos vectores
(2] (Alv1)) = Aguy),oa)) » (4.11)

es claro que A, |vy)) serd en general un nimero complejo, pero ademds el valor de ese nimero
dependerd de los vectores |v1) y |v2) con los cuales se haga la operacién (4.11).

El paso mds importante para asociar un conjunto de nimeros a un operador lo constituye realizar la
operacion (4.11) con los elementos de una base del espacio vectorial donde opera A.

Supongamos un operador lineal A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V,W)
donde dim (V) = n y dim (W) = m, y sean {Jev), le2). les), - . len)} y {161}, [62), &), -~ s &) }
bases ortonormales!? para V' y W respectivamente.

Entonces en la ecuacion (4.11) cada uno de los vectores Ale;) € W nos conduce a:
(BlAle)) = A% coni=1,2,..,ny o, =1,2,./m. (4.12)
Las cantidades A]’B son la representacion del operador A respecto a las bases {|e,)} y {|émn)} de

V vy W respectivamente. Es decir, definiremos una matriz Af como un arreglo de nimeros donde el

superindice, 3, indica fila y el subindice, j, columna:

AlAl oAl Al
A2 A2 A2 A2

B 1 2 n 1

5t I i B IR
Al AR Ay At

Es importante sefialar que cambiando el orden de los vectores dentro de la base cambia la represen-
tacion matricial del operador. Esto significa que la organizacién de los nimero Af dependera del orden
que le demos a los vectores en las bases {|e;) } y{|€;)}.

Definitivamente, las matrices son uno de los objetos mas ttiles de las matematicas que permiten
“aterrizar” conceptos y calcular cantidades. La palabra matriz fue introducida en 1850 por James Joseph
Sylvester® y su teoria desarrollada por Hamilton* y Cayley®. Si bien los fisicos las consideramos
indispensables, no fueron utilizadas de manera intensiva hasta el aparicion de la Mecédnica Cudntica
alrededor de 1925.

2Como hemos mencionado con anterioridad, las bases no necesariamente deben ser ortogonales (o mejor ortonormales), pero
uno siempre puede ortogonalizarlas (y ortonormalizarlas).

3James Joseph Sylvester (1814-1897 Londres, Inglaterra) Ademads de sus aportes con Cayley a la teoria de las matrices, descubrid
la solucidn a la ecuacién cibica y fue el primero en utilizar el término discriminante para categorizar cada una de las raices
de la ecuacién. Para vivir tuvo que ejercer de abogado durante una década. Por fortuna, otro matemético de la época (Arthur
Cayley) frecuentaba los mismos juzgados y tribunales y pudieron interactuar. Por ser judio tuvo cantidad de dificultades para
conseguir trabajo en la Academia. https://en.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester.

4Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865, Dublin, Irlanda) Se distinguié por sus contribuciones en el campo de la 6ptica,
dindmica del cuerpo rigido, teorfa de ecuaciones algebraicas y teoria de operadores lineales https://en.wikipedia.org/
wiki/William_Rowan_Hamilton.

5 Arthur Cayley (1821, Richmond, 1895, Cambridge, Inglaterra) En sus cerca de 900 trabajos cubrid casi la totalidad de las
areas de las matemadticas de aquel entonces. Sus mayores contribuciones se centran el la teorfa de matrices y la geometria no
euclidiana. No consiguié empleo como matemdtico y tuvo que graduarse de abogado para ejercer durante mds de 15 afios,
durante los cuales public6 mds de 250 trabajos en matemdticas https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley.
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En los ejemplos continuacién construimos las representaciones matriciales para varios operadores
lineales.

Ejemplo 4.9 Si tenemos un matriz B%, 2 x 3, de la forma

B _ 31—27
J 1 0 4

y suponemos las bases canénicas para V3y V2 : {i1), [i2), |i3)} y {|i1), |i2) }, respectivamente, entonces
la matriz B representa la transformacién B : V3 — V2 que lleva un vector genérico |z) = (21,2, 73)a

un vector genérico |y) = (y1,y2) tal que:

I
. 3 1 =2 3 1 =2
B = = Blz) =|y) = n ="
1 0 4 1 0 4 Yo
z3
esto es:

m =3l‘1+$2—2$3
Yo = x1 + 029 + 423

Es claro que la representacion matricial dependera de la base en la cual se exprese.

Ejemplo 4.10 Si suponemos el operador diferencial D (-) = % cuyo dominio estd conformado por el

espacio vectorial de los polinomios de grado < 3, entonces tendremos que: D (-) : P3 — P2, En este

2

caso las bases podrian ser: |p;) = {1, T, x ,1:3} y |pj) = {1, x, a:2} de P? y P? respectivamente.

Al operar (diferenciar) sobre |p;) € P3 y expresar ese resultado en la base de P? tenemos:

= 0 = 0-140-2+40-22
dcgi) = 1 = 1-140-240-22 0100
Dlp;) = ) = (*Dlpj)={ 0 0 2 0
%;) = 2 = 014224022 000 3
3
Ue)  —8a2 = 01402432

Los coeficientes de esa expansion serdn las columnas de la matriz que los representa. Para enfatizar,
los elementos de una matriz, no sélo dependen de la base sino del orden en el cual la base se presente.
Consideremos que la base de P? viene representada por [p;) = {z? z,1}, la representacién
. d(- .
matricial del operador D (-) = 40 sers:

dx
) — 0 = 0-2240-2+0-1
do) — 1 = 0.2240-2+41-1 00 0 3
Dlp;) = ; = P*Dpj) = 0 0 2 0
L(di) = 2 = 0-2242-240-1 0100
3
% = 322 = 3-2240-240-1
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Se puede ver que D|p;) es:

1
1 0 ) 1
0 0 L= 2 | = 1422+ 322,
0 3 3
1
y equivalentemente:
1
0 3 1 3
0 0 L= 2 | = 322 +22+1,
1 0 1
1

iEs el mismo polinomio! Recuerde que las componentes del vector multiplican a los vectores bases

en el mismo orden.

<
Ejemplo 4.11 Construyamos la representacién para el mismo operador ID del ejemplo ‘anterior, pero
ahora en las siguientes bases: |p;) = {1, 14z, 14+x+221+z+224 113} y |pi) = {1,x,m2} de
P3 y P2, respectivamente. Entonces, nuevamente vemos que D) p;) implica:
(& =0 = 0-1+0-2+0-2?
d(éj;x) =1 = 1-140-240-22 011 1
= (p*Plpj) =1 0 0 2 2
2
dee?) gy — 114204022 000 3
2 3
W = 1+22+32%2 = 1-1+2 24322
<

4.3.1 Algebra elemental de matrices

El dlgebra de operadores que definimos en la seccidn 4.1.1, puede ser traducida al lenguaje de
matrices. Por comodidad supondremos un tnico espacio vectorial, V = W'y, por lo tanto nos basta una
base ortogonal {|e;)}. De este modo, es claro que se obtienen nuevamente las conocidas relaciones para
matrices cuadradas

(¢'|A + Ble;) = (c![Ale;) + (¢'[Ble;) = A’ + Bi.

Con lo cual tenemos la suma de matrices que todos hemos visto en los cursos basicos

Al AL - AL B{ B} - B} Al+Bt Aj+Bj - AL+B;
A2 A2 A2 . B? B2 B2 A2+ B? A%+ B? A2 + B2
A7 AR AP B} BY A AR + B} Am + B

De igual modo, para la representacién de composicioén de operadores que consideramos en la seccién
4.1.3 tendremos:

(e/ | ABle;) = (e[ TBle;) = (e/|A (lex)(e"|) Ble;) = (e'|Alex)(e" Ble;) = ALBS,
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que se traduce en la tradicional multiplicacién de matrices:

Al AL .o AL Bf BY ... B} ALBy ALBE ... ALBF
A2 A2 A2 y B? B2 By | | AiBY AiB% A2 Bk
AP AB Ar By BY An ArBF ArBF

como ya sabiamos AB # BA — AZB?#BZA?. Notese el orden de los indices repetidos para denotar
la multiplicacién de la matrices. Este orden indica multiplicacién de filas (indices abajo) por columnas
(indices arriba).

Finalmente, es claro que la multiplicacién de un nimero por una matriz es la multiplicacién de

todos sus elementos por ese nimero

(e'|ahe;) = ale’|Ale;) = aAé- .

4.3.2 Bases y la representacion matricial de operadores

Como es claro de la ecuacién (4.12) la representacion matricial de un operador depende de las bases

de V'y W, respectivamente. A continuacion discutiremos algunos ejemplos particulares.

4.3.2.1 Representacion diagonal

Dado un operador lineal A € £ (V,W), donde dim (V) = dim (W) = n, y sean{|é&;)} y {|W;)}
bases ortonormales de V'y W, respectivamente. Supongamos que A actda sobre los vectores de la base
de la siguiente manera:

Ale;) = Nl W),

donde los \; son escalares, también llamados factores de escala.

La matriz que representa a A en las bases {|¢;)} de V'y {|W;)} de W se define mediante los
elementos:

Al = (W |fer) = (%7 li) = X (%)) = Nid]
donde (W’| son los elementos de la base dual de W. Es importante sefialar que )\idf , en la ecuacién
anterior, no se pueden interpretar como suma, sino sencillamente que se repite para cada indice ¢. Como
regla, pueden recordar que indices “arriba y abajo” indican suma, pero en el mismo nivel “arriba o abajo”
no.

Consideremos ahora el caso donde el operador lineal es A € £ (V, V), con dim (V) = n, donde
{|&;)} forma una base ortonormal de V. Supongamos que A actda sobre los vectores de la base de la
siguiente manera:

Ale;) = Aileq)

aqui los escalares \; son los valores propios (autovalores) asociados a los vectores propios (autovectores)
|&;). Veremos la importancia de esta propiedad cuando nos toque discutir los autovalores y autovectores
de operadores lineales en la seccién 4.5.

Entonces, la representacion matricial de A en esta base es diagonal:

A = (& |Afe) = M@ [e) = Nid]
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Ejemplo 4.12 Existen varios casos obvios de representaciones diagonales, veamos algunos ejemplos:

o La matriz identidad es la representacion matricial del operador identidad, I|x) = |z}, donde |z) es
un vector arbitrario del espacio vectorial V. Claramente es aquella matriz que sélo tiene elementos
en la diagonal iguales a launidad I = I; = 6;, y el resto cero.

o La matriz nula es la representacién matricial del operador nulo, O|z) = |0) y tiene todos los
elementos iguales a cero O = 03- =0.

o Una matriz diagonal es aquella que contiene elementos Unicamente en la diagonal y las demds
componentes son cero: A; = 0V i # j. Como veremos mds adelante en la seccion 4.4, existen
algunos métodos para reducir una matriz a su forma diagonal. Una propiedad importante de estas
representaciones matriciales es que muestran que, en esa base, los operadores conmutan entre si,
es decir, AB = BA, si las representaciones matriciales para A y B son diagonales.

o También podemos tener matrices diagonales a bloques, vale decir:

DI DY 0 o
Di = D? D3 0 0
! 0 0 D3 D}
0 0 Di Dj
Este tipo de representaciones matriciales nos lo encontraremos con detalle en la seccién 4.6.5.

o También tenemos las triangulares superior e inferior:

DI D) Di D} DI 0o 0 o0
pi_| O D3 D? D? y  bi- 1?% D3 0 0
! 0 0 D3 DI |’ ’ D} D3 D 0
0 0 0 Dj DY D} DI Di

4.3.2.2 Representacion matricialde operadores, inversos, adjuntos, hermiticos, y
unitarios

A continuacién presentaremos un conjunto de representaciones matriciales de varios tipos de
operadores importantes'®. Es bueno tener en mente que las matrices pueden tener todos sus elementos
reales, diremos que son matrices pertenecientes al espacio vectorial de matrices reales Ry, x,, 0 tener
como elementos nimeros complejos, en este caso diremos que pertenecen al espacio vectorial de matrices

complejas Cpyxm -

4.3.2.2.1. Matrices Inversas. Hemos visto en 4.2.2 que dada una transformacion lineal biyectiva,
podemos definir una inversa para esa transformacion lineal. Esa transformacién lineal tendrd como
representacion un matriz. Por lo tanto, dado un operador lineal A diremos que otro operador lineal B

serd su inverso (por la derecha) si
AB =1 = (¢'|Aley)(e"[Ble;) = 6i = A} BF =i
Ahora bien, como conocemos la matriz A}; y la suponemos no singular (det |A}g| # () al tomar un j

fijo tendremos un sistema de n ecuaciones lineales inhomogéneo con n incégnitas: B}, B]Z, ng, - BY.

Al resolver el sistema tendremos la solucion.

16Para mayores detalles sobre éstas y otros tipos de matrices pueden consultar Antony, R. y Alemayehu, H., (2015), “A Note on
Special Matrices”, Italian journal of pure and applied mathematics, 587-604.
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Un procedimiento para encontrar la inversa es el método de eliminacién de Gauss-Jordan. Este

método lo vamos a estudiar en detalle en la seccién 4.4. Veamos como funciona para una matriz 3 x 3:

Al AL Al 1 0 0 1 0 0| Bl BY B}
A2 A2 A2 o0 1 o0 | O 01 0| B2 B2 B2
A} A3 A3 |0 0 1 0 0 1| B} B B3

Algunas propiedades importantes que en su momento vimos con los operadores (seccién 4.2) y que ahora

se reproducen con sus representaciones matriciales:

. —1 . . —1 S T . —1 S T . -1 . .
(A7) =4, (D) = (™) e (@) = (@™ (aiB)) = @A
A continuacién ejemplificamos un cdlculo de matriz inversa.

Ejemplo 4.13 Queremos hallar la matriz inversa de

2 3 4
Ai=| 21 1
-1 1 2

Utilizando el método de Gauss-Jordan. Entonces, escribimos la siguiente matriz aumentada:

23 41100
2117010
-1 1 2}0 0.1

Si multiplicamos la segunda fila por —1 y la sumamos con la primera fila obtenemos:

23 41100 23 4|1 00
21 1{010|—= 0 23]1 -10
-11 2,0 01 -1 1 20 01
Ahora multiplicamos la tercera fila por 2 y sumamos con la primera fila
23471 .00 23411 00
0 23|1 -10]J—=]10223|1 -120
-1 120 01 05 8|1 0 2
Multiplicamos la primera fila por —2'y sumamos con la tercera
223 411 00 -4 -1 0| -1 0 2
02 3|1 -10]~— 0o 2 3 1 -1 0
05 8|1 0 2 0 5 8 1 0 2
Multiplicamos la segunda fila por —8/3 y sumamos con la tercera, luego multiplicamos esa segunda fila
por —3
-4 -1 0| -1 0 2 -4 -1 0| -1 0 2
0 2 3 110 ]|— 0 1 0 5 —8 —6
0 5 8 1 0 2 0 5 8 1 0 2

Multiplicamos la tercera fila por —1/5 y sumamos con la segunda fila, luego multiplicamos esa tercera
fila por —5/8

-4 -1 0| -1 0 2 -4 -1 0| -1 0 2

0 1 0 5 -8 —6 | — 0 1 0 5 —8 —6

0 5 8 1 0 2 o 0 1| -3 5 4
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Se suma la primera fila con la segunda y luego se multiplica esta primera fila que resulta por —1/4.

-4 -1 0| -1 0 2 100 -1 2 1
0 1 0 5 8 =6 | =+ 0 10 5 -8 —6
o 0 1| -3 5 4 0 01| -3 5 4
-1 2 1
Por lo tanto, la matriz inversa es: (A})~! = 5 -8 —6
-3 5 4
4.3.2.2.2. Matrices adjuntas. Consideremos la representacion matricial de un operador adjunto, tal

y como lo desarrollamos en la seccién 4.2.3,
(A1) = (lalles) = (e/lafes)* = (4) "
vale decir: la matriz que representa el operador adjunto A, es Ia traspuesta conjugada de la matriz que
representa al operador A.
Si el operador es hermitico: A=A = (AT);. = A; . Por lo tanto, las matrices hermiticas son
simétricas respecto a la diagonal y los elementos de la diagonal son nimeros reales.
4.3.2.2.3. Matrices hermiticas. Aqui vale la pena re-expresar, con matrices, algunas de las propie-

dades que arriba expusimos:

(4)' = (i) <)) ))<= s
AT = (AAT|e;) = (7] AA]es)* = N(e|Ale;)* = A

pero mds interesante es:

i i
i= Aj.

Por lo tanto, las matrices antihermiticas son antisimétricas respecto a la diagonal y los elementos de la

4.3.2.2.4. Matrices antihermiticas. Si el operador es antihermitico: AT = —A = (AT)

diagonal se anulan.

4.3.2.2.5. Matriz de cofactores. A una matriz A} le podemos asociar una de cofactores (AC)} de la
manera siguiente:
[ a}oa a9 (9 (49
Aj=| af a3 af | = (A);=| (A9} (493 (493
ai a3 a3 (A9 (A3 (A9);
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Donde los (AC);- son:

2 2 2 2 2
1 1+1| @2 43 1 42| 41 a3 1 143 | @1 03

(Ac)l = (_1) + 3 3 ) (AC)2 = (_1) + 3 3 ) (AC)?) = (_1) * 3 )
Gy a3 ay as ay ag
11 1.1 11
2 241 | G2 43 2 242 | @1 43 2 243 | @1 a2

(A= (=D 0 5, (A =DT  n L (A95= (DT S
11 11 11
3 3+1| 42 43 3 342 | @1 43 3 3+3| 01 G
(A9 = (=17 5 S (A%R=07 D (A5 = (=) )

4.3.2.2.6. Matrices de cofactores adjunta. Definamos ahora la matriz de cofactores adjunta,

MCofAdj [Aﬂ , a la traspuesta de la matriz de cofactores de una determinada matriz, es decir,

MCofAdj [A}] = ((AC);l)T = (A%

Ejemplo 4.14
12 3 3 6 -3
Dadalamatriz: A" = [ 4 5 6 | = MCofAdj [A;Z] = 6 —12 6
78 9 3 6 -3

Una matriz de cofactores sera autoadjunta si MCofAdj [A;] = A;

4.3.2.2.7. Matrices unitarias. Consideremos ahora la representaciéon matricial de un operador uni-

tario, tal y como lo desarrollamos en la seccioén 4.2.5,
A . . « -\ ¥ - —1
(0) = (e = (0les* = ()" = ()"
claramente,
(€U Ule;) = (effIley™ = (' [UMlex) (4 Ule;) = (eLle;) = (U1) () =4t
Por lo tanto, la adjunta (traspuesta conjugada) de una matriz unitaria corresponde con su inversa. Una

matriz unitaria real, se denomina una matriz ortogonal y su traspuesta es su inversa.

Ejemplo4.15 Anteriormente mencionamos, en la seccién 1.4.3, que en el espacio real R? podemos tener
una transformacion de coordenadas cartesianas: (z,y,z) — (Z,9, Z) que consiste en rotar, un dngulo
0, uno de los sistemas respecto al otro. Si la rotacién se hace alrededor del eje z, la relacidn entre las

coordenadas es la siguiente:

= xcos(f)+ ysen(h) #' = 2'cos(f) + 22 sen()
g= —xsen(d)+ycos(d) = 72 = —z'sen(d) + 22 cos(f)
Z= z = a2

En el lenguaje de matrices

! cos(f) sen(d) 0 x
72 | =] —sen(d) cos(d) 0 z? & i'= A§$j :
z® 0 0 1 3
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Claramente, la traspuesta de esta matriz de rotacién es su inversa.

Como dijimos en su momento, las transformaciones unitarias preservan el producto interno y
las matrices de rotacidn, al ser representaciones matriciales reales de operadores unitarios también lo
preservan. Esto es

ey = 3F; = ( ~§€a:k)(f~1§a:j) = :rkxjflzflz

: R (. (I
entonces se tiene que cumplir que: A5 A} = dy. .

4.3.3 Representacion matricial y transformaciones

Hemos dicho que dada una base particular en el espacio de accién de un operador, éste quedard
representado por una matriz adaptada a esa base. Por lo tanto, si cambiamos la base que genera la
representacion, ese mismo operador tendra otra matriz como representacion.

Por comodidad volvamos a suponer un unico espacio vectorial, V. = W, pero ahora supondre-
mos que este espacio vectorial V tiene dos bases discretas ortonormales {|e;)} y {|€)}. Entonces las
representaciones matriciales de A: flz = (&'|Alg;) y Aé = (e*|Ale,), estdn relacionadas por:

o » X R » X R < .

(&[A[6;) = (&1 (lexh(et]) A (lem(e™ )[E5) = (&lex) (e |Alen) (3;) & A% = S} A%, 57,
— — Y
S ST
(4.13)
donde fl; es la representaci6n del operador A enla base {|&;)} y A% enlabase {|en)}.

Maés atin, siempre podremos expresar unos vectores base en términos de los otros de tal forma que:
- 5 5 - ~nix 5 = = i\ —1
[&5) = Si"lem) = S (Spl&n)) = (€7[8;) = 07 = 87" Sy, = S, 8" = S = (S;) , (4.14)
con lo cual la relacién (4.13), fl; = S,i A’ﬁn S;n’ puede ser reescrita como
~. N k -1 ~ 1 13
AL =S, Ay, (ST) & A=SAS = A=ST'AS (4.15)
Diremos que dos representaciones matriciales A;- y flﬁl, de un mismo operador A, son similares si
estdn relacionadas entre si por (4.15), donde la matriz de transformacion S/,ic y su inversa se construyen
a partir de los productos internos de las bases. Esa misma afirmacién se puede refrasear por el hecho
que dos operadores A y A estan relacionados por una transformacion de similaridad (4.15) constituyen
distintas representaciones de un mismo operador.
Adicionalmente, por la definicién de producto interno, (e¥|&,,) = (™|e;)* y tomando en cuenta
(4.14), tendremos:
gk _ (gmyr — A (k!
m (Sk ) =S5 - Sm ’
m
es decir, las matrices de productos internos que transforman las representaciones matriciales de los
operadores, son unitarias y la relacion (4.13) puede escribirse también como:
~. . ~ ~. . m
Ai—sp Ak S o AL=si Ak, (ST)j (4.16)

En este caso, diremos que las representaciones matriciales de A estdn relacionadas a una transfor-

macioén unitaria del tipo (4.16).

Siguen algunos ejemplos en los cuales mostramos la dependencia de la base al generar la representacion

matricial de un operador lineal.
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Ejemplo 4.16 Dada la siguiente transformacion:

r+y
v — 2z
T:R*—>R* T y = v
z+2y+ 3z
z
Yy — 2z
y tomemos como bases los conjuntos:
1 0 0 0
! ! 0 1 1 0 0
i)} = 1 |,{of,]1 eR?, |&) = : : : eR*.
{le} =31 S
0 1 1
1 1 1 1

Queremos encontrar la representacién matricial del operador T, esto es
. » » eie N\ i
T} = (@[Tlej) = (@] (Cflen)) = CFElen)
por lo tanto los C’jlC son los coeficientes de la expansién de los vectores base de R? transformados. Es

decir
Tley) = CF[&r), Tlea) = CK[er), Tles) = CElen)s -y Tles) = C¥lyx) -

Entonces, podemos hacer las siguientes expansiones:

2 1 0 0 0
1 1 1 0 0
T = = (] +Cf +C} +Cf :
3 1 1 1 0
1 1 1 1 1

y al resolver para {C},CZ, C}, C}} obtenemos: {C} =2,C? = —1,C% = 2,01 = —2}.
Para el siguiente vector base de R3

) 1 1 0 0 0
|| o ||=f " e ) +C32 ! +C3 0 +C3 O,
) 4 1 1 1 0
-2 1 1 1 1
resolviendo para {C3,02, O3,C3} se obtiene: {C3 = 1,02 = —2,C3 = 5,04 = —6}.
Y finalmente, para:
1 1 0 0 0
0 -2 1 1 0 0
T|| 1 = =Cj +C? +C3 +C% ,
) 5 1 1 1 0
1 1 1 1 1
resulta: {C3 = 1,02 = —3,C3 = 7,04 = —6}.
Por lo tanto, la representacién matricial que hemos obtenido ser4:
T} = Of(@'[er) = C1(e'[er) + CF (&' [e2) + CF(&'[es) + C1 (€' [&a) ,
Ty = C5(E'[er) = Cy(e'[er) + CF(&'[e2) + C3(&'[es) + Cy (&' [ea)

Vale decir:
T} = 2-44(-1)-3+2-24+(-1)-1=7,
Ty = 1-4+4(-2)-3+5-24+(-6)-1=2,
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Si continuamos haciendo todas las cuentas, para todas las demds componentes, tendremos la si-

guiente matriz:

7T 2 3

, 5 1 2
&’ |T|e;) =

@mey=| >

1 -2 -1

La ecuacién para la transformacién de cualquier vector es entonces:

! 7 2 3 )
~2
. .o 5 1 2
Ti#) = o) =& =Ta' & | °, |= 7’
T 4 2 4 4
X
4 1 -2 -1

Noétese que hemos supuesto que la bases de los espacios duales R? y R*, son
(el ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e R*, (&' ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} € R*.
(Como hubiera cambiado la representacién matricial de T de haber seleccionado una base reciproca (en

el sentido de la discutida en la seccién 3.1.2) en los espacios duales R**'y R**

Pedimos al lector repetir los cdlculos pero considerando las bases:

1 0 0 0
! ! 0 0 1 0 0
e))} = 1,1 o0|,]1 eR?, {§)} = , , , eR.
{lei)} = oo Ly Lo
0 1 1
0 0 0 1
y también las siguientes bases canénicas
1 0 0 0
! 0 0 0 1 0 0
ei)} = o], 1]|.,[o eR?, |&) = : , : eR*.
{lei)} CORR A ol B I e Y e
0 0 1
0 0 0 1
(Qué puede concluir de'los resultados obtenidos de este tltimo par de bases?
<

Ejemplo 4.17 Consideremos que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene ex-
pandido por la base ortonormal {|u1),|u2), |uz)}. Definamos dos operadores L, y S de la siguiente

manera:
Lofui) = |u1), Lsfuz) =0, L.|ug) = —|us),
Slu1) = luz),  Slug) = |uz), Sluz) = [u1).
I. Calculemos la representacion matricial en la base {|u1), |ug), |us)} del operador: [L,, S].
La matriz sera:
(u!|L.S — SL,|u1) (ul|L,S — SL, |us) (u!|L.S — SL, |us)
(u?|L,S — SL, |uy) (u?|L,S — SL, |us) (u?|L.S — SL.|ug) |,

(u3|L,S — SL,|u1) (u3|L,S — SL, |us) (u3|L,S — SL, |us)



Representacion matricial de operadores

con lo cual:
<u1|LZS|u1> — <u1|S]Lz|u1> <u1]ILZS]u2> — <u1]SLz|u2> <u1|]LZS|U3> — (u1|SLZ|U3>

(u?|LeSfur) — (u?[SLizfur)  (u?|LzS|ug) — (u?[SLefug)  (u?[L.S|us) — (u[SLz|us)

<u3|LZS|u1> — <u3|S]Lz|u1> <u3]ILZS]u2> — <u3]SLz|u2> <u3|]LZS|U3> — (u3|SLZ\U3>

de donde:
0—0 0-0 1—(-1) 0 0 2
W|L.,Sllu)=] 0-0 0-0 0-0 |[=| 0o 0o o0
(-H)—-1 0-0 0-0 -2 0 0

2. (L,,Sy|[L,,S] serdn biyectivas?
Veamos. Por definicion S es biyectiva ya que cada vector tiene su imagen, I, no lo es por cuanto el
vector |uz) no tiene imagen y, finalmente [L., S| tampoco serd biyectiva dado que (u| [L., S] |u;)
no tiene inversa ya que det |(u’| [L,,S] |u;)| = 0.

3. Calculemos la dimension del dominio, del rango y del nicleo de la transformaciones IL,,S y

[L.,S].
Dominio | Rango | Nucleo
L, 3 2 1
S 3 3 0
[L.,S] 3 2 2

dado que [L,, S| |ug) =

Ejemplo 4.18 Buscaremos la expresion matricial para los operadores lineales de Pauli: R? — R?

sabiendo que actian como:

o:l+) =1+), o:l=) = —|=), oult)a =[+)zs 0al—)a = —|-)s, Jy|+>y = |+>yv 0y|_>y = _|_>y
1 (0 1 ), = .
|+>—><0>,|~>—><1>7|+>x \[[I+>+| Ny =)= \[[IH =)
1 .
[+)y EH+)+Z| N =)y = 7”+> —il=)] -

Ahora bien:
x<+’+>m: L, x<+’_>a¢ —z <_|+>x:0u x<_|_>x:17

y<+|+>y:17 y<‘|’|_>y vy <_|+>y:07 y<_|_>y:1'

Es decir, los vectores {|+).,|—)z} ¥ {|+)y,|—)y} forman bases ortonormales, por lo que los vectores
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{]+),]—)} se pueden expresar en término de esas bases como:
1

1
=t ) = e =
H>=anﬂy+r»u, F>=;gn+n—+»u.

Asf las expresiones matriciales serdn:

o) (o) 10

(UZ);‘ = = .

(—lozl+)  (=lo=]-) 0 -1

' (tlowl+)  (+lozl-)
(Um); = )
(=lozl+)  (=lozl-)
( [o(+] +2 (=l oz [[4+)2 + | -)al [ (+] +2 (=l ow [[+)2 = | =)a] )

(+H =z (=loz [ F)e + )] (] —2{(AA oz [[+)e — [-)a]

. ( (] +o ([ H)e = [=)al 0 (] +2 (<lH+)2 + [—)a] ) ( 0 1 )
= 5 = N
[x<+‘ Tz <_H H+>ac - |_>a:] [w<+| T <_|] H"_>:L’ + ’_>x] 1 0

Y finalmente, para (ay);:
' (Floyl+) (ol
(O-y);' = )
(=loyl+)  (~lowl=)

( [y (+HFy (=l ay [[+)y + [=)y] =i [y(+| +y (=l oy [[+)y — [-)y] )

1
? iyl =y (=oy [y + 1)) ly(+] =y (=Ml oy [[+)y — [=)y]

1([A++y<1[+n>u uw++y<1[+w+>ﬂ> (o i)
PNl = (0T = 10 = bl = (D + ) i0

4.3.4 Traza de operadores

La traza, Tr(A), de un operador A es la suma de los elementos diagonales de su representacion

matricial A. Esto es, dado un operador A y una base ortogonal {|e;)} para V", entonces:

Tr(A) = (e¥|Aley) = AF.
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La traza de la representacién matricial de un operador es, por ejemplo:

= Tr(A) = A, =15.

4.3.4.1 Propiedades de la Traza

Claramente la traza es lineal: Tr (A+AB) = Tr(A) + ATr (B), ya que
Tr (A + AB) = (e¥|A + \Bley,) = (e¥|Alex) + M(e¥|Bler) = Tr (A) + ATr (B) .
La traza de un producto conmuta, esto es, Tr (AB) = Tr (BA), y es ficilmente demostrable:
Tr (AB) = (e*|ABle) = (e|Alen) (e™|Bler) = (¥ Bley,) (e™|Alex) = Tr (BA) .
I I
Recuerde que (¢*|Ble,,) y (e¥|Alex) son nimeros que pueden ser reordenados. Donde, una vez
mads, hemos utilizado las dos relaciones de cierre |&,,) (™| = |ex)(e*| = I..Del mismo modo es ficil

demostrar que la traza de un triple producto de matrices respeta la ciclicidad del orden de la matrices en
el producto: Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB).

4.3.4.2 Invariancia de la Traza

La traza de una matriz no depende de la base que seleccionemos, es un invariante que caracteriza al
operador independientemente de la base en la cual se represente. Entonces, a partir de (4.13) tendremos:
AR = (eF|Aler) = (€ [m) (87| Aler) = (€™ [Alew) (" [em) = (€ |Alem) = AT

i i
Nétese que primero hemos introducido |&,,)(¢™|, luego hemos reubicado el término (e*|,,), para el
lado derecho vy, finalmente, hemos identificado el término |ey)(e¥| como el operador unidad. Es claro

que la traza caracteriza al operador independiente de su representacion matricial.

4.3.5 Un paréntesis sobre determinantes

El determinante de un operador, A, se define como una aplicacién de su representacién matricial,
(e'|Ale;) en IR, es decir, asocia un nimero real con la representacion matricial del operador, y se define

como:

A AL oAl
g A2 A2 A2

det |A] = e9FAlA2A} ... = | T TP "
AT A7 An

donde los elementos de la representacion matricial se expresan como Aj = (e'|Ale;) y hemos generali-

zado el tensor de Levi-Civita que presentamos en la seccion 1.4.1, de tal forma que:

0, si cualesquiera dos indices son iguales ,

gk = Eijkr. = 1, silos indices 4, j, k - - - constituyen una permutacioén ciclicade 1,2,3---n,

—1, silos indices i, j, k - - - constituyen una permutacion anticiclicade 2,1,3---n.

Un ejemplo simplificado de esta asociacién para el caso de representaciones matriciales 3 x 3 es el
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siguiente:
| Al Ay 4 ) Al Ay Al
(e'|Alej) = | A} A3 A2 | = det|A|=eYFAjAA} =| A} A} A |,
A A A A} A A
con lo cual

det |A| = e AJAAS + 3P AZATAS + ¥ AJ AZAY + ' AL ATAS + 22T AR AS AT + €210 A3 AT A}
= AJAZAS + ALAZAS + ALAZAS — AJAZAS — ALAZAT — ALATAS.

4.3.5.1 Propiedades de los determinantes

1. det |A| = det |AT|,donde A” es el operador traspuesto de A, esto es claro para las representaciones
matriciales (e‘|Ale;) = A; = ((ej\A|ei>)T.
Esta propiedad proviene de la definicién del indice de Levi-Civita: det |A| =&% k"'AZlAJZAz S =

sijk...AﬁAgAlg .-+ = det|AT|, que se traduce en que si se intercambian filas por columnas el
determinante no se altera.
A} Ay A Ap A A
A2 A3 A3 |=| AL A3 A3
A7 AY A Ay A5 A
2. Si dos filas o dos columnas son idénticas el determinante se anula
Al Ay Ay
e AJATAY = ey AJARAS =0, e | Al AL AL [=0.
A} A3 A3

3. Si multiplicamos una fila o una columna por un nimero, el determinante queda multiplicado por

el nimero
R AL (NAS) AR o= AT ALAZAY - = Mdet |A],
s%AM“M@m:mmﬂ%%~:AmmL

de aqui claramente se desprende que si una fila o una columna es cero (A = 0) el determinante

se anula. M4s aun, si dos filas o dos columnas son proporcionales AZ1 = AA? el determinante se

anula, por cuanto se cumple la propiedad anterior:

Al aAl Al Al 4L Al Al AL Al
A2 A2 A2 |=| A2 AT AT |=A| A2 A A2
A3 NA3 A3 M3 NAS NA3 A3 A3 A3
Resulta obvio que:
Al 0 Al Al AL Al
A2 0 A3 |=| A2 A3 A% |=0,
A3 0 A3 0 0 0
al igual que:
Al a4l Al Al 4L Al Al oAl Al Al Al Al
A2 NA? A2 =] MAL NAL DAL | =] A3 A3 A% | =) Al A} ALl |=0.

A3 AP A A A A A A3 A A A3 A
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4. Si se intercambian dos filas o dos columnas cambia de signo del determinante.

AL AL oAl
) A2 A2 A2 ) .
det|A| = e alAZad ... =| "1 T = A A2AD - = —det|(¢|Alej)],
AT AR An

donde en la representacién matricial (e‘|Ae;) se han intercambiando un par de columnas. Clara-

mente las propiedades del indice de Levi-Civita, obliga al cambio de signo det |A| = — det |A].

Nétese que las propiedades anteriores nos lleva a reescribir el determinante de un operador de la

siguiente manera:

det |A| = e det |A| = eijp.. ALAL AL - = det |A| = eqg,... det |A] = E AT ATAT ..
claramente, si a3y - - - = 123 - - - obtenemos nuevamente la definicién anterior. Si se intercambian

dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo debido al intercambio de dos indices

griegos. Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante se anula debido a la propiedad de

simbolo de Levi-Civita con indices griegos.

5. El determinante de la composicién de operadores es el producto de sus determinantes
det |AB| = det |A| det |BJ.
Antes de proceder a la demostracién de esta importante propiedad jugaremos un poco mas con
las propiedades de las matrices. Si A es un operador con una representacion matricial m x n 'y
B es uno con una representacién matricial n. x p, entonces tendremos (AB)® = A®B, esto es, la
«a-ésima fila de AB es igual a la multiplicacion de la a-ésima fila de A, por toda la matriz B.
Veamos: C = (AB); = A} B}, por lo tanto la a-ésima fila:

Bi BY ... B}
B} B3 B2
Cf = APB) = CF = (A}, A5, A, - An) | "
By Bj By

Tendremos entonces:
det |A| det |B] = det |4 <5ijk...B§B%B§ . ) - (gijk...A;A;Ag . ) (sabc...B‘fBSB?f . ) :
que siempre puede ser rearreglado como:
(gifk"'AgAng . ) <5ijk__.BiBgB§ : ) = A/B{AYBJA]BE - = det |ABJ.

Veamos este desarrollo para el caso de matrices 3 x 3:

det|Aldet B] = ('PAJA3AS + 32AJATAS + P AJAZAT + 192 A AGAS
+  eMALASAS 4 2B AJATAS) L (e B B3BS + e3? BB B + ¢**' By B3 B}
+ e BiBiB; + ' B3ByB} + > ByBIBY) |
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con lo cual:
= A}A3A3 (B{B3B; + BBiB; + ByB3B} — B{ B3B3 — BiB3B} — By BiB3)
+ AJAAS (Bi B3B3 + B3BiB3 + ByB3 B} + B{ B3B3 + B3B3 B} + B3 B B3)
+ A3A3AY (BI B3B3 + BiBiBj + ByB3B; + B1 B3B3 + B3B3 B} + ByBiB3)
— AJA3A3 (B1 B3B3 + ByBi B3 + ByB; B} + B{ BiB3 + BiB; B} + B3 B; B3)
— AYA3A3 (BI B3B3 + BYB}Bj + ByB3B} + B{ BBj + BiB3B; + B3 BIB3)
— AYA?A3 (BI B3B3 + BYB}Bj + BYB3B} + B{ BiB3 + BiB3B} + B3 BIB3)
Como son nimeros se pueden arreglar de la siguiente forma:
= AJA3AS (B1Bi B + BY B3 Bs + BY By Bf — B1 By Bf — B/ B3 By~ B{ B3 B3)
+ A3ATA3 (B{ B3B3 + B{ B3B3 + Bi B3 B — B Bi B3 — B B3 B} — B{ B} B3)
+ AjA3AY (Bi B3B3 + Bi B3B3 + Bi B3 B — B{ BiBj — Bi B3BS — Bi By Bj)
— AJASAS (B B3B3 + Bi B3 By + BB, B3 — B{ B Bf — B{ B3 By — BB, B})
— A3ASAY (B1BiB3 + B{B; Bs + B/ By B; — B{ By Bf = B/ BiB; — BB, B3)
— A3ATAS (BI B3B3 + Bi B3B3 + B{ By B — B| B}B; — B{BiB; — B{ B, Bj)
= eiju AL BY A\ By AR BY .
Por lo tanto:

eiju AL By AL By Ak B = det |A| det [B] = det |AB]. (4.17)

6. Un operador A serd singular si su det |[A| = 0. Si det |[A| # 0, entonces en su representacion
matricial existird un niimero » maximo de vectores filas, o columnas, linealmente independientes,

llamaremos a ese nimero, 0 < r < n, el rango de la representacién matricial del operador.

4.3.5.2 La invariancia del determinante
El resultado expresado en la ecuacién (4.17) tiene varias consecuencias importantes:
1. El determinante del operador inverso es el inverso del determinante, es decir:

det|A™1| = = det|A|7L.

1
det |A]

Esta afirmacion es facilmente demostrable
1

I=A"'A = det|I| =det|AA™'| =det|A|det[A™} =1 = det|A™!| = .
det |A|

2. Lasegunda consecuencia es todavia mds importante: el determinante de un operador no depende
de su representacién matricial. Es decir, el determinante, al igual que la traza, asocia un nimero
real al operador, independientemente de su representacién matricial:

det |A| = det |(e’|Ale;)| = det |(&'|A]&;)| = det |A.
Es inmediato darse que cuenta que al aplicar la funcién determinante a la ecuacion (4.15) se tiene:
det |Al| = det|S] AL (S7) 7| = det|Sh|det AR | det|(S7) 7|
1
det |Sm]

Con lo cual queda demostrada la invariancia del determinante de representaciones matriciales de

= det|S|det |AF |——— = det |A%|.

operadores en bases ortonormales.
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4.3.5.3 Formula de Laplace

La férmula de Laplace permite expresar el determinante de una matriz en términos de sus matrices

menores o cofactores que presentamos en la seccion 4.3.2.2.

det |A| = Z AL(A°)s . para cualquier i . (4.18)
j=1

Ejemplo 4.19 Para la matriz

3 -2 2
Ai=|1 2 -3 [,
4 1 2

el desarrollo de Laplace (4.18) para la primera fila ( = 1) es:

det|A| = AJ(A°)] + AJ(A%); + A5(A)3
2 _3 1 -3 12
=3 |7,
41

= 3(7)+2(14) + 2(=7) = 35.

También se puede obtener la matriz inversa de la siguiente manera:
| MCofAdj [A;i]
AT = L 7]
J det|AZ] '

donde MCofAdj es la matriz de cofactores.

3 -2 2
Ejemplo 4.20 Dada la siguiente matriz: A; =111 2 -3
4 1 2
Primero procedemos a calcular el determinante
3 -2 2
det Al =] 1 2 -3 |=35.
4 1 2
Calculemos ahora la matriz cofactor:
2 -3 1 -3 1 2
A% ='(=1)? =7, (A3 =(-1)° =14, (A3 = (-1)* = -7,
(A == | (A% =0, (A% = (1],
-2 2 3 2 3 -2
AT = (-1)? =6, (A3 =(-1)* =-2, (A3 =(-1)° =11,
(A= (0*| 7 D=6 (=0t ) (A% =07
-2 2 3 2 3 -2
A3 = (—1)4 =2, (A% = (—1)° =11, (A93 = (-1)° =8.
(=0t =2 = ] (A% =10
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Por lo tanto, la matriz de cofactores y la adjunta son:

T 14 =7 7 6 2
(A)°=1 6 —2 —11 | = MCofAdj[A}] = 14 -2 11
2 11 8 -7 —11 8
Y ahora si, la matriz inversa:
L ) 7 6 2
(A%) = | 4 2 u
-7 —11 8

4.3.6 Diferenciacion de operadores y representacion matricial

Retomemos, ahora en el lenguaje de representaciones matriciales de operadores, lo que desarro-
llamos en la seccién 4.1.6. Dado un operador A(t), el cual supondremos dependiente de una variable

arbitraria ¢, podremos definir la derivada como:
dA(t) T A(t+ At) — A(t)
1m

dt  At—o At ’
por lo tanto, si (u*|A|u;) = A¥ entonces:

dAl o dAlL dAL
k dA;,
a at ), dt dt : :
dAp  dAp dAn
At At dt

La regla es simple, la representacién matricial de la derivada de un operador serd la derivada de cada

uno de sus elementos. Por ejemplo:

d z? 2 1 2z 0
P e Bz = 0 —e* 5
32 3 cos(w) 922 0  —sen(z)

De igual forma tendremos las reglas usuales de la diferenciacién y por lo tanto se cumplird
d(A[) +B() _ dA®) | dB(@)

dt dt dt
es decir:
b HEDEEON ) — &) ) + B0 ) = S (Al + (B0 )
d d
= S (M A ) + 3 (B )
_ ok dAR) dB(t), _ d(A(t))  d(B(#))
B (uk]7|ul> + (] dt fus) = dt * e -
Del mismo modo se cumplira:
d (A(t)B(t)) _ dA(t)B(t) —i—A(t)%,

dt dt
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con la precaucién de que no se puede modificar el orden de aparicién de los operadores. Es facil ver que:
d (A()B(?)) d

(u"|

us) = M ADB) ) = S (AT B(E) )

= <<uk\A(t)!um><um|B(t)|ui>>

— T g 1) -+ G ) I

at
dA(t) _dB(?)
at at

dit

= (u”] [t ) ™ [B(E) i) + (@[ A () ) (u i) -

Practicando con SymPy ‘

1. Consideremos la transformacién lineal del ejercicio resuelto con anterioridad:

T:R3 = R, T[(z,y,2)] = (x+y,2— 22,2+ 2y + 32,y — 22) .

[1]: import sympy

from sympy import *

init_printing()

Definamos la matriz

[2]:  # Definimos las variables simbdlicas

X, ¥y

b

= symbols('x y z')

C11, C12, C13, C14 = symbols('C11 C12 C13 C14')

Cc21, C22, C23, C24
C31, C32, C33, C34

symbols('C21 C22 C23 C24')
symbols('C31 C32 C33 C34')

# Definir la funcidén T(z, y, z)
def T(x, y, 2z):

return Matrix([x +y, x - 2 *x 2z, x + 2 *x y + 3 x z, y - 2 * z])

Escribimos ahora los vectores de la base en R*:
Matrix([1, 1, 1, 11)

[3]: el
e2 =
e3
ed

Matrix ([0, 1, 1
Matrix ([0, O, 1, 11)
Matrix ([0, O, O

» 11)

3

» 1D

b

Resolvemos los sistemas de ecuaciones

[4] ;- sol1
sol?2
sol3

linsolve(T(1, 1, 0)-Cli*el-C12*e2-C13*xe3-Cl4x*e4,(C11,C12,C13,C14))
linsolve(T(1, 0, 1)-C21*el-C22*e2-C23*e3-C24x*e4, (C21,C22,C23,C24))
linsolve(T(0, 1, 1)-C31*el-C32*e2-C33*e3-C34x*e4, (C31,C32,C33,C34))

# Astignar las soluctones

C11, C12, C13, Ci4

soll.args[0]

Cc21, €22, €23, C24 = sol2.args[0]

C31, C32, C33, C34

sol3.args[0]

Calcular ahora las componentes del tensor
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[5]:

[6]:

T11
T21
T31
T12
T22
T32
T13
T23
T33
T14
T24
T34

Cli*(el.
C21%(el.
C31x(el.
Cli*(e2.
C21*(e2.
C31%*(e2.
Cl1x(e3.
C21%(e3.

C31x(e3.
Cl1*(e4d.
C21*(e4.
C31x(e4.

dot (el))+C12*(el.
dot (el))+C22x(el.
dot (el))+C32x*(el.
dot (el1))+C12*(e2.
dot (el))+C22* (e2.
dot (el))+C32x(e2.
dot(el))+C12x*(e3.
dot (e1))+C22* (e3.
dot (el1))+C32*(e3.
dot(el))+C12x*(e4.
dot (el))+C22x(e4.
dot (el))+C32x(e4.

# Construir la matriz

T_matrix=Matrix([[T11,T21,T31], [T12,T22,T32], [T13,T23,T33], [T14,T24,T34]])

T_matrix

7T 2 3
5 1 2
4 2 4
1 -2 -1

dot (e2))+C13*(el.
dot (e2))+C23* (el.
dot (e2))+C33*(el.
dot (e2))+C13*(e2.
dot (e2))+C23* (e2.
dot (e2))+C33* (e2.
dot (e2))+C13*(e3.
dot (e2))+C23x*(e3.
dot (e2))+C33*(e3.
dot (e2))+C13*(e4.
dot (e2))+C23%* (e4.
dot (e2))+C33x*(e4.

Podemos repetir los cdlculos pero ahora con la base canénica:

C11,
Cc21,
C31,
el =
e2 =
e3d =
ed =
soll
sol2
sol3

C11, C12, C13, Cl4 =
€21, C22, €23, C24
€31, €32, (33, C34

T11
T21
T31
T12
T22
T32
T13

Ci12, C13, Ci14
C22, C23, C24
€32, C33, C34
Matrix([1,
Matrix ([0,
Matrix ([0,
Matrix ([0,

0, 01)
0, 01
1, 01)
0, 11)

symbols('C11 C12 C13 C14')
symbols('C21 C22 C23 C24')
symbols('C31 C32 C33 C34')

dot (e3))+C14x(el.
dot (e3))+C24*(el.
dot (e3))+C34x*(el.
dot (e3))+C14x(e2.
dot (e3))+C24x (e2.
dot (e3))+C34*(e2.
dot (e3))+C14x*(e3.
dot (e3))+C24x(e3.
dot (e3))+C34% (e3.
dot (e3))+C14x*(e4d.
dot (e3))+C24x* (e4.
dot (e3))+C34x(e4d.

dot (e4))
dot(ed))
dot (e4))
dot (e4))
dot (e4))
dot(ed))
dot (e4))
dot (e4))
dot (e4))
dot(ed))
dot(e4))
dot (e4))

linsolve(T(1, 1, 0)-Clixel-C12*e2-C13*e3-Cl4x*e4,(C11,C12,C13,C14))
linsolve(T(1, 0, 1)-C21*el-C22*e2-C23*xe3-C24x*e4, (C21,C22,C23,C24))
linsolve(T(0, 1, 1)-C31*el-C32*e2-C33*e3-C34x*e4, (C31,C32,C33,C34))

# Asignar las soluctones

Clix(el.
C21*(el.
C31*(el.
Clix(e2.
C21*(e2.
C31x*(e2.
Cl1x(e3.

dot(el))+C12x*(el.
dot (el1))+C22*(el.
dot (el1))+C32*(el.
dot(el))+C12x*(e2.
dot (el))+C22x(e2.
dot (el))+C32x(e2.
dot (el))+C12x*(e3.

soll.args[0]
s0l2.args[0]
so0l3.args[0]

dot (e2))+C13*(el.
dot (e2))+C23*(el.
dot (e2))+C33*(el.
dot (e2))+C13*(e2.
dot (e2))+C23* (e2.
dot (e2))+C33x*(e2.
dot (e2))+C13*(e3.

dot (e3))+C14x*(el.
dot (e3))+C24x(el.
dot (e3))+C34x(el.
dot (e3))+C14x*(e2.
dot (e3))+C24* (e2.
dot (e3))+C34x(e2.
dot (e3))+C14x*(e3.

dot (e4))
dot (e4))
dot (e4))
dot(ed))
dot (e4))
dot(e4))
dot (ed))
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2.

[7]:

[8]:

[9]:

[10]:

T23 = C21*(e3.dot(el))+C22x(e3.dot (e2))+C23*(e3.dot(e3))+C24*(e3.dot(ed))
T33 = C31*(e3.dot(el))+C32+(e3.dot (e2))+C33*(e3.dot(e3))+C34*(e3.dot(ed))
T14 = Cl1*(ed.dot(el))+C12+(ed.dot(e2))+C13*(ed.dot(e3))+C14*(ed.dot(ed))
T24 = C21*(ed.dot(el))+C22+(e4d.dot(e2))+C23*(ed.dot(e3))+C24*(ed.dot(ed))
T34 = C31*(ed.dot(el))+C32*(ed.dot(e2))+C33*(ed.dot(e3))+C34%*(ed.dot(ed))

# Construir la matriz
T_matrix=Matrix([[T11,T21,T31], [T12,T22,T32],[T13,T23,T33], [T14,T24,T34]])

T_matrix

1 1
-1 =2
4 5
-2 -1

R

Dada una transformacién T : R? — R3, donde una base para R3 es:
le;) = {(1,2,1),(1,1,0),(0,0,3)} € R?,
y las imégenes de esta base respecto a la base canénica en R? son:
T(ler)] = (3,3), Tlle2)] = (6,3), Tfles)] = (3,6).

. Qué transformacion estarfa asociada a las coordenadas canénicas en R3?
Escribamos los vectores

# Los wvectores el, e2, e3

el = Matrix([1, 2, 1])

e2 = Matrix([1, 1, 0])

e3 = Matrix([0, 0, 31)

Abhora introducimos las imdgenes:

# Los vectores Tel, Te2, Te3

Tel = Matrix([3, 3]1)
Te2 = Matrix([6, 3])
Te3 = Matrix([3, 6])

Respecto a estas coordenadas la transformacion tiene la siguiente representacion vectorial:

A = Matrix([Tel.T, Te2.T, Te3.T])

A

33
6 3
3 6

Lo que queremos es buscar la representacién matricial de la transformacion pero respecto a la base
candnica, por lo tanto debemos buscar primero el cambio de base a la base canénica en R?

B= Matrix([[el , e2, e3]]).T

B
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[10]: 1 21
110
0 0 3

[11]: E=B.inv()

[11]: -1 2 %

)
o
W=

En la base candnica la transformacion tiene la siguiente representacion:
[12]: # Calcular AE

AE = (E @ A).T

AE

[12]: 10 -4 1
5 -2 2

Por lo tanto la transformacion es:
[13]: def T(x, y, 2):

return Matrix([10*x -4*y +z, B5*x - 2%y +2%z])
[14]: T(x,y,z)

[14]: 10x — 4y + 2
dr — 2y + 22

Podemos verificar si el resultado es el correcto comparando con A
[15]: a, b= symbols('a b')

el = Matrix([1, 0])

e2 = Matrix ([0, 1])

soll = linsolve(T(1, 2, 1) - a * el - b * e2 , (a, b))

soll

[15]: {(3,3)}
[16] :* s0l2 = linsolve(T(1, 1, 0) - a *x el - b *x e2 , (a, b))
sol2

[16]: {(6, 3)}
[17]: so0l3 = linsolve(T(0, 0, 3) - a *x el - b *x e2 , (a, b))
sol3

[(17]: {(3, 6)}
3. En este ejercicio vamos a introducir algunos comandos basicos que nos permitiran realizar opera-
ciones tipicas con matrices.

Dada la siguiente matriz:



[18]:

[19]:

[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

[24]:

[25]:

Representacion matricial de operadores

[18]:

[19]:

[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

[24] :

[25]:

A = Matrix([[1, 2, 3],

A

Nl

Tt 0 N

- Ot W

La traspuesta es:

AT

W N =

La matriz adjunta es la traspuesta de la matriz de cofactores de A.

A adjoint ()

w NN =

Para la matriz inversa:

A.inv()
1 _1
13 13
_29 23
91 91
4 _1
7 7

El determinante

Tt 00 =~

(G2 BENO RSN

= Ot ©

= Ol ©

A.det()

-91

La matriz identidad
I3 = eye(3)

I3

1
0

0
1

0
0

0 0 1
I3.det()

1

[4’ 8’ 5]’

Podemos comprobar que A™'A =1

A.inv() © A

o O =

S = O

0
0
1

[9, 5, 411)
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[26]: A

[26] : 1 2
4 8
9 5

=~ Ot W

Para calcular la menor (7, j) de la matriz, es decir, eliminar la fila 7 y la columna j de una matriz
se debe escribir:
[27]: A.minor_submatrix(1l, 1)

[271: L3
9 4
[28] : | A.minor_submatrix(0, 0)

[28]: 8 5
5 4

[29]: A.upper_triangular()

[29]:

S O =
S 00 N
=~ ot W

[30]: A.lower_triangular()

[30]:

Ne R N
v o O
-~ O O

La traza
[31]: A.trace()

[31]: 13
Consideremos ahora la matriz
[32]: al, a2, a3 = symbols('al a2 a3')
N = Matrix([[1, 3, 0, 0], [y, z, 0, o], [0, O, x, 0], [0, O, O, 011)
N

[32]:

o o w =
S O v W
o 8 O O©
o O o O

Podemos obtener las submatrices cuadradas de la diagonal principal de una matriz cuadrada. Esta
opcidn es muy util para invertir matrices simbdlicas o resolver sistemas de ecuaciones lineales que
pueden desacoplarse al tener una estructura diagonal en bloque.
[33]: al, a2, a3 = N.get_diag_blocks()
al
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[33]: -1 3
_y Z
[34]: a2
[34]: _4
[35]: a3
[35]: _0}

Para matrices complejas, la matriz conjugada:
[36]‘ M = Ma-trix([[l; I) O], [_17 25 _I], [I, 1’ 2]])

M
[36]: L 7 0
-1 2 —i
t 1 2
[37]: M.C
[371: L =i 0
-1 2
-1 2
El rango:

[38]: M.rank()

[38]: 3

Disponemos de una funcién directa para exp(M ), que se entiende como la matriz cuyo elemento
i, 7 esigual a exp(M[i, j]).
[39]: R = Matrix([[1, 2], [0, 11D)
# Para calcular la exponencial de la matriz R

exp(R) .simplify ()

[39]: e [ 2e
0 e

Si por ejemplo, queremos calcular (1 — ) podemos hacer lo siguiente:

[40]: Matrix([[(1-x)**M[i, j] for j in range(M.shape[1])] for i in range(M.

—shape[0])])
[401% -z (1-a) L
= (1-2? Q-2

1—z) 1-—2z (1—2z)?
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4.3.7 Ejercicios

I. Considere el espacio Py de polinomios de grado N en ¢, vale decir, |f); < Zf:[:[) ant™,
considere ademds un operador T = ¢*? = exp(2D), con D = %.

(a). Muestre que T|p); = |p)i+a, esto es que el operador T puede ser considerado un operador
traslacion espacial para los polinomios P(t) de grado N.

(b). Considere que el espacio de polinomios estd definido en el intervalo [—1, 1], que definimos
un producto interno de la forma (f|g) = f_ll fgdt y un espacio de polinomios de grado
N = 2. ;Cudl es la representacion matricial de T en la base de polinomios de Legendre
{Po, P1, P»}?

2. Considere ahora el espacio vectorial P ;) 4 de polinomios en ¢ de grado 4, definidos en‘el intervalo
[—1,1]. Esto es | f); < Zizo ant™ y este espacio estd equipado con un producto interno de la
forma (f|g) = f_ll f(t)g(t) dt. Considere ademds para este espacio vectorial un operador lineal
representado por T = eP = exp(ID),donde D = %. Claramente, podemos encontrar dos bases para
ese espacio vectorial: {1,¢,2,3,¢*} y la base de polinomios de Legendre { Py, Py, P, P3, P;}.

(a). Considere el polinomio |f); <+ f(t) = 5t + 3t> + 4t>. Encuentre la expresién de este
polinomio en término de las bases arriba mencionadas. ;Cuadl es la matriz de transformacién
de las componentes de ese vector entre ambas bases?

(b). Construya un proyector sobre el subespacio P ;), de polinomios de grado 2 y encuentre
la proyeccién de |f); en ese subespacio. Discuta las diferencias y semejanzas entre las
proyecciones de |f); en ese subespacio expresado en las bases {1,t,t2} y {Py, P, P»}.
Recuerde las relaciones entre proyectores y bases ortonormales de la seccién 4.1.4.

(c). Para P (4)4, construya el operador inverso T—1, el adjunto del operador TT y precise si T, es
Hermitico o unitario.

(d). ¢Cudles son las representaciones matriciales de T en P ;) 4, para cada una de las bases mencio-
nadas? ;Cémo transforman las representaciones? Compruebe que la traza y el determinante
de ambas representaciones matriciales coinciden.

(e). (Cudles son las representaciones matriciales de T~y T' en P 1) 4 para cada una de las bases
mencionadas ? ;Cémo transforman esas representaciones?

3. Heredando el formalismo de la Mecénica Cldsica, se construye en Mecdnica Cudntica el operador

hamiltoniano, hermitico, para un sistema unidimensional como:
]P)2
H= o + V(X),

donde H,P y X son operadores, y V(X) un operador que es una funcién de otro operador.
Adicionalmente, uno puede construir el siguiente operador: [X, P| = iAl.

(a). Determine los siguientes conmutadores: [H, P, [H, X] y [H, XP)].

(b). Suponga que H|v,,) = E,|1¢y) y entonces calcule la representacion matricial del siguiente

operador (¢™|[A, H]|4),,), para un operador arbitrario A.

4. Considere la representacion matricial de un operador en la base candnica de la forma:

(o)

¢Existira algtin operador B, no singular, tal que Diag = B~'AB, con Diag un operador diagonal?

Si ese fuera el caso ;Cudl serfa la representacion matricial de ese operador B, en la base candnica?
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Justifique su respuesta.

5. Sea la matriz

MI(t) = ( cos(wt)  sen(wt) ) '

—sen(wt) cos(wt)

Demuestre que:

2
(?gt):—w2M(t).
6. Dada a matriz:
1 10
Al=1111],
0 1 1
evaliie: A2, A3, AAT,
7. Dada la matriz:
0 0 =
AZZ —i 0 ;
0 -1 0

demuestre que A" = AAA... =1, conn # 0.
8. Considere el siguiente “operador vectorial” o = 0,1 + ij + JZR, donde las matrices 0,0y, 0
son los operadores de Pauli que discutimos en la seccion 4.18 'y, mucho antes definimos (en la

pagina 120) su representacion matricial en la base canénica como:

i (01 i [ 07=i i (1 0 i (10
(O'x)j—<10>’ (Uy)j_<i 0>v (Uz)j—<0_1>’ (]I)j_<01)'

El vector direccion puede escribirse como:

n = sen(f) cos(¢)i + sen(#)sen(¢)j + cos(0)k = n i+ nyj +n:k,

conlocual: o - n = n,o, +nyoy +n.0;.

A partir de todo lo anterior calcule la representacion matricial del siguiente operador en la base

exp <;¢a~n> .

9. Dadas las siguientes representaciones matriciales:
0 V2/2 0 0 iv2/2 0
Lo)j=1v2/2 0 v2/2 |, Ly;=| -iv2/2 0 iv2/2 |,
0 V2/2 0 0 —iv2/2 0

candnica

demuestre las siguientes reglas de conmutacion:
(a). LgILy — LyL, =L..

(b). LyL, — L,L, = L,.

(©). L,Ly — LgIL, = il,.

(d). L2+ L2+ 12 =2
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10. Calcule los siguientes determinantes:

-2 5 0 -1 3
11 2 3 1 0 2 3
2 0 2 ) 1 37 -2
1 2-2% 2 3 0 1 -2 1
010/, : , |3 -1 0 5 -5
2 3 1 5 3 -3 4 -2
2 0 0 \ 2 6 —4 1
2 3 1 9-u -2 1 -2 0
0 -3 -1 2

11. Utilizando las propiedades de los determinantes resuelva para x

r+2 z+4 -3

xr+3 = x+5|=0.

r—2 -1 z+1
12. Utilizando la propiedad lineal de los determinantes calcule:
a+b n+p
c+d qg+r
13. Encuentre el determinante de la matriz 4 x 4 definida por la funcién:

Am
Tt

14. Muestre que si las filas de un determinante de orden 7 son linealmente independientes, entonces

sus columnas son también linealmente independientes.

15. Dada la representaciéon matricial de un operador B :

11 3
Bi=| 1.1 -3
3 -3 -3

(a). Encuentre la representacion diagonal y la base que diagonaliza esta matriz.
(b). Muestre que la traza y el determinante de ambas representaciones matriciales coinciden.
(c). Encuentre la matriz de transformacion a la representacion diagonal.

16. Pruebe que la representacion matricial, 2 X 2 mds general para un operador unitario y simétrico

(vale decir: SST = Iy ST = S) puede ser escrita como:

(S)i = 57 — ( ol V1= a2l )
. I iv1 — a2el(B+7) ae?™ ’
con «, B y«y pardmetros reales y, adicionalmente 0 < o < 1.
17. Considere las matrices:
0 —i i V3 —V2 -3
Ai=| i 0 —i |, Bi=—0| 1 V6 -1
-t 1 0 2 0 2
Diga'si son: (a) reales, (b) diagonales, (c) simétricas, (d) antisimétricas, (e) singulares, (f) ortogo-
nales, (g) hermiticas, (h) antihermiticas, (i) unitarias o (j) normales.

; 10 1 ;
[8. Dada una matriz hermitica (H); = 5 0 ) construya la matriz unitaria (U), tal que
—3i

(UTHU); = (]D)iag)é. donde (]D)iag);. es una matriz real y diagonal.
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19. Utilizando el método de eliminacion de Gauss-Jordan encuentre la inversa de la matriz:

123
Ai=14 85
9 5 4

20. Encuentre la matriz inversa de las siguientes matrices:

/2 1/2  1/2  1/2

2 4 3 1 10
; ; 1/2 1/2 -1/2 -1/2
S Rl I Al IR R A 1?2 1//2 1//2 1?2
-3 3 2 0 1 1

1/2 —-1/2 —-1/2 1/2
Ademis, calcule: BT (A) !By (2A + (B)~'BT)AT.
21. Considere matrices ortogonales, reales 3 x 3 las cuales, adicionalmente cumplen con: det |[M| = 1.
(a). (Cudntos parametros reales son necesarios para caracterizar univocamente a este tipo de
matrices?
(b). (Este tipo de matrices forman grupo bajo la multiplicacién de matrices?
(c). Si ahora considera la matrices ortogonales reales con det |[M| = —1 ;Este tipo de matrices

formardn grupo bajo la multiplicacién? Justifique su respuesta.

4.4 Sistemas de ecuaciones lineales

Una de las aplicaciones mads ttiles del dlgebra de matrices es la resolucion de sistemas de ecuaciones

lineales.
Ajzt 4+ Aj? + A" =
Azt 4 A% 4 A% = P

Azl + AT + - A" =
Este sistema puede ser-expresado de una forma mds compacta:
A% =¢* con i=1,2,.,n y a=1,2,..m,
por lo tanto, tendremos m ecuaciones lineales para n incégnitas (581, z2, .- a:”) Las cantidades A§
resultan ser las componentes de la matriz de los coeficientes.

Si todos los ¢ son cero el sistema se denomina homogéneo, en caso contrario inhomogéneo.
Puede resultar que el conjunto de las incégnitas {z*} represente una solucién, infinitas soluciones o que
simplemente no exista una solucién para el sistema.

Este problema puede ser pensado como un problema de un operador A en el espacio vectorial de
transformaciones lineales £ (V, W), donde dim(V) = n y dim (W) = m, con las ¢ las componentes
del vector transformado:

lc) = Alz) — ¢ = A%a’ .

Como lo discutimos en la seccién 4.2.1, el operador A aplicard todo vector de V en algiin subespacio
(o todo el espacio) de W. A este subespacio se le denomina el rango o recorrido de A y su dimensién

es igual al rango del operador A. Si A;'- es no singular, entonces existe algtin subespacio de V que es

aplicado al vector cero de W, es decir, se cumple que A|z’) = |0), donde al conjunto de vectores {|z’)}
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se le llama el espacio nulo de A. A continuacién, mostraremos algunos métodos para la resolucién de

sistemas de ecuaciones lineales.

4.4.1 Eliminacion de Gauss-Jordan

Uno de los métodos mas utilizados es el de la eliminacién de Gauss-Jordan, el cual se basa en el
intercambio de ecuaciones y la multiplicacién apropiada e inteligente por constantes y resta de ecuaciones.
La idea es construir una matriz triangular superior para poder luego despejar desde abajo.

Veamos como se aplica el método para resolver el sistema de ecuaciones. Primeramente escribimos

el siguiente arreglo:
a 2 3 =15

b 4 4 =3\ 3|,
c | -2 3 —-1|1

entonces para eliminar x de la fila ¢ (o la ecuacién ¢) sumamos la fila a con la ¢, a + ¢ y esta nueva

ecuacion sera la nueva ¢
2 3 —-11 5

4 4 -3\ 3|,
d 106 —2|6

> Q

ahora —2a + b sera la nueva b

finalmente 3b" + ¢/
a 2 3 -1 5

b 0 -2 —-1| -7
” 0 0 -5 —15
Este sistema es equivalente al primer sistema de ecuaciones, el lector puede verificar que poseen el
mismo determinante. Po lo tanto, la solucién emerge rdpidamente:
—5z=—-16—=2=3, 2y—2=—-T7—2y-3=-T—-y=2, 22+3(2)—-3=5—>z=1.
Es bueno recalcar que los sistemas de ecuaciones lineales no necesariamente tienen solucion y a

veces tienen mas de una solucion.

4.4.2 - El método de la matriz inversa

El analisis matricial nos puede ayudar a investigar sobre las posibles soluciones de un sistema de

ecuaciones lineales, como vimos, en notacién de matrices el sistema se puede escribir de la manera

siguiente:
1 1 1 1 1
A A - AL x c
2 2 2 2 2
A7 A5 - Az x c P
. . i = i = Ajz’ =c.
AP AR - AT " cm

Podemos considerar a cada columna de la matriz A;'- como un vector, entonces el rango r de la matriz
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A; serd igual al nimero de vectores linealmente independientes, este nimero es también la dimensién
del espacio vectorial que expanden estos vectores.
Con respecto a las posibles soluciones del sistema podemos decir:
1. Si ¢ pertenece al rango de A; y ademds » = n, entonces todos los vectores del conjunto son
linealmente independientes y el sistema tendrd como tnica solucién al conjunto {z!, 22, ... 2"},
2. Si ¢! pertenece al rango de A;'. y ademds r < n, entonces Unicamente 1 vectores seran linealmente
independientes. Esto significa que podremos escoger los coeficientes de los n — r vectores de
manera arbitraria sin dejar de satisfacer el sistema. Por tanto, existird un ndmero infinito de
soluciones, que expanden un espacio vectorial de dimensién n — 7.

3. La otra posibilidad es que el sistema no tenga solucién, en este caso ¢’ no pertenece al rango de

i
Aj. A
Cuando el sistema es homogéneo, ¢ = 0, claramente existe una solucién que viene a ser la trivial:
{z! = 2% = ... = 2" = 0}, ademds, si 7 = n ésta serd la tinica solucién. Es bueno anotar que si hay

menos ecuaciones que incégnitas (m < n) entonces automéaticamente r < n, por lo tanto un conjunto
de ecuaciones lineales homogéneas con menos ecuaciones que incgnitas siempre tiene una infinidad de
soluciones.

Debemos considerar el importante caso cuando m = n, es decir, la matriz A;- es cuadrada y existe
igual niimero de ecuaciones como de incégnitas. Al ser cuadradala matriz se tiene que la condicién r = n
implica que la matriz es no singular (det |A§| # 0). El casor < n se corresponde a que det |A;| =0.

Para resolver el sistema de ecuaciones consideremos lo siguiente: dada la matriz A%, n x n no

singular, entonces A;. tiene una matriz inversa, tal que:

Qg i i (i1
Ajx) = = @' = (A45)7 .

Siguen un ejemplo de solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas.

Ejemplo 4.21 Resolver el sistema:
20! + 42 + 323 =4, wt— 222 — 223 =0, —3z' + 322+ 22° = 7.

Utilizando el método de la matriz inversa.

Este sistema de ecuaciones se puede escribir como:

2 4 3 x!
A;@j = = 1 -2 =2 x2 = 0 ,
-3 3 2 a3 -7

donde A;'- es la matriz de los coeficientes.

Luego de calcular la matriz inversa de A;- entonces resulta que

! R R 4 2

= (A;i)*lcj = | 22 | = % 4 13 7 0 | =] -3

z? -3 —-18 -8 —7 4

Existe entonces una tnica solucién al sistema, que es: {z! = 2,22 = -3, 2% = 4}.
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4.4.3 Factorizacion LU

El método de la matriz inversa es relativamente simple, pero laborioso cuando se trata de resolver
sistemas de ecuaciones muy grandes. La factorizacién o descomposicién LU (Lower-Upper) es una
técnica, existen varias de este tipo, para factorizar una matriz como el producto de una matriz triangular

inferior y una matriz triangular superior. Si A es un matriz cuadrada no singular, entonces:
id i i _ rirrk
Ajx? =c = AL =LU;,
las matrices LZ yU, ,i serdn tnicas.
Este método es basicamente una versioén de el método de Gauss-Jordan, pero es més eficiente a la

hora de ser implementado en algoritmos computacionales tanto algebraicos como numéricos.

Para matrices 3 x 3 el método se implementa de la siguiente manera.

1 0 0 Ut us Ul U} Us U}
Ai=| 12 1 0 0 U v: |=| v} 13U} +U3 LU+ U2 :
L3 L3 1 o o0 U3 LU} L3U3 + L3U3 L3U3 + LU + U3

las nueve incdgnitas se obtienen igualando con las componentes conocidas de la matriz A. Con L y U
determinadas tenemos entonces que
irrk,g _ i
LUz = ¢,

por lo tanto, se debe realizar los calculos en dos partes:

yluego UFz™=yF.

primero Liyk =

Con la matrices L y Uk se puede calcular el determinante de la matriz Aé- de una manera més
directa. Es fécil ver que como det |L| = 1, tenemos que

det |A| = det[LL| det |U| = det [U] = [J U} .
=1

Es decir, det |A| es igual al producto-de los elementos diagonales de la matriz triangular superior.
Ejemplo 4.22 Resolver el mismo sistema de ecuaciones anteriormente estudiado:
20t +4x? +323 =4, 2t — 222 — 223 =0, 32! + 322+ 223 = —7.

Pero utilizando el método de factorizacién LU.

La matriz de los coeficientes es:

2 4 3
Ai=1 1 -2 -2
-3 3 2
o Caleulo de Lj y U¥
2 4 3 Ui Us Us,
1 -2 -2 | =| LU} LU+ U2 LU + U3, ,
-3 3 2 LUl L3Us + L3U2 LU + L3UZ + U3 .

Con los valores de inicio: U} = 2, Ui = 4, Us = 3 se procede a resolver las ecuaciones:
LUt =1 LU} = -3,
LU +U2=-2 LU} +U2=-2,
L3US 4+ L3U3 =3 L3U3 + L3UZ + U3 = 2.
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por lo tanto

1 0 O 2 4 3
. ok
A; = LUj = 1/2 1 0 0 —4 -7/2
-3/2 —-9/4 1 0 0 -11/8
o Resolvemos primero L};yk = ¢!, lo cual es bastante ficil
1 0 0 yt 4, Yyt =4,
/2 1 0 v =1 o, | = v¥=-2,
3 3 11
-3/2 -9/4 1 y —7. v=—5.
o Con este resultado resolvemos: U¥ ™ = y/*, y obtenemos la solucién
2 4 3 z! 4 zl =2,
0 —4 -7/2 22 | = -2 =  22=-3,
0 0 -—11/8 3 —11/2 3 =4,

4.4.4 Método de Cramer

Un método alternativo para resolver sistemas de ecuaciones lineales es la conocida regla de Cramer.

El funcionamiento del método lo podemos ilustrar con un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas:

Ajxt + Aba? + AL = e
Alxt 4+ A% + A3 = &,
Al 4 A3 A3 = P
Como mencionamos anteriormente, el determinante de una matriz,
Al Ay Ay
det|A| =det| A2 A% A% |,
AY A A
no cambia bajo la operacién, por ejemplo, de sumarle a la primera columna las cantidades:
Al A Ay AL+ (@2 fah) A + (2°/2h) Ay Ay Ag
det|A| = | A2 A% A% | =det| A? + (22/2Y) AL + (23/21) A2 A% A% |,
4 a A D4 (22/aV) AL + (a8/a)) A AT A3
lo cual es igual a:
) ct Al Al .
det [A| = —det| ¢ A3 A3 | = —gdet]A].
z x
S A3 A3

Se puede hacer lo mismo con las otras dos columnas para obtener:

detd] © " T det]Al T T T det|A]
Donde los determinantes, det |A|, son los determinantes de Cramer:
oAl Al AL oAl Al
det|Ai| =det| ¢ A3 A% |, det|Ay|=det| A? 2 A3 |, det|As|=det| A3
S A3 A3 A3 B A A3

Se puede demostrar que si det |A| # 0, entonces la solucidn asi obtenida es dnica.

A3
A3
A3
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Ejemplo 4.23 Resolver, nuevamente, el sistema de ecuaciones:
20l + 42 + 323 =4, 2t — 222 — 223 =0, —3z' + 322+ 22° = 7.

Utilizando ahora los determinantes de Cramer.

Esto es:
2 4 3 zt 4
A§xj:ci,:> 1 -2 =2 22 | = 0 = det|A| =11.
-3 3 2 3 —7
Los diferentes determinantes de Cramer son:
4 4 3 2 4 3
det |[Aj|=det| 0 -2 -2 |=22,det|Ag]=det| 1 0 -2 |=-33,
-7 3 2 -3 -7 2
y
2 4 4
det|[Az] =det| 1 -2 0 |=44
-3 3 -7
de manera que
S22y el B g W,
11 11 11

Practicando con SymPy

1. Resolveremos el siguiente sistema se ecuaciones lineales por el método de Gauss-Jordan
27t +42? 32 = 4
ot —222 -2 = 0
~8xV+ 322 +22° = -7
[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

Introducimos el sistema de ecuaciones:

[2]:  # Definimos las variables simbdlicas
x1, %2, x3 = symbols('xl x2 x3')
ecl=Eq(2*x1+4*x2+3%x3,4)
ec2=Eq(x1-2xx2-2%x3,0)
ec3=Eq(-3*x1+3*x2+2*x3,-7)

ecl,ec2,ec3
(221 + 4wg + 3z = 4, x1 — 229 — 223 = 0, —3x1 + 322 + 223 = —7)

Construimos la matriz de coeficientes y la denominaremos A
[3]: A = Matrix([[2, 4, 3], [1, -2, -2], [-3, 3, 2]]1)
A
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[3]: 2 4 3
1 -2 -2
-3 3 2

Le agregamos la columna con los elementos independientes

[4]: M = A.col_insert(3, Matrix([4, 0, -71))

M
[4]: 2 4 3 4
1 -2 -2 0
-3 3 2 =7

Calculamos la forma escalonada de la matriz
[5]: M.rref()

[5]: 100 2
01 0 =3|,(0,1,2)
001 4
De la tltima fila es ficil determinar que 23 = 4. Los otros dos valores que resultan son 22 = —3
yal =2
Por supuesto podemos recurrir al calculo directo:
[6]: sol = linsolve([ecl,ec2,ec3], (x1, x2, x3))
sol
[el: {(2, -3, 4)}
2. Resolvamos nuevamente el mismo sistema pero ahora por el método de la matriz inversa.
La matriz inversa de A la denominaremos Ainv, y la calcularemos de la manera siguiente
[7]: Ainv =A.inv()
Ainv
[7]: o i
T
_3 18 /8
11 1 11
La matriz con los términos inhomogéneos la llamaremos C"
[8]: C = Matrix([4, 0,-71)
C
[el: 4
0
-7
Para que finalmente podamos hacer la siguiente multiplicacién de matrices:
[9]: Ainv*C
[9]: 2
-3
4

Por lo tanto: 2! = 2, 22 = —3, 23 = 4.
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3. Vamos ahora a resolver el mismo sistema pero usando la técnica de factorizacién LU.
Le podemos pedir al programa que intente factorizar la matriz A. Consultar el manual de SymPy
para mds detalles.
[10]: A.LUdecomposition()

[10] . 1 0 0 2 4 3
1 0,0 -4 =1/,
3 9 11
-3 -3 1 [0 0 =%
[11]: L, U, _ = A.LUdecomposition()
[12]: L,U
[12]: 1 0 O 2 4 3
1 7
3 1 0], (0 -4 —3
3 9 11
-3 —3 1] [0 0 =%
Podemos resolver entonces la primera parte, LY = C = Y = L7'C:
[13]: Y =L.inv()*C
Y
[13]: 4
-2
1
2
Y ahora UX = Y:
[14]: X =U.inv()*Y
X
[14]: 2
-3
4
Por lo que resulta que: ' = 2, 22 = -3, 23 = 4.

Notemos que:
[15]: A.det() == L.det()*U.det()

[15]% True

4. Utilicemos ahora los determinantes de Cramer. Para tal fin, construiremos las matrices eliminando
las columnas correspondientes.

[16] : | # Extraemos las columnas de la matriz 4

A1l = A.col(0)
A2 = A.col(1)
A3 = A.col(2)
A1,A2,A3

[16]:
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[17]:

[17]:

[18]:

[18]:

[19]:

[19]:

[20]:

[21]:

2 4 3
14{, -2, |-2
-3 3 2

Construimos las nuevas matrices con las matrices columnas anteriores

D1 = Matrix.hstack(C, A2, A3)

D2 = Matrix.hstack(Al, C, A3)

D3 = Matrix.hstack(Al, A2, C)

D1,D2,D3
4 4 3 2 4 3 2 4 4
o -2 -2(,1 o0 -2{,]1 -2 0
-7 3 2 -3 =7 2 -3 3 =7

# Calculamos los determinantes

x1 = D1.det() / A.det()

x2 = D2.det() / A.det()

x3 = D3.det() / A.det()

x1, x2, x3

(27 _37 4)

SymPy puede resolver el sistema AX ='C usando directamente la eliminacion de Gauss Jordan.

sol, param = A.gauss_jordan_solve(C)

sol

Si el sistema estd subdeterminado (por ejemplo, A tiene mds columnas que filas), son posibles infi-
nitas soluciones, en términos de pardmetros arbitrarios. Estos pardmetros arbitrarios se devuelven
como matriz de pardmetros.
Existen entonces algunas consideraciones a tomar en cuenta.
o El sistema puede contener mds incégnitas que ecuaciones, por ejemplo:
[20]: x, y, z = symbols('x y z")
ecul= Eq(x+y+z,1)
ecu2= Eq(x+2*xy+z,0)

ecl,ecu2

(2x1 +4x90 4+ 323 =4, x + 2y +2=0)
[21]: sol = linsolve([ecul,ecu2], (x, y, z))

sol

{(2-2, —1, 2)}

El programa nos estd sefialando que las soluciones en este caso son infinitas. Una solucién
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puede ser entonces la siguiente: {z = 2,y = —1, 2z = 0}.
Podemos también hacer lo siguiente:
[22]: # La matriz de coeficientes
A = Matrix([[1, 1, 11, [1, 2, 111)
# La matriz de los coefictentes inhomogéneos

C = Matrix([1, 0])

[23]: sol, param = A.gauss_jordan_solve(C)

sol,param

[23]: 2—19

-1 |, [n]

70

o El sistema tiene mds ecuaciones que incognitas, por ejemplo:
[24] : ecul= Eq(x+y,5)
ecu2= Eq(x+2*y,8)
ecu3= Eq(3*x+y,9)

ecul,ecu2,ecu3

[24]: (x4+y=5 x+2y=8, 3x+y=9)
[25]: sol = linsolve([ecul,ecu2,ecu3], (x, y))
sol
[25]: {(2, 3)}

Aqui, SymPy encuentra una solucién al eliminar una de las ecuaciones dependientes.
[26]: # La matriz de coeficientes

A = Matrix([[1, 11, [1, 2],[3,11])

# La matrtz de los coefictentes tnhomogéneos

C = Matrix([5, 8,9])

sol, param = A.gauss_jordan_solve(C)

sol,param

-

o El sistema no tiene solucién, por ejemplo:
[27]: ecul= Eq(x+y,5)
ecu2= Eq(x+2*y,8)
ecu3= Eq(3*x+y,10)

ecul,ecu2,ecu3d

[27] : (x+y=5 2+2y=8, 3z+y=10)
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[28]: sol = linsolve([ecul,ecu2,ecu3], (x, y))

sol

[28] : 0
Si intentamos resolver el problema utilizando “Gauss_jordan_solve” el programa dard un

mensaje de error “ValueError: Linear system has no solution”

4.4.5 Ejercicios

1. Resuelva, utilizando dos de los métodos anteriormente vistos, el siguiente sistema de ecuaciones:
2 4+3y+2 = 11,
r+y+z = 6,
5r —y+ 10z = 34.

2. Resuelva, utilizando el método de la matriz inversa, el siguiente sistema de ecuaciones:

' +222 432 = 1 ,
3zt +42? + 523 = 2,
o' + 322 + 423 = 3.

3. Demuestre que el siguiente sistema sélo tiene solucionsin =1o0n = 2
z+y+z =1,
x+2y+4z = n,

x+4y+10z = 7.

4. Encuentre las condiciones sobre 7 para que al resolver el sistema

ol = 1,
=224+ 32% = —1,
22t — 222 + nwg = —2.

(a). tengauna solucién |,

(b). no tenga solucién

(c). tenga infinitas soluciones .
Encuentre todas las soluciones que puedan existir.

5. Encuentre la factorizacion LU de las siguientes matrices:

2 -3 1 3
5609 1 4 -3 -3
Ai=1 0 5 |, Bi= U
/ " 5 3 -1 -1
2 -2 16
3 6 -3 1

o Resuelva A;:pj = ¢!, cuando: ¢, = (219 28) y ¢c; = (21 722).
o Resuelva BX 2™ = c¥ cuando: ¢; = (—418 —5)yc, = (—100 —3 — 24).
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6. Utilizando la regla de Cramer resuelva el siguiente sistema:
132 + 2222 —132% = 4,
10zt — 822 — 1023 = 44,
9z' — 182% — 92° = 72.

7. Utilizando cualquiera de los métodos anteriores resuelva:

s+t = 7,
el + 222 + P 42t — 325 = -2,
224+ 223 + 220 + 625 = 23,

Sal +4a? 4323 + 321 —2° = 12,

8. Determine el rango de la siguiente matriz:
1 -2 3 -1 -1 =2
2 -1 1 0 -2 =2
-2 -5 8 -4 3 -1
6 0 -1 2 -—=7/=5
-1 -1 1 -1 2 1

9. (Cudl es la condicidn para que las siguientes rectas se intercepten en un mismo punto?

a1z +b1y+c1 =0, asx +byy+co =0, asx+bsy+c3=0.

4.5 Autovectores y autovalores

La ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo de la Mecéanica Cudntica es una ecuacion,

que escrita en la forma de operadores, tiene la siguiente forma:

HWg) = E|VEg),
donde H es un operador diferencial de segundo orden llamado el hamiltoniano y ¥ g la funcién de onda,
en este caso representada por |Wg), un estado propio de H que corresponde a un valor propio de la
energia E.

Por tratarse de un espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial con un producto interno bien
definido, resulta de interés buscar soluciones en lo que se denomina el estado ligado de la ecuacién
de Schrodinger. Esto significa buscar los |¥g) en el espacio de las funciones de cuadrado integrable
introduciendo una base unidimensional para representar U r y una matriz para representar H, en otras
palabras: buscar una representacién matricial para la ecuacién de Schrodinger.

Los vectores propios, |V ), autovectores o “eigenvectores” de un operador lineal H son los vectores
no nulos que, cuando son transformados por el operador, dan lugar a un multiplo escalar de si mismos,
con lo que no cambian su direccion. Este escalar E recibe el nombre de valor propio, autovalor, valor
caracteristico o “eigenvalor”. De manera que una transformacién queda completamente determinada por
sus vectores propios y valores propios. Un espacio propio, autoespacio, “eigenespacio” o subespacio
fundamental asociado al valor propio E es el conjunto de vectores propios con un valor propio comun.

De manera general, llamaremos a |1)) un autovector del operador A si se cumple que

AlY) = Aly), (4.19)

en este caso A (que, en general serd un nimero complejo) se denomina el autovalor correspondiente al
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autovector |1). La ecuacién (4.19) es conocida en la literatura como la ecuacion de autovalores y se
cumple para algunos valores particulares de los autovalores A y, obviamente esto conduce a algunos

vectores |1)), los autovectores. Al conjunto de los autovalores se le denomina el espectro del operador A.

Noétese que si [¢) es autovector de A para un determinado autovalor A entonces |¢) = «|¢) (un
vector proporcional a [}, con v un nimero complejo) también es un autovector para el mismo autovalor.
Esto representa una incomoda ambigiiedad: dos autovectores corresponden al mismo autovalor. Un
intento de eliminarla es siempre considerar vectores |¢/) normalizados, i.e. (¢[1)) = 1. Sin embargo, no
deja de ser un intento que no elimina la ambigiiedad del todo porque siempre queda el dngulo de fase
arbitrario. Esto es, el vector e??|¢)), con # un nimero real arbitrario, tiene la misma norma del vector |¢)).
Sin embargo esta arbitrariedad es inofensiva y en Mecdnica Cudéntica las predicciones obtenidas con |¢)
son las mismas que con e*?|1)).

A continuacién mostramos varios ejemplos donde la ecuacién de autovalores se aplica en variados
ambitos.

Ejemplo 4.24 Reflexion respecto al plano zy. Si R : V3 — V3 es tal que R|th) = \1&) donde se ha
realizado una reflexién en el plano xy. Esto es

R = li);  R[j) =1); Rlk)==[k),
con |i),|j), |k) los vectores unitarios cartesianos. Es claro que cualquier vector en el plano zy serd
autovector de R con un autovalor A\ = 1, mientras que cualquier otro vector |)) € V3 y que no esté en el

mencionado plano cumple con |¢)) = c|k) y también serd autovector de R pero esta vez con un autovalor
A=—-1

Ejemplo 4.25 Dos visiones de rotaciones de angulo fijo 6. La rotaciones de un vector en el plano
pueden verse de dos maneras.
1. Se considera el plano como un espacio vectorial real V2 con una base cartesiana canénica:
li) = (1,0), |j) = (0,1), esto es, si:
R|a) = Ala) = el dngulo de rotacion = nw, con n entero.

2. Igualmente si consideramos el plano complejo unidimensional, expresemos cualquier vector en el

plano en su forma polar |z) = re? por lo cual:
R|z) = re'0®) = ¢i|2) |

si queremos X = e'* reales, necesariamente o = n con n entero.

Ejemplo 4.26 El operador diferenciaciéon. D|f) — D (f) = f’. Los autovectores del operador dife-

renciacion necesariamente deben satisfacer la ecuacion:

DIf) = Alf) = D (f) (z) = f'(z) = AMf(x),

la solucién a esta ecuaci6n serd una exponencial. Esto es, |f) — f(z) = ce’®

,con ¢ # 0, y donde las

f(z) se denominaran autofunciones del operador.

Ejemplo 4.27 Proyectores: autovalores y autovectores. Es interesante plantearse la ecuacién de

autovalores con la definicion del proyector para un determinado autoespacio. Esto es, dado Py, = [¢) (¢/|
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si este proyector cumple con una ecuacién de autovalores para un |¢) supuestamente arbitrario

Byle) = Ae) = Pyle) = (0))lp) = ) < |4,

es decir, necesariamente |p) es colineal con [¢)). Mds atn, si ahora el |p) no es tan arbitrario sino que
es ortogonal a |1)), (¢|p) = 0 = X = 0, entonces el espectro del operador Py, = [¢) ()| es 0y 1, el
primero de los cuales es infinitamente degenerado y el segundo es simple. Esto nos lleva a reflexionar
que si existe un autovector de un determinado operador, entonces su autovalor es distinto de cero, pero
pueden existir autovalores nulos que generan un autoespacio infinitamente degenerado. Esta reflexion,

sobre los autoespacios la consideraremos en la préxima seccién.

4.5.1 Autovalores, autovectores e independencia lineal

La relacién que existe entre los autovalores e independencia lineal de los autovectores asociados
con cada autovalor es una de las herramientas mds ttiles que disponemos. Expondremos a continuacién

dos teoremas que establecen esta relacion.

Teorema 4.1
Sean {|¢1), |¥2), |¥3), - |1k)} autovectores del operador A : V™ — V™. Supongamos que

existen k autovalores: { A1, A2, - - - , A }, distintos correspondientes a cada uno de los autovectores

|45, entonces {|¢1), |¥2),-- -, |¢k)} es linealmente independiente.

Demostracién La demostracion de este teorema es por induccion y resulta elegante y sencilla.

o Primeramente demostramos para j = 1.
Obvio que el resultado se cumple y es trivial paraelcaso k = 1 (un autovector |1)1) que corresponde
a un autovalor \; es obvia y trivialmente linealmente independiente).

o Seguidamente supondremos que se cumple para j = k& — 1.
Siexisten {|11), |t2); |¥3),- - - [1hk—1)} autovectores de A correspondientes a {\1, Ao, -+ , Ap—1}
entonces los {|11), [12), [tU3);+--|1bk_1)} son linealmente independientes.

o Ahora lo probaremos para j = k.
Por lo cual si tenemos k autovectores {|11), |t2), |t3), " |1k)}, podremos construir una com-

binacién lineal con ellos, y si esa combinacidn lineal se anula serdn linealmente independientes.
AY;) =0 conj=1,2,--- .k,

al aplicar el operador A a esa combinacién lineal, obtenemos: /A[p;) = 0 = I\;[ep;) =0,

multiplicando por )\ y restando miembro a miembro resulta:

dNj—M) ) =0 conj=1,2,--- k-1,
(nétese que el dltimo indice es k — 1) pero, dado que los k — 1 vectores |¢;) son linealmente
independientes, entonces tendremos k — 1 ecuaciones ¢/ (Aj —Ax) = 0, una para cada j =
1,2,---,k—1.Dado que \; # \; necesariamente llegamos a que ¢ =0paraj=1,2,--- k-1
y dado que:
cj\z/J]) =0 conj=1,2,---,k = J#0,

con lo cual si cj|wj> =0 = ¢ =0 conj=1,2---,k, y los {|v1), |¥2), |Ws), - |vk)}
son linealmente independientes y queda demostrado el teorema. <«
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Es importante acotar que este teorema nos recalca que si A : V"™ — V" y A tiene k < n autova-
lores {A1, A2, -+, A} entonces existirdn, cuando menos, k£ < n autovectores {|i1), |t2), -+, |¥k)}
linealmente independientes, uno para cada autovalor. Hacemos énfasis en ese cuando menos, k£ < n
autovectores linealmente independientes, porque significa que el espacio V""" no podra ser expandido por
los autovectores de A. Ese punto lo analizaremos en la seccion 4.20.

El inverso de este teorema no se cumple. Esto es, si A : V™ — V" tiene {|¢1), |[¢2), -, |¢n)} au-
tovectores linealmente independientes, no se puede concluir que existan n autovalores { A1, A2, -+ , Ap }

distintos correspondientes a cada uno de los autovectores [1);).

4.5.2 El polinomio caracteristico, autovalores y autovectores de un operador

Nos toca ahora generar un método para calcular los autovalores {)\j}, conk =1,2,---k <n
para un operador lineal A : V" — V" suponiendo que existe una base ortonormal {|e), |e2),- - |en)}.
Entonces la ecuacién (4.19) nos ilustra la representacién matricial de la ecuacién de autovalores:

(e |Ales)([|y) = Me'|y) = Al =X = (Ah—A6%)c =0,
conj = 1,2, ... n.El conjunto de ecuaciones: (A; — )\6;-) ¢J =0, puede ser considerado un sistema

(lineal y homogéneo) de ecuaciones con n incdgnitas ¢/, el cual tendrd solucién si el determinante de

los coeficientes se anula. Tendremos entonces que (A; - )\55-) ¢/ =0 = det|A — AI| =0, es decir:

P (\) = det A% = A65| = 0. (4.20)

Esta ecuacion se denomina ecuacién caracteristica (o secular) y a partir de ella emergen los autova-

lores (el espectro) del operador A, esto es:

Ar-x oAb Al

o A7 A2 A2
det [A% — Noif=of T T ' " |=o.

Ar oAy Ar— A

Es importante sefialar que el polinomio caracteristico serd independiente de la base a la cual
esté referida la representacién matricial (e’|A|u;) del operador A, porque hereda del determinante, esa
invariancia de la representacion matricial tal y como vimos en la pagina 299.

El resultado serd un polinomio de grado n (el polinomio caracteristico). Las raices de este polinomio
serdn los autovalores que estamos buscando. Es claro que estas raices podrdn ser reales y distintas, algunas
reales e iguales y otras imaginarias.

Para el caso de raices reales, tendremos el mismo nimero de raices que el grado del polinomio,
generado por la representacién matricial del operador con ese mismo grado. Es decir, tendremos un
operador A con una representacién matricial de dimensién n X n, con n autovalores distintos, que estara
asociados a n autovectores que serdn linealmente independientes y que generardn una representacion

matricial diagonal.

Ejemplo 4.28 Todos los autovalores reales son distintos. Hemos presentado y analizado en la seccién
4.5.1 tres teoremas que discuten la relacién entre los autovalores, y la independencia lineal de los
autovectores asociados con éstos. En esta seccion ilustraremos el caso que surge cuando las raices del

polinomio caracteristico (4.20) son reales y distintas.
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Consideremos la siguiente representacién matricial de un operador A en la base canénica

21 3 2—A 1 3
lAle) = 1 2 3 | = det|Aj = Ao} =det| 1 2-X 3 |=0,
3 3 20 3 3 20—

con lo cual el polinomio caracteristico (4.20) queda expresado como:
N 2402 4650 —42=(A—1)(A—2)(A—21) =0,
y es claro que tiene 3 raices distintas.

Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor resolvemos la ecuaciéon

de autovalores (4.19) para cada autovalor. Esto es:

o A1 =1
2 1 3 a! z! 20l + 224+ 322 =zl
1 2 3 x2 =1 22 — o' +2224+323 = 22,
3 3 20 z3 z3 3zt 4 322 42023 = a2,

que constituye un sistema de ecuaciones algebraicas de 3 ecuaciones con 3 incégnitas. Resolviendo

el sistema tendremos el primer autovector:

xl —1
V=1 = Y1) =| 22 | =« 1|,
3 0

con o un nimero distinto de cero. Este « indica la indeterminacién que discutimos a comienzos
de la seccidn 4.5 correspondiente a esa ambigiiedad que impone la presencia de una constante

arbitraria de proporcionalidad.

0o Ao =2
2 1 3 z! ! 201 + 22 4+ 322 = 22!,
1 2 3 22 | =2 a2 — '+ 2224322 = 222,
3 3 20 3 23 3rl 4322 +202° = 223,
Resolviendo el sistema se tiene el segundo autovector
x! -3
h)x, = lp2) = | 2* [ =8] -3
x> 1
o A3 =21
2 13 x! x! 20! + 22 4+ 323 = 212!,
12 3 2 | =21 22 | & 2'4+222+323 = 2122,
3 3 20 3 23 3l +32% +202° = 2123.
Al resolver este sistema el tercer autovector
x! 1
[WWhas = 1s) = | 2* [ =~ 1
x> 6

Como hemos dicho, podemos eliminar la ambigiiedad de la fase arbitraria si normalizamos los autovec-

tores:
-1 -3 1
== | 1 o) = —— | -3 s} =

1 \/5 . ) 2 X ) 3
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Notemos que ('[1);) = o3, es decir la base de autovectores es, necesariamente, ortonormal.

4.5.3 El caso degenerado

Sea el operador lineal A : V"* — V" y calculamos el polinomio caracteristico de grado n a partir
de (4.20). Se puede dar el caso de que al menos una de las raices del polinomio caracteristico presenten
algin grado de multiplicidad. Entonces el polinomio caracteristico se podra factorizar de la forma:

P () =det |Af — A5 = (A= A1) (A= A2) - (A = Am). (4.21)
Entonces existirdn m = n — k raices simples que podran ser asociadas con n — k autovectores linealmente
independientes y unaraiz, A1, con multiplicidad k£ que podra ser asociadacon 1, 2, - - - hasta k autovectores
linealmente independientes con los anteriores. Es decir, ese autovalor estard asociado a un subespacio
vectorial, denominado autoespacio Sy, tal que dim(Sy,) < grado de multiplicidad del autovalor A; V. La
demostracion general de la afirmacién anterior queda fuera de los alcances de esta obra. M4s adelante,
cuando analicemos el caso particular de los autovalores para la matrices hermiticas en la seccién 4.6.1,
retomaremos la relacién de la multiplicidad del autovalor y la dimension del autoespacio que genera
este autovalor degenerado. En particular en la seccioén 4.6.2 demostraremos que para matrices hermiticas
la multiplicidad algebrdica coincide con la geométrica. Es decir, dado un autovalor degenerado \g
de orden k, entonces existirdn k autovectores linealmente independientes asociados con ese autovalor.
Completaremos esta seccidon con varios ejemplos que ilustran algunas relaciones entre la multiplicidad

algebraica y multiplicidad geométrica.

Ejemplo 4.29 Multiplicidad geométrica igual a multiplicidad algebraica. Consideremos una matriz

real 3 x 3
4 -3 1 4—X -3 1
('lAlejy =1 4 -1 0 = det|A, —N\i=| 4 —1-X 0 =0,
1 7 —4 1 7 —4-—)\

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como:
MAA2-—5A-3=A+3)(A-1)%*=0,
y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 es un autovalor degenerado de

orden 2.

Ahora resolveremos la ecuacidn de autovalores para cada autovalor.

o A1 =-3.
4 -3 1 x! x! Azt — 322 + 2% = —3z!,
4 -1 0 22 | =-3| 22 = gl — 22 = 322,
1 7 -4 a3 a3 ol 722 — 42 = —3a3.
x! -1 -1
Resolviendo [)y, = | 22 | =« 2 = | = ﬁ 2
3 13 13

UEste problema se conoce en la literatura como la relacién entre la multiplicidad algebraica del autovalor y la multiplicidad
geométrica del autoespacio.
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o A2 = 1 (autovalor degenerado de orden 2).

4 -3 1 x! x! 4ot — 322 + 22 = 2!,
4 -1 0 z? =1 22 — dgt — 2?2 = 22,
1 7 —4 3 3 al 722 — 42 = 3.

Resolviendo el sistema tendremos el segundo autovector

zt 1 1

e =| 2% | =a| 2 = |1ﬁ2>:L 2

z3 3 Vi
Claramente { lh1), |eba) } son linealmente independientes como nos los habia anunciado el teorema
1 en la seccién 4.5.1, sin embargo, esos autovectores no presentan ninguna relacion de ortogonali-
dad (1&2 |@@]> #* (5; Mis, atin, este autovector puede descomponerse en infinitas parejas de vectores
linealmente independientes que expenden el subespacio Sy—1, asociado con A = 1, el autovalor

degenerado de multiplicidad £ = 2. Una posible combinacién lineal podria set:

1 0
|¢>)\2 = OZWI>A2 + 6|¢2>>\2 = 0 + 3 2
3 0

Por lo tanto, la multiplicidad geométrica —la dimensién del autoespacio, Sy,—1, asociado con
el autovalor degenerado A = 1- coincide con la multiplicidad algebraica del autovalor A = 1
como raiz del polinomio caracteristico. Es decir, podemos determinar la dimensién del subespacio
que alberga al vector |¢)),,. Es importante recalcar que ninguno de los (infinitos) dos vectores
linealmente independientes, serd autovector de A por separado. Unicamente lo serd la combinacion

lineal en la que resulta [)),.

Ejemplo 4.30 Multiplicidad geométrica menor a multiplicidad algebraica. Consideremos, para ilus-
trar este caso la siguiente matriz real 3 x3

1.1 2 1-Xx 1 2
(€'Alej) =10 13 | = det|A5—A}[=| 0 1-A 3 |=0.
00 2 0 0 2-2A

En este caso, el polinomio caracteristico es:
Mod2 45N —2=A-2)(A—-1)?=0.
Una vez méds, el polinomio caracteristico tiene 2 raices iguales y una distinta y, como en el caso anterior,

A = 1 es un autovalor degenerado de orden 2. Pasemos a resolver la ecuacién de autovalores para cada

autovalor.
o A\ = 2.
11 2 a! at et + 2?2 +22% = 22!,
01 3 22 | =2 22 | = 2?2+ 323 = 222,
0 0 2 z3 z3 203 = 223,
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x! )
Resolviendo el sistema obtenemos al primer autovector: |¢1) = | 22 | =a | 3
23
o Ao =1.
1 1 2 1 1 el 2+ 222 = 2,
01 3 2= 2 | = a? 4328 = 2%,
0 0 2 3 3 223 = 23
x! 1
Con el correspondiente segundo autovector: [1h9) = | 22 | =a | 0
3 0

Una vez mds los dos vectores NO son ortogonales, (¢i|¢j> # &%, pero SI linealmente independientes.
En este caso, asociado al autovalor Ay = 1, tenemos ademds del autovector [i7), el autovector nulo
y esto genera una imposibilidad de determinar la dimension del autoespacio. Los autovectores siguen
siendo linealmente independientes, pero aqui la dimensién del autoespacio es NECESARIAMENTE 1,
dim(Sy,—=1) = 1, por lo tanto ilustra que la multiplicidad geométrica es menor que la multiplicidad
aritmética de las raices del polinomio caracteristico.

Ejemplo 4.31 Vamos ilustrar un tercer ejemplo que se presenta para uno de los autovalores degenerados.
Consideremos entonces otra matriz 3 X 3 con autovalores repetidos

2 1 1 2—-X 1 1
lAle) = 2 3 2 | = det|A—Adi|=| 2 3-Xx 2 |=0,
3 3 4 3 34—

con lo cual el polinomio caracteristico es:
M+HA2 5 -3=\A-7(A-1)%=0,

que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 vuelve a ser un autovalor degenerado de

orden 2. Volvemos a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor
o AN =17

2 1 1 1 1 20! + 22+ 23 = Tal,
2.3 2 2 =7 2* | &= 2214322 +3% = T2?,
3 3 4 x> 23 3zl + 322 + 422 = Ta3.
Al resolver el sistema
2!
‘Tm)\l = z? =
a3 3

o A2 = 1. En este caso el autovalor degenerado de orden 2 presenta una pequefia patologia. Veamos
2 11 x! rl 2et + 22+ 2% = o!
2 3 2 2?2 | = 2? — 2! +322+ 223 = 22,
3 3 4 3 3 3zt 4 322 4423 = 23,

9
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Resolviendo
( x! 1
‘w1>>\2 = z? =« 0 )
x3 -1
|11Z)>)\2 =
xt 0
[Ya)r, = | 22 | =5 1],
x3 -1

\

con lo cual el autovector |1))), correspondiente al autovalor Ao = 1, estd asociado con a dos

vectores linealmente independientes {[t)1),, [¢)2)x, } ¥, por lo tanto aqui también la multiplicidad
aritmética coincide con la multiplicidad geométrica. Una vez mds los autovectores, correspondien-

tes a distintos autovalores no son ortogonales pero si linealmente independientes.

Ejemplo 4.32 Consideremos una matriz 3 X 3 con un autovalor real y dos autovalores complejos

1 23 1—X 2 3
'Ale;) =1 3 1 2 = det|A,—X5}|=|"3 ‘1=X 2 |=0,
2 3 1 2 3. 1-X

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como:
A= 3N — 150 — 18 = (A — 6) (A +3A+3) = 0.

En este caso A\; = 6 es un autovalor real. Adicionalmente existen dos autovalores complejos, uno el
complejo conjugado del otro: Ay = —3 (3 +4v/3)y A3 = —1 (3 —i1/3). Para proceder a calcular
los autovectores correspondientes a cada autovalor resolvemos la ecuacién de autovalores para cada

autovalor real. En este caso existe un anico autovalor real A = 6.

1 2 3 ! z! 4ot — 322 + 23 = 62,
31 2 22 | =6 a2 = Azt — 2?2 = 622,
2 3 1 3 a3 al + 722 — 42 = 623.
Tendremos que para A = 6
1 1
Wy = | 2* | =a] 1
3 1

Ejemplo4.33 Dada la representacién matricial de dos operadores

001 01 1
(A=Ai=[0 1 0 y B)i=Bi=|10 1
100 110
1. Evaluemos [A, B].
00 0
(AB);=AjBj=| 1 0 0 | =(BA);=B,A} = [AB]=0.

2. Vamos a mostrar que A tiene por autovalores \; = 1y Ao = —1, con A; un autovalor degenerado.
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Construyamos luego la base de autovectores para A.

0 01 x x A 0 1 x
010 y | =] vy = 0 1—-X 0 Y
1 00 z z 1 0 —A z
Entonces para:
—-A 0 1
0 1-X 0 [=A1-MA=(1-X)=(\=-1)(1-X)=0,
1 0 -
se tienen dos autovalores: A = 1y A = —1. Para el caso de A\ = —1 se cumple que:
0 01 x x z=—x,
010 =—|vy = Y=-vy,
1 0 0 z z TrT=—2.
con lo cual el autovector asociado con el autovalor A = —1 tendr4 la forma de:
1
lu)_1 =« 0
-1
Para A = 1 se cumple:
0 01 T x z=1,
010 y =1y | = v=y,
1 00 z Z r==z.
hay dos vectores linealmente independientes asociados con A = 1, a saber:
1 0
luyia =061 0 y |lww=1| vy con y arbitrario .
1 0

Notese que estos tres autovectores: {|u)1q, |u)1p, |u)—1} son ortogonales entre si.
3. (Cudl es la representacién matricial de A en la base de autovectores?

Veamos lo siguiente:

(i) (u'[Afu) (u?|Aus) 10 0
& = | @2lAln) (2lAu) @lAlus) | =0 1 0 |,
(wAhn) (o |Aluz) (u3]Alus) 00 -1

ya que los autovectores forman una base ortogonal. Obviamente se cumple que:
det|/A| = det|A| = -1 y Tr(A)=Tr(A)=1.

4. A partir de los autovectores de A vamos a calcular los autovalores y autovectores de B.

Claramente B|u_;) = —|u_1) con lo cual tenemos el primer autovector de B asociado al autovalor
A = —1. Para encontrar los otros autovectores tendremos:
-2 1 1 1 0
1 =X 1 y | =120
1 1 =X 1 0
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Practicando con SymPy

En este ejercicio aprenderemos a resolver el problema de autovalores y autovectores. Primeros
lo haremos de manera indirecta, realizando los célculos por pasos, y luego utilizando las funciones
especificas del programa.

[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

1. Dada la matriz A del primer ejemplo anteriormente resuelto:
[2]:|A = Matrix([[2, 1, 3], [1, 2, 3], [3, 3, 20]1)
A

[2]:

W = N
w NN =
DO

S wC W

Generamos la matriz identidad 3 x 3.
[3]: I = eye(3)
I

[3]:

o O =
o = O
= o O

Escribimos la ecuacién de autovalores de manera matricial y la llamaremos M.
[4]: A = symbols('A')
M= A-AxI

[4]: 2-A 1 3

El determinante nos dara el polinomio caracteristico, luego resolvemos para \.

[5]: M.det()

[5]: — 23 42402 — 65\ + 42
[6]: solve(_,\)

[6]: 1, 2, 21]
Los autovalores son: Ay = 1, Ag = 2y A3 = 21.
Para cada autovalor evaluaremos una matriz correspondiente:
[7]: M1=M.subs(A,1)
M2=M.subs (A, 2)
M3=M.subs(A,21)

|98)
[98)
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M1,M2,M3

-19 1 3
-19 3
-1

[7]:

W = =
W = =
—

o W w
w = O
w O =
—

o W w
W =
w

Necesitamos ahora resolver, para cada autovalor, la ecuacién de autovectores: AX = \;X. Asi que
podemos escribir las siguientes matrices:
[8]: x,y,z = symbols('x y z')
M1=M1*Matrix([x, y,z])
M1

[8]: T4+y+ 32
r+y+3z
3x + 3y + 19z

[9]: M2=M2#Matrix([x, y,z])
M3=M3*Matrix([x, y,z])
M2,M3

[9]: Y+ 3z —192 4+ y + 3z
x+ 3z , | x—19y + 32
3r + 3y + 182 3z +3y — 2

Debemos resolver cada uno de los sistemas de ecuaciones.
Para A\ = 1:
[10]: ecl =Eq(M1[0,0],0)
ec2= Eq(M1[1,0],0)
ec3= Eq(M1[2,0],0)

ecl,ec2,ec3

[10]: (x4+y+32=0,z2+y+32=0, 3x+ 3y + 192 = 0)
Resolvemos el sistema de ecuaciones
[11]: sol = linsolve([ecl,ec2,ec3], (x, y, 2))

sol
[11]: {(_y, Y, O)}

De las infinitas soluciones escogemos alguna de las més simples: (1, —1,0).
Repetimos los célculos para el segundo autovalor, es decir, Ay = 2:
[12]: ecl =Eq(M2[0,0],0)
ec2= EqM2[1,0],0)
ec3= Eq(M2[2,0],0)

ecl,ec2,ec3

[12]: (y+32=0,z+32=0, 3z + 3y + 182 =0)



[13]:

[14]:

[15]:

[16]:

[17]:

[18]:

[19]:

[20]:
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[13]:

[14]:

[15]:

[16]:

[17]:

[18]:

[19]

[20]:

sol = linsolve([ecl,ec2,ec3], (x, y, 2z))

sol

{(—3%, =3z, 2)}

Por lo tanto un autovector puede ser: (1,1, —1/3).
Finalmente, para A3 = 21:

ecl =Eq(M3[0,0],0)

ec2= Eq(M3[1,01,0)

ec3= Eq(M3[2,0],0)

ecl,ec2,ec3

(=192 4+y+32=0,z—19+32=0, 3+ 3y — 2=0)
sol = linsolve([ecl,ec2,ec3], (x, y, 2))

sol

(G

Podemos tomar como autovector a: (1,1, 6).

. Sympy ofrece la posibilidad de resolver el problema de autovalores a través de un determinado

numero de funciones propias. Para hallar el polinomio caracteristico podemos escribir:
poli_car = A.charpoly()

poli_car

PurePoly ()\3 — 2402 + 65\ — 42, \, domain = Z)
A charpoly() .as_expr()

A3 — 24)2% + 65\ — 42
factor( )

A—21)(A—2) (A =1)

El programa también permite obtener los autovalores directamente de la matriz problema.
Para encontrar los valores propios de una matriz, se utiliza “eigenvals”, esto devuelve un diccionario

de valores propios: pares algebraicos_multiplicidad (similar a la salida de raices).

A eigenvals()

{1:1,2:1,21:1}
Para encontrar los vectores propios de una matriz, se utiliza “eigenvects” que devuelve una lista de
tuplas de la forma: (autovector, multiplicidad_algebraica, [vectores propios]).

A.eigenvects()

—1 -3
17 17 1 ) 27 17 _3 ) 217 17

= O O
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3. Consideremos otro de los ejemplos tratado anteriormente. Dada la matriz:

[21]: B = Matrix([[4, -3, 11, [4, -1, 01, [1, 7, -411)

B

[21]: 4 =3 1
4 -1 O
1 7 -4

[22]: B.charpoly().as_expr().factor()

[22] : A—=1)2(A+3)
[23]: B.eigenvals()

[23]: {-=3:1,1:2}
[24]: B.eigenvects()

[24] : _Tls

—_
[\
= WIN Wl

Notemos que s6lo se obtienen dos autovectores.

4. Consideremos la matriz:
[25]: D = Matrix([[1, 2, 31, [3, 1, 21, [2, 3, 111)

D
[25]: 123
31 2
2 31
[26]: D.charpoly() .as_expr().factor()
[26]: (A—6) (A +3X+3)

[27]: D.eigenvals()

. 3 V3 3 V3i
[27]: 6i1, S L3 3 VL,
2 2 2 2

[28]: D.eigenvects()

1 V3i 1 3i
(281 1 : -3+ 5 . -1
6. 1 1 _§_@ 1 _1_ B _§+@ 1 _l_i_j
M ) 9 2 27 ) 2 2 ) 2 27 )] 2 2
1 1 1

4.5.4 Ejercicios

1. Si |v1) y |v2) son autovectores del operador lineal A que corresponden a distintos autovalores.
Muestre que a|vi) + S|va) (o # 0, 8 # 0) no puede ser un autovector de A.
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2. Demuestre que si todo vector de un espacio vectorial V es un autovector del operador lineal A,
entonces A = Al Donde T es el operador identidad.

3. Demuestre que si el operador lineal A conmuta con todos operadores que actian em un determinado
espacio vectorial, entonces A = Al

4. Si un operador lineal A tiene un autovector |vg) con autovalor \g. Demuestre que |vg) es también
un autovector del operador A2 con autovalor A\2.

5. Aun si un operador lineal A no tiene autovectores el operador A? puede llegar a tenerlos. Demuestre
que si A? tiene un autovector con un autovalor no degenerado \g = p2, entonces A tiene un
autovector.

6. Encuentre los autovalores y autovectores de las siguientes matrices:

13 -1 1 o0 o 0010 0100
Ai=| 3 4 -2 |,Bi=| -3 1 0 |.Ci= 000l , D = oo
1 -9 9 4 -7 1 1 0 00 0 001
01.00 0010
y la matriz (E); = diag(1,1, —1, —1). Verifique si los autovectores son ortogonales entre ellos.
7. Demuestre que la matriz
2 0 0
Al=1 -6 4 :
3 =10
no tiene tres autovectores linealmente independientes y que cualquier autovector tiene la forma:
A
3\ —2v
v
8. Retomemos el caso del tensor de inercia que discutimos en la seccion 3.3.3. Para ello construimos
un sistema con tres particulas, de masa m; rigidamente unidas, colocadas en tres puntos distintos
de la siguiente forma:
1 -1 1
m; =1— 1 , Mg =2 — -1 y mg=1— 1
-2 0 2
(a). Encuentre la matriz del tensor de inercia.
(b). Diagonalice esa matriz y encuentre los ejes principales de inercia.
9. En'Mecdnica Cuéntica, el problema del oscilador arménico simple puede ser representado por un
problema de autovalores
Lip>= Ay > = < z|L|tp >= A < z|p > Lp(z) = Mp(z), donde: L < ;;—F:ZZ—F;.
Si construimos un par de operadores:
x d T d
L+:§+£ y ]14—:5_@7

utilice los resultados del problema anterior y construya las nuevas autofunciones de I con sus
autovalores.

10. Considere las siguiente representacion matricial para dos operadores:

i i 1 9 m m 11
<urA|uj>=Aj=(5 1) v rBrun>=Bn=<52 1>~
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(a). Muestre como actiian A y B sobre un vector genérico |¢) > expandido en esa base {|u1), |u2) }
(vale decir |¢) = a|ur) + Bluz)).

(b). Muestre que los autovalores de A son degenerados para § = 0 y que sus autovectores son
ortogonales para § # 0 e incluso para § — 0.

(c). Muestre que también B tiene autovalores degenerados para 6 = 0 y encuentre la expresion
(en funcion de 0 < § < 1) para el coseno del dngulo entre dos autovectores.

11. Dada la siguiente representacion matricial de un operador en la base canénica:

<ui|MUj>:M;:<_i2\/§ 1\25), |u1>=<(1)>7 |U2>:<(1)>.

(a). Encuentre los autovectores {|p1), |p2)} para ese operador en la base candnica.

(b). Encuentre las representaciones matriciales de los operadores proyeccién sobre los auto es-
pacios, o,y = [i)(¢*

(c). Encuentre las representaciones matriciales de los operadores proyeccion sobre los comple-

, en esa misma base canonica.

mentos ortogonales de los autoespacios U}, = |, ) ("] en esa misma base y con ella calcule
M = MU].

12. Una vez mas consideremos las matrices de Pauli :

(Ua:>j—<1 0)7 (Uy>j—<z. 0)7 (‘72)]'—<0 _1>a (H>j_<0 1)7

las hemos visto en varios momentos de estas notas: como cuaterniones en los ejercicios 2.2.4 y
como operadores lineales en los ejercicios 4.6.6.
(a). Muestre si los operadores de Pauli o, oy, 0, conjuntamente con el operador identidad, I
forman un grupo respecto a la siguiente operacion:
0; OO0y =00 =i€mo " + 0l conj k,m=uxy,z
donde €y, es el simbolo de Levi-Civitay ¢ = v/—1.
(b). Muestre si las matrices de Pauli (0;); , (07y)}. (0°2)}, conjuntamente con la matriz identidad
(I)’; son linealmente independientes.
(c). ¢Las matrices de Pauli forman base para un espacio vectorial de matrices complejas 2 x 2?

(Por qué? Si forman una base exprese la matriz
3 1
5 1)

(d). Derive la expresion general para el conmutador [0 ;, o] utilizando la descripcion de com-

en términos de esa base.

posicion de los operadores de Pauli que presentamos arriba .

(e). Como lo planteamos en el ejemplo 4.18, o, actia de la siguiente forma:

(1) 0=(1)

Encuentre la expresion para los autovalores y autovectores de los otros operadores de Pauli:

)

oft)=I1+) vy o-)=—[-), con [+)

Ou|t)a = Aalt)e,  Oal—)e=Az|)a,  oylt)y = Anylt)y,  oyl=)y = Ayl-)y-
(f). Muestre que cualquier representacion matricial de un operador hermitico genérico M puede

ser expresado como combinacidn lineal de las matrices de Pauli.
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(g). El polinomio caracteristico para ese operador hermitico genérico M se puede expresar como
Py = X2 — \Tr(M) + det|M],

donde los \ son sus autovalores.

4.6 Autovalores y autovectores de matrices importantes

Consideremos la ecuacién de autovalores (4.19) y la definicién de operadores adjuntos que hemos
discutido en la seccién 4.2.3. Podemos afirmar sin perder generalidad que dado un conjunto de vectores
{lu1), |ug), -+ ,|u,)} y de cantidades {A1, A2, , A} que cumplan con Alu;) = A; |u;) con i =
1,2, --n, entonces

Alu) = AiJw) = (W|Alug) = \iw|u;)
= (WA — Aljy) = (N — )\;)(uj|ui) . (4.22)
(AT = X0 = (AT ) = A (wu,)
Vale decir, hemos proyectado las ecuaciones de autovalores de un operador genérico.y su adjunto a
lo largo de los vectores y las formas correspondientes, (u/| y |u;), para luego restar esas expresiones
miembro a miembro.

Es evidente que si no conocemos el tipo de operador, poco se puede decir de sus autovectores y
autovalores. Hay que imponer algunas restricciones sobre el tipo'de operador para poder sacar algunas
conclusiones respecto al tipo de autovalores y autovectores que ese operador pueda tener. Por ejemplo:

o Si A es hermitico, A = AT y autovectores son distintos, (i # ;) entonces de la ecuacién (4.22) se
deduce que esos autovectores seran ortogonales, (u’ |u;) o 5g .

o Si A es hermitico, A = Af y autovectores son los mismos, (i = j) entonces los autovalores son
reales: \; = A}

Este caso lo analizaremos en la proxima seccion.

4.6.1 Autovalores y autovectores de matrices hermiticas y unitarias

Tal y como mencionamos en la seccién 4.2.4 un operador hermitico o autoadjunto cumple con
AT = A y luego en la seccién 4.3.2.2, comprobamos que su representacién matricial es igual a su
traspuesta conjugada. Por lo tanto, la representacién matricial de un operador autoadjunto es una matriz

simétrica con niimeros reales en su diagonal. Veamos ahora como se comportan sus autovalores.

Supongamos un operador lineal A : V* — V", hermitico: A = Af, con autovalores:
{A1, A2, .., A, }. Entonces:
o Los autovalores {1, Ao, ..., A\, } son reales.
o Los autovectores {|11), |t2),- -, |1n)}, correspondientes a cada uno de los autovalores,
serdn ortogonales.

Demostracion:
o Para demostrar que los autovalores {\1, \a,..., A} son reales, proyectamos la ecuacién de

autovalores en cada uno de los autovectores:

Alp) = Alg) = (DIAJY) = APly) .
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Ahora bien, dado que (1|1)) es real, si demostramos que (1|A|1)) es real, estard demostrado que

) lo serd también. Pero como A es hermitico:

(WIAl)* = (W|ATlY) = (blAly) = (vlAly) €R,
por consiguiente los autovalores {1, A2, ..., A\, } son reales. Mds adn, si A es hermitico, y como

sus autovalores son reales entonces:

(WIAT = 2] = XMl = (IAl9) = MYlg).
o Para demostrar que los autovectores {|11), [1)2),- - ,|1,)} son ortogonales, consideremos dos
autovectores con sus correspondientes autovalores de tal forma que se cumplen las siguientes

ecuaciones:
Ay =AlY)y y  Alp) = ply),

pero como A es hermitico entonces se cumple que: (p|A = p(p
|) y a (|A = X(¢| por (p| ala derecha:
((plA = p{el) [¥) (plAlp) = p{elv)
= = (A —m) (plY) =0,
(ol (Aly) = AlY)) (plAlY) = (pl¥)

y como hemos supuesto que A\ # p con lo cual (p|1)) = 0, los autovectores correspondientes a

, multiplicando a la izquierda por

dos autovalores son ortogonales. «
Es importante sefialar el hecho de que si la matriz A es real, entonces A = PAP”, con A diagonal
y P ortogonal: P7' = P!,
En resumen, si A : V" — V" es un operador lineal hermitico entonces:
o Sus autovalores son reales.
o Los autovectores correspondientes a'cada autovalor son ortogonales.
o Los autovectores de A resultan ser una base ortonormal del espacio vectorial V".

Ejemplo 4.34 Consideremos una vez mds la transformacién Diag = S™'AS, descrita en la ecuacién

(4.24), donde Diag es un operador diagonal cuya representacion matricial serd

Diag = ST'AS <= diag (A, Az, ..., M) = A\0E = (S Ak ST

con Ak = (uF|A|u,;). Tal y como hemos comentado en la seccién 4.6, debe haber restricciones sobre el
operador A para que sea diagonalizable. En particular, alli pudimos comprobar que si A era hermitico, su
representacion matricial en la base de autovectores era diagonal. Entonces para este caso supondremos

que A es diagonalizable mediante la transformacion (4.24). Claramente esto implica que
Diag =S7'AS = SDiag =AS <= S, A0 = A ST = AL ST = \;5,

y esta tltima ecuacidn sugiere una ecuacién de autovalores fijando un valor particular para j. Esto es:
A ST = MSY ALSE = XS5 ALSE = AsS - ALST = NS5 ALST = A,
Cada una de estas ecuaciones es una ecuacién de autovalores para autovectores S{, Sé, S},;, ce SﬁL. Vale
decir la matriz de transformacién Sjm estd construida por columnas de autovectores. Con lo cual al
resolver la ecuacion de autovalores para la matriz A es inmediato construir la matriz de transformacién

S a partir de los autovectores de A.

<

Ejemplo 4.35 Para ejemplificar numéricamente el ejemplo anterior, consideremos la siguiente matriz

340
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real y simétrica:

1 0 3
Ai=[o0 -2 0
3.0 1

Los autovalores y autovectores para A son respectivamente:
PA)=—-A—4)A+2%=0 = A\ =4, =2, \3=—2,
1 0 -1
lut)=1 0 |, |lw)=1 1|, |ug) = 0
1 0
El lector debe verificar que este conjunto de vectores son mutuamente ortogonales porque claramente

la matriz es simétrica. Por lo tanto, la matriz A se puede diagonalizar a través de la transformacién CTAC,

donde C se construye con los autovectores normalizados de A como columnas.

L0t
Ci=—10 v2 0
J ﬂ \[

1 0 1

Entonces, a pesar que los autovalores de A son degenerados (A = 4, —2, —2) sus tres autovectores son

linealmente independientes, y se tiene que:

, (10 1\ [1 0 3N /1 0 - L0 0
€, @r@p=51 0 vzo|lo=20o|lovio |=|0o-2 0
-1 0 1 3 0 1 1 0 1 O 0 =2

Ejemplo 4.36 La siguiente matriz es un ejemplo de una matriz hermitica o autoadjunta:
1 —1+2i
A= =1=2i 2 -1 | = Al=4A.
—1 -1 3
Los autovalores de esta‘matriz son:
PA=-A-4) (N =21-4)=0 = N\ =4, o=1+V5,\3=1-V5.

Los tres autovalores reales generan los siguientes autovectores:

1
AM=4 = ‘U1>: -1 -3 )
1
) 3
)‘2:1+\/5:>|U2>:§ 1—+5i .y
V5 -2 (1+5)i
) 3
)\3:1*\/5:> |’LL3>:§ 1+\/52

V5—2—(1-+5)i
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Estos vectores normalizados son:

1 3
N |uz) 1 ) . |uz) 3 .
i) = —F——=- | -1—=d |, |ao)= = 1-+/5i ,
(uplur) 2 . VA{uzluz) /30465 B2 (14 vE)i
A ) 3 ’

|iz) =

Viuslus) /30— 65 VEoa (1)

Se puede demostrar que los autovectores son ortogonales:

3
(wrlus) = (wr)fus=0 = (1 g 1) 1-v5i ~0,
—V5—2—(1++5)i
3
(wilug) = (w)fus =0 = (1 g 1) 145 0, vy
VE—2—(1=5E)i
3
(wolus) = (w)tus=0 = (3 1+v5i —vB—2+ (1+B)i ) 1+/5i ~0.
VE—2—(1-5)i
La matriz A es entonces diagonalizable si construimos la siguiente matriz a partir de los autovectores
normalizados:
1 9 9
2 V30465 V/30-6 /5
(P)z o —1—3 3(17\/52') 3(1+\/51)
- 2 V/30+6 /5 V/30-6 /5
1 3(=v5-2—(1+v5)i) 3(v5—2—(1-V5)i)
5 30+6 /5 30—6v/5

Si elegimos la matriz diagonal a partir de los autovalores:

4 0 0
(Diag); = | 0 1+v5 0 ,
0 0 1-5

entonces resulta que es posible factorizar la matriz A de la siguiente forma (Para el lector se deja la

comprobacién) A = PP Diag PT.

4.6.2 »Autoespacios y autovalores degenerados

Una vez mds, como hicimos en la seccion 4.5.3, consideraremos el caso autovalores degenerados,
pero ahora Unicamente para operadores hermiticos o autoadjuntos. El siguiente teorema garantiza la
existencia de al menos un subespacio S (A\g) C V" y que la multiplicidad geométrica coincide con la

algebraica.
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Sea un operador lineal A : V" — V", hermitico, con una representacién matricial n x n, tal que su

polinomio caracteristico P(\) = det |A; — A5§| = 0 tiene al menos una raiz degenerada A\ = Ao,

de orden k£ < n. Entonces existen k autovectores, no triviales, que cumplen con: A ;) = Ao|v);)

paraj=1,2,--- k.

Demostracion: Supondremos que A = )¢ es una raiz degenerada de orden k de un operador hermi-
tico A. En este caso el polinomio caracteristico de A es P(\) = det \A; — )\5§| =\ =XN)"F\) =0
y k representa la multiplicidad algebrdica del autovalor A\g. Donde F(\) representa un polinomio con
raices distintas a A = \g. En el caso de que todas las otras raices sean simples se podra factorizar como
F(N) = H?;lk (A — X;) . Probaremos que, para A = )¢ de multiplicidad £, existen k autovectores |1;),
no triviales, linealmente independientes.

Para ello, primero probamos que se cumple para j = 1. Es decir, si existe un A\g de multiplicidad 1
se cumple el teorema y esa afirmacién es obvia. Si existe un A = X existe un |t);), tal que cumple con
la ecuacion A|1¢;) = Ag|1);) y es linealmente independiente con €] mismo. Claramente al menos para un
caso se cumple el teorema.

Seguidamente suponemos que el teorema se cumple para 1 < 7 = m < k. Vale decir que
supondremos que existen m autovectores |1/;) linealmente independientes, asociados al autovalor Ao,
que cumplen A|);) = Ao|t;). Entonces podemos construir un subespacio Sy, = S(Ag) C V" de tal

forma que:

[V;) € Sxng / AlYj) = Xoly) = Alp;) €8y, conj=1,2,---,m.
La dimensién de Sy, es m y representa la multiplicidad geométrica de la raiz \g. Ademds, podremos
separar V" como una suma directa entre el subespacio S, y su complemento ortogonal N
Vi=8, 0N [ Ay =Xolvy) A |9 EN = (gldy) =0,
claramente S, es un subespacio invariante de A por cuanto la accién de A se circunscribe dentro del
mismo subespacio S, .
Ahora bien, para operadores hermiticos (no es verdad en general) se cumple que :
(@l¥5).=0
A = (1516) =0 = (u5[AT¢) = (1]Al9).
Alths) = Xolty)
Comprobamos que A|¢) € N y esto implica que N también es un espacio invariante del operador
hermitico A.
Entonces, como el espacio V" puede expresarse como una suma directa de los dos subespacios
invariantes respecto al operador lineal A, la representacién matricial de A en la base de autovectores

tendrd la forma de una matriz diagonal a bloques:

Ql - Q}n 0 --- 0 1 -+ 0 0 0
SR EAE Do 0
IAl;) = AT — " ’
@A) =41 => 50 0 o |0 0 B . R
o --- 0 0 --- 1 0 - 0 Ry, -+ Ry

343
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donde QF y RY; son matrices m x m'y (n —m) X (n — m), respectivamente. Note que la matriz Q3
opera en S, mientras que R} actta sobre el complemento ortogonal .
El polinomio caracteristico de A puede expresarse como:

P(A) =det|A] — A5} =0 = P(A) = det |Q} — AS}| det |[R) — A\d}[ =0y,
como A = )\ es la raiz miltiple del polinomio caracteristico que anula el det ]Q; — )\5; |, tendremos que
P(A) = (A=X)"R(A), con R(A)#0,

donde Ay no es raiz del polinomio R(\). Ahora bien, como dijimos que se cumplia para j = k, el

polinomio caracteristico debe ser
i=k = PO)=(=20)"RO) = (A=2)"FO) =(A=2) R0 .
Otra vez, Ay no es raiz del polinomio R(\) y tampoco de F (). Como la ecuacién anterior se cumple

para todo ), (en particular para A = )\g) tendremos que, necesariamente k = m, es decir:
—m R(AN)
l=A=N)""22 = k=m. -
( 0) 0
También lo podemos ver de la siguiente manera. Definimos el operador Ay = A — Agl. Donde I es
el operador identidad. Ahora bien, como A es hermitico, los autovectores para distintos autovalores
son ortogonales. Entonces podemos expresar V" como la suma directa del autoespacio de Ay y su

complemento ortogonal,

Vi =S8(A\) ®St(A)) <  n=dim®(Ay)) +dim(rank(A))),
=k

donde
o S(A)) es el autoespacio correspondiente al autovalor \g, y los autovectores {|¢;)} conforman el
nicleo R(A) ), o espacio nulo, del operador A, ya que Ay|1;) = (A — Aoll)[1);) = |0),
o S(A)) es el subespacio ortogonal al autoespacio S(A. ),
o dim(rank(A))) es la dimensién del rango de A como lo vimos en la seccion 4.2.1,
o como la multiplicidad de A\ es k entonces, dim(RX(A))) = k.
Ahora bien, como la dimensién de nucleo X(A)) es k, existirdn &k autovectores que [¢;) linealmente

independientes que expandan S(A) ).

Ejemplo 4.37 Dada una matriz de la forma

1 a O
A= B 10 vy Alvy) = Ailvi)
0 0 1

con &'y B nimeros complejos distintos de cero. Vamos a encontrar:
I. Las relaciones que deben cumplir o y S para que \; sea real. El polinomio caracteristico y la

condicién para que A sea real es:
1-=MN1=22+X—-aB)=0 =A=1++/aB = af>0 A af cR*.

2. Las relaciones que deben cumplir o y 3 para que (v/|v;) = 55 . Los autovalores y autovectores

para esta matriz serdn:
B8

VaB

—_

M=1=lu)=1] 0 |, =1+VaB= v =
1

o
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y
\;—ﬁ
of
A3 =1++/af = |vz) = 1
0
con lo cual: (v%|v3) =0 = g—; =1 = |aof=18].
3. Supongamos que A es hermitico, encontremos las relaciones que deben cumplir o y 5.

Si A es hermitico, entonces o* = 3, con lo cual se cumplen automaticamente ambas aseveraciones.

<
Ejemplo 4.38 Dada la siguiente matriz:
2 2 =2
Al = 2 -1 4 ,
-2 4 -1

aqui también se cumple que A = AT, con lo cual se puede diagonalizar. Calculemos nuevamente una
matriz C}i que permita diagonalizar a la matriz A;

Primeramente procedemos a calcular los autovalores de A.

2 -\ 2 -2
PAN=| 2 —1-X 4 =X =32\ +6)=0.
—2 4 —-1-A
o Para \ = —6:
8 2 -2 a! x! 14zt + 222 — 223 =0,
2 5 4 22 | =-6] 22 | = 201 + 1122 + 423 =0,
-2 4 5 a3 x3 —221 + 422 + 1123 = 0.
Un autovector puede ser:
1 . 1
) = =2 | = la)=5| -2
2 2
o Para el autovalor degenerado A = 3, tenemos:
-1 2 =2 z! z! —Azl 4222 — 223 =0,
2 —4 4 22 | =3 22 | = 22t — 7% + 423 =0,
-2 4 -4 a3 a3 2zl 4 42?2 — T3 =0.
En este caso podemos tomar como autovectores:
1 1 0 0
lug) = 0 = |ug) = — 0 yJus)y = 1 = |u3) = 1

—1/2 V5 ~1/2 1 vz 1

El lector debe comprobar que en este caso los autovectores NO son mutuamente ortogonales.
Construimos la matriz C:

1 2
ERy -
i 2 1
2 1 L
3 V5 V2
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4.6.3 Autovalores y autovectores de matrices unitarias

Para finalizar esta seccion volvamos a considerar la ecuacion de autovalores (4.19) y la definicién de
operadores adjuntos que hemos discutido en la seccién 4.2.3. Entonces, si un operador U es unitario, se
cumple que UT = U~! entonces si |4b;) es un autovector, normalizado del operador U, correspondiente

a un autovalor \; tendremos que la norma al cuadrado de U|v);) serd igual a:
Ulg) = Ajlg) = @ [0TUJgg) = 1= X0 (0w = AjAp = Ay =™,
con (p,, una funcién real.
Podemos concluir que, necesariamente, los autovalores de los operadores unitarios serdn nimeros

complejos de médulo 1. Cuando los autovalores son diferentes, digamos k # j, entonces esta condicién

implica que (1" |4;) = 0, con lo cual los autovectores de un operador unitarios son ortogonales.

Ejemplo 4.39 Sean A y B dos operadores hermiticos, con autovalores no degenerados y un operador
unitario definido como: U = A + ¢B. Vamos a mostrar que:
1. Si Ay B conmutan, [B, A] = 0, los autovectores de A también lo son de B.
Si {|u;) } son autovectores de A entonces

Alui) = Nifu;) = BAJu;) = \Blug), como [B,A] =0, entonces AB|u;) = \;B|u;) .
Por lo tanto, B|u;) es-un autovector de A. Pero la solucién para la ecuacién de autovectores
(A — \I) Ju;) = 0 es tnica, por lo cual todos los autovectores de A son proporcionales. Esto es:
B|u;) = p5|uj), con lo cual queda demostrado que los autovectores de A son autovectores de B.

2. Si Ulv;) = pilv;), entonces |p;] = 1.

Es claro.que: (07 |UMUv;) = (v/[T]vi) = pips(vl|vg) = (vi[l|v;) = p? =1.

Ejemplo 4.40 Dada la matriz:

S
Sl

sk
=

0 0

Esta matriz es unitaria, ya que: AT = A~! y los autovalores se obtienen de la manera usual:

PO\ = (A — 1) [2A2—\/§(1+z')A+2z} —0,
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es decir:
V2(1414) — 2/=3i \ V2(1+1i) +2+/=3i N
y N2 — y N3 —
4 4

Notemos que los valores propios estan normalizados a la unidad:

A=

e (ﬂ(1+i)—2\/—3i> (ﬂ(l—i)—%@)_l
LA 4 4 o
o (\/5(14—1')4—2\/—31') (ﬁ(l—i)+2\/£>_l
S 4 4 o

AN, = i(—i)=1.

Estos tres autovalores generan los siguientes autovectores:

1 1 0
|u1>>\1 = % ) ‘u2>>\2 = o 567;—1 , ’u3>)\3 = 0
0 0 1
Se puede demostrar que los autovectores son ortogonales:
1
(wilug) = (u)fus =0 = (1 SEVGES] 0) VG| g,
0
(wilug) = (u)fuz =0 = (1 A 0) 0]=0, vy
1
0
(uslug) = (u2)uz =0 = (1 —ipyBi-1 0) 0]=0
1

Con los autovectores normalizados construimos la matriz U ;, que también serd unitaria, y la matriz

diagonal D;'- con los autovalores.

—L L i)—2/—3i
V3+v3 V3-v3 0 2L )4 28 0 0
Ui — | _0-d(vE+1) (1-)(V3-1) o |, pi= 0 Va(+i+2 V=BT
! 2V/3+V3 2v/3-/3 J 1

4.6.4, Autovalores y autovectores de matrices similares

Como discutimos en la seccién 4.3.3, dos operadores A y A que estan relacionados por una transfor-
macién de similaridad. La ecuacién (4.15), A = S™1AS, conecta las distintas representaciones matriciales
de un mismo operador, las cuales tendrdn la misma traza y el mismo determinante, independientemente
de su representacion matricial. Tal y como se desprende de ecuacidén (4.13) la representacion matricial
de los operadores S corresponde a la matriz de productos internos de los vectores base (&'|ey).

A continuacién presentamos un teorema que ilustra como se construye la transformacién de simi-
laridad
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Un operador lineal A : V" — V" tendrd un maximo de n autovalores distintos. Adicional-

mente, si A tiene precisamente n autovalores: {1, \a,- -+, A\, }, entonces los n autovectores,
{11, |12), -+, |1n)} (uno para cada autovalor), forman una base para V" y existird una trans-
formacién de similaridad S que diagonaliza A de la forma

STAS = Agiag = diag (A1, A2, -+, An) - (4.23)

y la transformacién es la matriz con los autovectores como columnas [|1)1), [12), - - , [,)],

Si construimos una matriz con las componentes n autovectores como columnas y la denotamos
como S = [|¢1), [t2), -, |¢n)], claramente

A[|¢1>7 |¢2>’ T 7|¢n>] = [)‘1|¢1>a>‘2|¢)2>7' o 7)‘n|71bn>] = [|1/11>7 |¢2>, T 7‘7/}11)] diag ()‘1’>‘27 0N 7>\n) .

Esto se ve mejor en el lenguaje matricial
AJD) = Ml L (e[Ale) (7 l0hk = Mele'lihe = AT = M = Yi0kAm 5 AS = Shaig

Note que hemos representado S <> w,i, como una matriz con los autovectores como columnas, ademads,
como dijimos anteriormente, indices repetidos “arriba y abajo” indican suma, pero los indices en el
mismo nivel no. Adicionalmente, hemos denotado como Adiag ala matriz diagonal con de los autovalores,
Adiag = diag (A1, A2, -+, Ap) del mismo modo que en la secciéon4.3.2.1.

Finalmente, como S es invertible porque los autovectores son linealmente independientes tendremos
—1 X _ 4 .
STHAS = Adiag = dlag ()\1, )\2, s ,)\n) .
Es decir, como lo presentamos en la seccion 4.3.3, existe una transformacion de similaridad que lleva A
a su representacién diagonal Adiag, donde los n autovalores ocupan la diagonal.

Ahora nos toca identificar otra propiedad fundamental inherente al operador y no a su representacion

matricial. Para ello complementaremos los teoremas expuestos alld con el siguiente.

Teorema 4.5

Dos matrices, Aé“ y A;, n X n, similares tienen el mismo polinomio caracteristico y con ello el

mismo conjunto de autovalores.

Demostracién: Es inmediato verificar que: A — A\ = S'AS — A\ = S~! (A — AI) S, y dado que
det |A'= \I| = det [S™! (A — A)S| = det |[S™"| det |A — AI| det S| = det |A — ] .
Por lo tanto, ambos operadores A y A, tendrdn el mismo polinomio caracteristico y con ello el mismo
conjunto de autovalores. <«
Haremos ‘una lista de todas la propiedades para los autovalores y autovectores de operadores,
expuestas en ésta y en la seccion anterior.
Sea un operador lineal A : V" — V" con un polinomio caracteristico que tiene n raices distintas:
{1, A2, ..., A\, }. Entonces tendremos que:
o Los diferentes autovectores {|v1), [1)2), -+, |tbn)} correspondientes a los {\1, Ao, ..., A, }, for-
mardn una base para V.
o que los autovectores del operador A no son necesariamente ortogonales. Solo los autovectores
de operadores hermiticos serdn ortogonales. Eso lo mostramos con detalle en la seccién 4.6.1.

En este caso la representacién matricial del operador (¢*|A|y,,) en la base de autovectores
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{l1), [12), -+ ,|¥n)}, serd diagonal:
(Adiag)" = WF|AlYy) = diag (A, Ao, .-, An) -
o Cualquier otra representacién matricial, (u*|A|u,,), del operador A en otra base de V, estard

relacionada con la representacion diagonal mediante una transformacién de similaridad:

Adiag =STIAS = diag(\, A2, An) = Sp(uAlug) (ST (4.24)

donde Sjm = 1} es unamatriz construida con las componentes de los autovectores como columnas.
o Los autovalores de un operador son independientes de la base en la cual se represente el ope-
rador. Vale decir, al igual que la traza y el determinante, los autovalores etiquetan al operador
independiente de su representacion matricial.
o Los dos teoremas que presentamos se cumplen también para cualquier funcién del operador,
construida en el sentido que presentamos en la seccién 4.1.5. Esto es, los autovalores y autovectores

de un operador A también lo seran para cualquier funcién de éste:
FA)Y)e = Mel)e = STF(A)S = F(Ading) = F(diag (A1, Az, -+ s An))
o Considere |¢;) = U|@;), es decir un vector transformado con un operador unitario Ut = U~
Ademds suponga A|¢;) = \;|¢;) entonces A|d;) = Ai|d;), conA = UAU'. Los operadores trans-
formados mediante matrices unitarias tienen los mismos autovalores y autovectores transformados

un del otro.

4.6.5 Conjunto completo de observables/{ue conmutan

Como hemos dicho en varias oportunidades los autovalores puedes ser degenerados con variados
grados de multiplicidad. En ese caso el operador hermitico A no tendrd una representacioén diagonal. A
lo mas tendré una representacién diagonal a bloques tal y como la presentamos en la seccién 4.12. En
estos casos, construiremos otro operador hermitico B tal que [A, B] = 0, y podremos encontrar una base
que diagonalice a ambos. La intencidn serd etiquetar, de manera univoca, con los autovalores de ambos
a los autovectores que seran acomunes a ambos operadores

Comencemos con una definicion de observable comun en Fisica

Definicion 4.3

Diremos que un operador A : V" — V" es un observable si el conjunto de autovectores {|u,( u)>}

de un operador hermitico A, forman una base de V".
Aluigy) = Niluigy) = i)@' ®] =1 <= (@ Wlu;,,) = 5ist

donde el indice s indica el grado de degeneracién del autovalor \;.

En términos matematicos esta definicién no es obvia. Estamos pidiendo que el operador sea hermitico
y que los autovectores, correspondientes a autovalores degenerados, sean ortonormales entre si y con
los no degenerados. Como vimos en la seccién 4.5.3, esa condicién no necesariamente se cumple para
cualquier matriz real. La calificacion de observable para este tipo de operadores se hereda de la Mecdnica
Cuéntica, en particular de la interpretacién probabilistica de la funcién de onda de Max Born. Esta
interpretacion relaciona la norma de la funcién de onda con las densidades de probabilidad, reforzando el
concepto de que la mecénica cudntica trata fundamentalmente con observables en un sentido estadistico.

Un ejemplo trivial (y extremo) de un observable lo constituyen los proyectores, tal y como lo

ilustramos en el Ejemplo 4.27, Py = [1) (9|, con (|p) = 1. Claramente, la ecuacién de autovalores
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para un proyector obliga a que tenga dos autovalores 0 y 1. El autovalor nulo es infinitamente degenerado
y estd asociado a todos los vectores ortogonales a |¢)), mientras que el autovalor 1 corresponde a un
autovalor simple y estd asociado a todos los vectores colineales al mismo vector |¢). Esto es:

Piylv) = 19) y Piyle) =0 si(le) =0.

Mas aun, sea un vector arbitrario |p) € V", siempre se podrd expresar como:

[9) =Pyylo) + (L= Ppyy) le) = Py (I9) = Prygle) + (I=Byy) I9)

por lo tanto:

2
Plyyle) = Blyy (B ) + (P = By ) 1) = Biyle) = Ppyy (Byle)) = Pyl
ya que ]P’|2 0 = [P}y, por definicién de proyector. Entonces, se deduce que Py, | ) es unautovector de Py
con autovalor 1. Igualmente (H — IP)W) o) es un autovector de Py con autovalor 0, y la demostracion

es inmediata:
Py (L= Plyy) ) = (Pm - Pﬁm) o) =0.

Para el caso de autoespacios correspondientes a autovalores degenerados se puede definir un obser-

vable A de la forma:

A= ZaiIP’i con: P; = (|¢-(u)><¢'(”)|> para: p=1,2,--- k.

i
Ejemplo 4.41 Dadas las siguientes matrices:

: 6 -2 . 1 8 ’ -9 =10 ) 14 2
Al = , Bi= G~ , Gi= .
-2 9 8 —11 —10 5 2 11

Determinemos cuales conmutan entre ellas y busquemos 1a base de autovectores comunes.
Notamos que: [A,B] = [A,G] = [G,B] =0,y

([Ajc]);ﬂ—(_oQ (2)>, ([B,(C]);_<g _08)7 ([G,C])é-—(g _02>

Los autovectores comunes a A, B, G, serdn:

_% (2
o) (1)

Para los observables que conmutan se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 4.6

Si dos operadores lineales A y B, hermiticos, conmutan, [A, B] = 0, y [¢) es autovector de A con

autovalor o, entonces B|¢) también serd autovector de A con el mismo autovalor o.

Demostracion: La demostracion es sencilla:

Alp) = aly) = B(AR) =oly)) = BA[Y) =ABl¢)) =0 (Bly)) . <
Ahora bien, de esta situacion se puede distinguir un par de casos:

o sielautovalor o es no degenerado los autovectores asociados con este autovalor son, por definicién,
colineales con |1)). Por lo tanto, B|t)) serd necesariamente colineal con [¢/). La conclusion a esta
afirmacion es que NECESARIAMENTE |¢)) es autovector de B.

o si el autovalor o es degenerado, B|y) € S, es decir B|t)) estd en el autoespacio S, con lo cual S,

es globalmente invariante bajo la accion de B.
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Teorema 4.7

Si dos observables A y B conmutan, [A,B] = 0, y si [¢1) y |¢2) son autovectores de A para
autovalores distintos, entonces el elemento de matriz (1! |Bto) = 0 .

Demostracion: Si A|y1) = o1|t1) y  Ale) = oa]1h2) entonces:
0= (' [A,B] [vh2) = (' |AB — BAtho) = (("|A) Blea) — ("B (Altha))
= 01(¢p" [Bliha) — o2 (¥ |Blr) = (01 — 02) (¥ [Blba) = (' [Blaha) = 0.

Teorema 4.8

Si dos observables A y B, son hermiticos, y conmutan, [A,B] = 0, los autovectores {|t;)}

comunes a A y B constituyen una base ortonormal para V".

Demostracién: Denotemos los autovectores de A como [1);(,,)), de tal modo que:
A|¢z(“)> = O'ZWJZ(#)> dondei=1,2,...n—k,+1 vy pu=12,. k,,

k. indica el orden de la degeneracion de un determinado autovalor o,,.

Dado que A es un observable, los [1);(,,)) forman una base, claramente:
(W) = 856%
Ademads como los elementos de la matriz cumplen <1/1i(”) ]B\wj(l,)) = (5;, entonces esto quiere decir que

los elementos B Ey) (¢t |IB3]1/}] y) serdn nulos para i # j, pero no podemos decir nada a priori para

el caso i # vy i = j. En general, al ordenar la base:
[V10))s [Y1@2))s -+ [V1k0) ) [P200))s (2205 5 [W2k0))s 5 1¥300))s [ Wn—kn (1)
para el caso que consideraremos sera:
[V11))5 [012))s [P103))5 [0201)) 5 [P202))5 [¥3(1)) 5 [Pa1)) s [a2))s 195 1)) -

La representacin matricial de B enesa base, (¢*(*)|B| ¥j(v))» tendrd la forma de una matriz diagonal
a bloques de la forma,

(D) (1) I (1

B, 0 B, o B, ) 0 0 0 0 0 0
1(2 1(2 1(2

B, 0 5, o 5, @ 0 0 0 0 0 0

Bi ) Biy Bl 20(1) 20(1) 0 0 0 0
0 0 0| B 0 5, ) 0 0 0 0
0 0 0 [ B B | 0 0 0 0
0 0 0 0 0 | By | 0 0 0

M B0

0 0 0 0 0 0| B 0 B, o 0
0 0 0 0 0 By Biw | O
0 0 0 0 0 0 0 0 | By

Tal y como hemos mencionado, los subespacios: F, E2, y E, corresponden a los autovalores
degenerados o1, 03, y 04 (de orden 3,2 y 2 respectivamente).
Una vez mds surgen dos casos a analizar:
o Si oy, es un autovalor no degenerado, entonces existe un tinico autovector asociado a este autovalor
(la dimensién del autoespacio es 1 — k; = 1, y no hace falta). Esto corresponde al ejemplo
hipotético anterior para los autovalores simples o3, y 5.

e Si 0, es un autovalor degenerado, entonces existe un conjunto de autovectores asociados a este
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autovalor o, (en este caso la dimensién del autoespacio es k,,). Como los WJJ'( u)> son autovectores
de A su representacién matricial serd diagonal a bloques. Ahora bien, como el autoespacio S,

(w)

es globalmente invariante bajo la accién de B y B;( ) = <wi(“)\B|w]~(u)> es hermitico, por ser

I
B hermitico, entonces B es diagonalizable dentro del bloque que lo define. Es decir, se podra
conseguir una base |x(,)) tal que la representacién matricial de B en esa base, para ese bloque,

es diagonal
Bi* = () Bly) = P BlxG) = B = Bjdi
que no serd otra cosa que los vectores |x(,)) serdn autovectores de B
BIXj(m) = BitmXj) - <
Es importante recalcar que los autovectores [¢;(,,)) de A asociados con un autovalor degenerado
NO son necesariamente autovectores de B. S6lo que como B es hermitico puede ser diagonalizado dentro
del autoespacio.

De ahora en adelante denotaremos los autovectores comunes a dos operadores A y B con distintos

autovalores como [u;j,,) tal que

Altugimw) = onltnme)) Y Blunm)) = BmlWnfm(w)) s
donde hemos dejado “espacio” para permitir una degeneracion etiquetada con el indice p.

La prueba del inverso del teorema anterior es bien simple:

Teorema 4.9

Si existe una base de autovectores {|uj(#)>} comunes a A y B, entonces A y B conmutan,
[A,B] = 0.

Demostracion: Es claro que:
AB|un\m(u)> = BmA|un\m(,u)> = ﬂmo’n‘un|m(u)> )
BA[tnjm(u) = 0nBltnjm()) = onBm|Unjm())
restando miembro a miembro obtenemos de manera inmediata

(AB — BA) ]un|m(u)> = [A,B] |un‘m(#)> = (Bman — O'n,Bm) \un|m(“)) =0. «

Definicion 4.4

Los operadores: {A,B,C,D- - -} constituye un conjunto completo de observables que conmutan

Si:
1. Los operadores del conjunto conmutan entre ellos:
[A,B] =[A,C] =[A,D] = [B,C] = [B,D]=[C,D]=---=0.
2. Al determinar el conjunto de autovalores para los operadores

{ana /Bma Yk 6l7 te } )

se especifica de manera univoca un tinico autovector comun a todos estos operadores

{0, Bms Vs 015 - -+ = [kt () -

Ejemplo 4.42 Considere que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido
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por una base ortonormal {|£1), |£2), |€3)} y sefinimos dos operadores L, y S de la siguiente manera:

L &) = [€1), Lz|€2) = 0, L.|3) = —[€3), S[&1) = [€3), S|&2) = [€2), S|&3) = [€1)-

Intentemos responder varias preguntas y con las respuestas vamos construyendo un ejemplo para un
conjunto completo de observables que conmutan para L2 y S.
o (Cudl es la representacién matricial de estos operadores en base ortonormal {|¢1), (£2), |¢3) }?

Las representaciones matriciales para IL,, 1.2, S y S? serén las siguientes:

1 0 0 1 0 0
(ELafgy=10 0 0 |, (LG =]0 0 0 |,
0 0 -1 0 0 1
0 0 1 1 00
@€sigy=10 1 0 |, S =10 1 0
1 00 0 0.1

Es claro que estas matrices son reales y simétricas y, por lo tanto, son hermiticas y, al ser el espacio
de dimensién finita, deben ser diagonalizables y sus autovectores formaran base para ese espacio.
Por lo tanto, L, 1.2, S y S? son observables.

o (Cudl es la forma mds general para la representacion matricial de un operador que conmuta con
L,?
Notamos que los vectores de la base ortonormal {|£1), |£2),|¢3)} son autovectores para L, con
autovalores {1,0,—1}, con lo cual su representacién matricial tiene que ser diagonal. Recuerde
que si dos observables A y B conmutan, [A;B] = 0, y si [1)1) y |¢)2) son autovectores de A para

autovalores distintos, entonces el elemento de matriz (1)*|B|t2) = 0, con lo cual:

ML 0 0
Lo, M] =0 (EM[G)=] 0 M5 0
0 0 M

Esto se desprende de manera directa de:
0 = (€'|[Lz, MIE;) = (€L M-ML: &) = (A; — Aj) (€'IMI&;),  con (A — Aj) # 0 parai # j.
o (Cudl es la forma mds general para la representacion matricial de un operador que conmuta con
L2?
Si nos planteamos la misma pregunta para L2, vemos que sus autovalores son {1,0}. Esto es:
Li€r) = l&x); L&) =05 LZIgs) =),
con lo cual tendremos que la representacién matricial de ese operador que conmute con L2, no

serd diagonal, es decir:

Nl 0 Ni
LZN=0 < (Ng)=| 0 N7 0 |,
Ny 0 N3

ya que:

0= (¢'|[L2,N]|&5) = (¢'|N|és) = (¢'N|&s),

y vale para cualquier elemento N3 (y equivalentemente para N;). Adicionalmente, si reordenamos
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labase {|£1), [€2),1&3)F — {1&2), [€1), |€3) } 1a representacién matricial de N, queda como

N 0 0
(€INlg) =] 0 N Ny
0 N} N3

Es decir, vemos que el operador N tiene una representacién matricial diagonal a bloques.
o Finalmente ;cudl es la representacién matricial, més general, de un operador que conmute con S2?

Para este caso tendremos que,

0 P P
S =0 = ('IS*Pllg) = ('IS"P-PS*¢;) =0 <« (€'[Plg)=| P 0. P}
P} P} 0

o (Se puede construir una base de autovectores comunes a 2 y S?
Para ello notamos que |£;) es un autovector comtn a L2 y S, por lo tanto, existird un subespacio
expandido por: {|¢1), |€3)} y las representaciones matriciales para L2 y S, en ese subespacio serén:
, 10 ' 0 1
L215) s, = : ISI€) 815 = )
<§ | z|€]>$13 ( 0 1 ) y <§ | |€J>$13 10
Acto seguido planteamos el problema de autovalores para S, para ese subespacio utilizando la base

{|€1), €3) }, esto es:

|q2) = 75 (I€1) + 1€3))
Sle)ZAj|Uj>=><(1) é><q1>=>\<(ﬂ)=> "
Q b lgs) = 25 (1€1) — [€3))

con lo cual tendremos los resultados mostrados en la tabla 4.3. Es decir, hemos expresado los
autovetores de S,

g2) ¥ |g3), como combinacion lineal de la base {|£1), |£3)}.

Adicionalmente, si ordenamos de otra forma la ba-

se de autovectores de L%, como {[€1), |&3), €2)}: Autovectores Autovalor L?  Autovalor S
tendremos entonces como representacion matricial q1) = |&2) 0 1
diagonal a bloql‘IeS, correspondiente a un-autovalor Ig2) = % (|€1) + |€3)) 1 1
degenerado 1, a: 1
l93) = 75 (161) — [€3)) 1 -1
o ]Sf 1 ]Sf 3 0 Figura 4.3: Dado que no hay lineas repetidas L2 y
i) = . orman un .
(€'INI;) N} N 0 S f CCoC

0 0 N2
Es costumbre representar esta base comiin de autovectores de L2 y S haciendo referencia a los
autovalores asociados a los operadores

lq1) < (0;1),  |a2) < |1;1), |g3) < [1;-1),

y claramente la dupla de autovalores que etiquetan los autovectores es tinica.

Ejemplo 4.43 Consideremos otro ejemplo proveniente de la Mecanica Clasica. Se trata de dos osciladores
armoénicos, de igual masa, acoplados con resortes con la misma constante eldstica k.

Podremos expresar estas ecuaciones en forma de operadores:

d2 1
—k mc‘ll? + 2k x?
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La ecuaciones de movimiento para este sistema son:

) k k k
e i) = 0 N - @-in- @i

mio + kxe + k(ze —21) = 0,

Si pensamos esta ecuacién como una ecuacion de autovalores, el autovalor es claramente A = 0.
Como las masas y las constantes eldsticas son iguales podemos intercambiar las particulas y la fisica
(las ecuaciones de movimiento) no cambian. Es decir, si intercambiamos x1 <+ xo las ecuaciones de

movimiento quedan inalteradas. Esto se puede expresar matematicamente como el operador permutacién

e=(Va) = (o) (2)-(2)

Es inmediato comprobar que [D, P] = 0, con lo cual existird una combinacién lineal de autovectores

de las particulas:

de ID (asociados con el autovalor A = 0) los cuales también serdn autovectores de IP. Para ello procedamos

a calcular los autovalores y autovectores de [P:

Plz) = Ma) = | :0:>)\i1<:>|é1>:\}§<1>; |é2):\2<_11>.

1 =X

Facilmente podemos expresar el vector posicién como una combinacién lineal de estos dos auto-

vectores de P, esto es:

A e +Q . N 512%(561—#%2),
22 ) V21 VoA )
&= (11 — )
Es claro que

|u1>:\2($1+$2)<1> y |uz>=\2(x1—x2)<_i>,

son autovectores de P y ID.

Ejemplo 4.44 Si definimos los autovectores comunes a J y J, como |5, m) de la siguiente manera:
Pljym) = j (G +1) Bljsm) . Tolj.m) =mhlj,m),  con: (j,mlj',m') = & o

jom o

y adicionalmente tenemos que:

Si-se supone (es facil demostrarlo) que —j < m < j. Esto quiere decir que dado algtin valor 7, las

m varian entre'—j y j de uno en uno. Estoes, m = —j,—j +1,—3+2,--- ;5 — 2,7 —1,3.

o Supongamos ahora que j = % y busquemos, la representacién matricial para: J.,J_,J,,J? enla
base de autovectores de J, y J2. Si |, m) son autovectores de J? y J. su representacién matricial
serd diagonal y como m varia entre —j y j con incrementos de 1 tendremos que serdn matrices

Ao 11 1\ (11
2 x 2. La base ortogonal de autovectores serd: {|3,—3), |3, 3) }-

Do | St

<%7_%|JZ|%a%> <%7_%|Jz|%,—%> 0 -1
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(3. —31%13:3) (3 =315, —3) 0 1

La representacién matricial para J_, J obviamente no serd diagonal:

<%a%|°ﬂ+|%a%> <%7%|J+|%7*%> 0 1
=h ,
<%7_%|J+’%7%> <%7_%’J+‘%7_%> 00
<%a%w—|%a%> (%7%“]—’%7_%) 00
=h
<%7_%|°]]—|%7%> <%7_%’J—‘%’_%> Lo

o Calculemos los autovalores y autovalores para: J.,J_,J;,J2. Otra vez, {|3,—1),|3,3)} son

autovectores de J2 y J.. En el caso de J? con un autovalor de %hQ para ambos autovectores y en
el caso de J, los autovalores serdn j:’% respectivamente. Para J_, J; no tendrdn autovalor distinto

de cero en esta base.

Practicando con SymPy

[1]: import sympy
from sympy import *

init_printing()

1. Dada la matriz A del primer ejemplo anteriormente resuelto:

[2]: A = Matrix([[1, O, 3], [0, -2, 0], [3, O, 111)
A
[21: 1 0 3
0 -2 0
3 0 1

[3]: A.charpoly().as_expr().factor()

[3]: (A=4) (A +2)
Se calculan los autovalores y autovectores y se asignan a una variable

[4]: autova_autove = A.eigenvects()

autova_autove

-1 1
Y O 9 47 1; 0

[4] : 0
_27 27

Podemos imprimir estas cantidades por separado

[6]: for autovalor, multiplicidad, autovectores in autova_autove:

print ("Autovalor:", autovalor)
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[6]:

[7]1:

[8]:

[9]:

[10]:
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[6]:

[7]:

[8l:

[9]:

[10]:

print("Autovectores:")

for autovector in autovectores:

print (autovector)

Autovalor: -2
Autovectores:
Matrix([[0], [1], [011)
Matrix([[-11, [0], [111)
Autovalor: 4
Autovectores:
Matrix([[1], [0], [111)

Es mds conveniente aislar las cantidades para un uso posterior

A_1= autova_autove[0] [0]
Al
—2
L_1 = autova_autove[0] [2] [0]
L_2 = autova_autove[0] [2] [1]
L_1,L_2
0 -1
1], 0
0 1
A_2= autova_autove[1] [0]
A_2
4
L_3 = autova_autove[1] [2] [0]

L_3

Vamos ahora a normalizar los autovectores:
V1i=L_1/sqrt(L_1.dot(L_1))
V2=L_2/sqrt(L_2.dot(L_2))
V3=L_3/sqrt(L_3.dot(L_3))

V1,vV2,V3
2 2
0 [F] 4
1f, 0 [, 0O
0 V2 V2
2 2

Hacemos una lista con los vectores normalizados:
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[11]: L_vec=[[V1,V2,V3]]

L_vec
[11]: 0 _g @
1], 0 R 0
0 V2 V2
2 2

Y construimos la matriz C:
[12]: C = Matrix(L_vec)

C
2 V2
[12]: 0 _% %
1 0 0
0 2 \Z
2 2
Para finalmente comprobar:
[13]: C.T*A*C
[13]: -2 0
0 -2 0
0 O
Para diagonalizar una matriz también se puede utilizar la opcién “diagonalize()”, lo que devuelve
una tupla (P, D), donde D es diagonal y A = PDP~!,
[14]: P, D = A.diagonalize()
[15]: P, D
[15]: 0 -1 1 -2 00
1 0 0,0 =20
0 1 1 0 0 4
[16]: P*D*P.inv()
[16]: L 0.3
0 =2 0
370 1
2. Consideremos ahora otro de los ejemplos, donde teniamos la siguiente matriz:
[17]% A = Matrix([[1, 2*I-1, I], [-2*I-1, 2, -1], [-I, -1, 3]1)
A
[17]% 1 1427 4
-1-24 2 -1

Es facil ver que se trata de una matriz hermitica

[18]: A.C.T
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[18] : 1 —1+2i Z
—-1—-2 2 -1
—1 —1 3

Calculamos los autovalores y autovectores:

[19]: autova_autove = A.eigenvects()

autova_autove

[19]: 1 3
4,1, | |=1—3 N RV N e
1 1
[20]: A_1= autova_autove[0] [0]
A_2= autova_autove[1] [0]
A_3= autova_autove[2] [0]

A_1,A_2,A_3
[20] : (4, 1-+/5, 1+\/5)
[21]: L_1 = autova_autove[0] [2] [0]

L_2 = autova_autove[1] [2] [0]

L_3 = autova_autove[2] [2] [0]
L_1,L_2,L_3
- U] [Eot R 0-VE] [Eo%+(h+E) (4 v5)
i [T D 0o e b (e v
1 1 1

Los autovectores normalizados son:
[22]: V1=L_1/sqrt(L_1.dot(L_1)) .ratsimp()
V2=L_2/sqrt(L_2.dot(L_2)) .ratsimp()
V3=L_3/sqrt(L_3.dot(L_3)) .ratsimp()

Vi,v2,V3
. T R e )
' NoEST V/—=10v/5-50i—20/5i 10v/5— 501+20fz
—1i 5(5+(=3+5)(1-v5)—%) (55 +(—2+5)(14V5))
VR ’ v/ —10v/5—50i—20v/5i ’ \/m
2+ 5 5

v/ 10v/5—50i+20+/5%

Estos vectores serdn ortogonales, como podemos ver:

[23]: V1.C.dot(V2) .ratsimp(), V1.C.dot(V3).ratsimp(),V2.C.dot(V3).ratsimp()

V/—10v/5-50i—20/5i

[23]4 (0, 0, 0)

Ahora construimos la matriz C' como hicimos anteriormente
[24]: L_vec=[[V1,V2,V3]]
C = Matrix(L_vec)
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©
241 LGB N0) ()0
V2 +2i V/—10V/5-50i—20v/5i V/10v/5—50i+201/5i
e GRS ) s
V2+2i V/—10v/5-50i—20v/5i V/10v/5—50i+20v/5i
1 5 5
V2+2i V/—10v/5-50i—20v/5i V/10v/5—50i+20v/5i

Para finalmente poder calcular C~* AC'y obtener:

[25]: simplify(C.inv()*AxC)
[25] : 4 0 0

0 0 1+5

Como ya vimos se puede diagonalizar de manera directa

[26]: P, D = A.diagonalize()

[27]: P
[27] : T S G’ () B O I G ) ()
1 (2—4)(2+V/5+i) (2—i)(—VB+2+1)
Y 5 Y Va N
1 1 1
[28]: D
[28]: 4 0 0
0 1-v5 0

0 0 1+5

4.6.6 Ejercicios

1. Encuentre los autovalores y autovectores de las matrices:

(a).
0 —i 0 0 1 0 0 0
, ;0 0 0 A 0 -1 0 0
Asai=|" , BeBi= ;
J 0 0 0 —i 0 0 1 0
0 0 4 0 0 0 —1
(b).
- 1 144 2
A@A§:< _Z>, BeBi=|1-i 5 -3 |;
i 1
—2i -3 0
(c).
3 -2 4
. 1 =3 )
A@%—( >,B@m— -2 6
-3 1
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Ademds.
(a). Para cada caso encuentre las matrices de transformacién que las lleven a su representacion
diagonal.
(b). Para la primera pareja de operadores lineales, muestre si es posible, encontrar una base de

autovectores comunes que los diagonalice.

- z T — 1y
<C:>C}:< , ),
T+ 1y —Zz

esigual a C = zo1 + yoa + zo3. Donde las matrices o; son la matrices de Pauli. Encuentre los

2. Demuestre que la matriz

autovalores y autovectores de esta matriz.
3. Considere dos operadores genéricos que conmutan: A y B tal que [A, B] = 0, definidos €3 — C?

cuya representaciones matriciales en la base canénica {|e;), |e2), |es)} son

2 0 i . 3 —ivV2 i
AesAi=] 0 10 y IBM:»B;:5 W20 20 V2
—i 0 2 —i V2 3

Determine si es posible encontrar una base comin de autovectores. Para ello, repase la seccién
4.6.5 e inspirese en el ejercicio de la pagina 352 y siga los siguientes pasos
(a). Resuelva el problema de autovalores A|u;) = \;|u;).
(b). Sialguno de los autovalores \; es degenerado utilice el hecho que existe un segundo operador
B que conmuta con A y encuentre la representacion matricial, diagonal a bloques, del operador
B en la base de autovectores {|u;)}.
(c). Resuelva el problema de autovalores para el autoespacio degenerado. Esto es diagonalice el
bloque 2 x 2, para encontrar una base comun de autovectores que diagonalice a ambos, A y
B.
(d). Identifique la base de los tres autovectores comunes y las tres parejas de autovalores de
A & )\ y B < u; que etiquetan cada uno de esos autoestados.
4. Como lo vimos en la seccion 3.4.2; las transformaciones de Lorentz se pueden escribir de manera

matricial como

v 0 0 —iyv/e

0 10 0

0 01 0
iyv/c 0 0 0l

cony = (\/m)_1 ,serd ortogonal? ;serd unitaria? Encuentre sus autovalores y autovec-
tores.

5. Dado un observable A y un vector de estado 1) general, definiremos el valor esperado de A a la
cantidad (A) = (y|A|v), y la relacién de dispersion de A como:

(AA)%) = (A = (A)D)%) = (A%) — (A)” = (V|A%[y) — (Y[A]p)?,
donde T es el operador identidad. Nétese que el valor esperado es un nimero que representa
la dispersiéon de un observable y tiene la misma estructura e interpretacion de la varianza en
estadistica.
(a). Muestre que la dispersién siempre es positiva, i.e ((AA)?) > 0. Para ello:

I. Inicie mostrando que para cualquier operador hermitico C se cumple (C?) > 0.
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[I. Termine mostrando que A — (A)I es un operador hermitico.

(b). Muestre que la dispersion se anula para el caso en que |1)) es autovector de A con autovalor

(A).

(c). Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz muestre que las relaciones de dispersion entre

dos observables A y B siempre cumplen con:

(AAH(AB)) > (A BD con [AB] = AB - BA.

Esta es la forma general de la relacion de incertidumbre. 8

(d). En Mecanica Cuantica se define el operador de spin como S; = %ai, donde las o; son las

matrices de Pauli y los valores de @ = 1, 2, 3 representan las direcciones z, y, 2, respectiva-

mente.

I. Encuentre la expresi6n para el conmutador: [S;, S;], con4,j = 1,2, 3.

II. Considere un vector de estado general |¢)) = a|+) + b|—), donde @ y b son nimeros
complejos que cumplen con: a? + b% = 1y {|+),|-)} la base de autovectores de S,.

Muestre que:

con Im(o) la parte imaginaria del argumento.

6. Dada la matriz:

0 ¢
2¢ 22
0 ¢
0 0
0 0
0 0

0

[en}

0
0
0

4(N — 3)2
q
0

q
4(N —2)?

q

encuentre los autovalores y autovectores cuando ¢ = 1y N = 10.

8Para detalles de las implicaciones de este problema se puede consultar Dumitru, S. (2005) “On the uncertainty relations and
quantum measurements: conventionalities, short comings, reconsideration”. arXiv preprint quant-ph/0504058 . Y también
Dumitru, S. (2006) “A possible general approach regarding the conformability of angular observables with mathematical rules
of Quantum Mechanics”. arXiv preprint quant-ph/0602147 .

((AS2)*)((ASe)*) > i {lm(ab®)]?,

4(N —1)2
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