Capitulo

Campos y analisis vectorial

La ruta de este capitulo

Comenzaremos este capitulo sefialando el hecho de que al derivar cantidades vectoriales, por
ejemplo con respecto al tiempo, es necesario considerar que esta dependencia temporal puede estar
indicada no solamente en las componentes del vector sino en los vectores base en el cual se representa.
Extenderemos esta idea para estudiar la representacion de curvas expresadas de manera paramétrica.
En la seccién 5.1 introduciremos las coordenadas curvilineas generalizadas, resaltando la utilidad que
particularmente tienen las coordenadas curvilineas ortogonales. En la seccién 5.1.6 construiremos las
expresiones de vectores y tensores a partir de sus leyes de transformacion para luego introducir los
conceptos de campos tensoriales, seccién 5.1.7, y los diferentes operadores vectoriales en coordenadas
generalizadas, seccidn 5.2. En las secciones 5.3 - 5.4 desarrollaremos un estudio sobre la integracion
de campos vectoriales y los principales teoremas integrales que permiten relacionar las variaciones de
un campo vectorial con las fuentes que lo producen. En el siguiente enlace se encuentran los cdigos

SymPy https://github.com/nunezluis/CodigosLibroMatematicas/tree/main/Capitulo05.

5.1 Coordenadas curvilineas generalizadas y campos tensoriales

Tal y como discutimos en la seccién 3.2.8, siempre es posible definir un sistema de coordenadas
generalizadas (ql, 7>, q3) tales que
. . . . . -/ R
¢ =4¢ (@) < ¢=4q(), con ij=123.
Donde, no hemos hecho otra cosa que re-escribir la ecuacién (3.9), para el caso tridimensional y con una
notacidon mds cercana al andlisis vectorial que nos compete en este capitulo.

Entonces, nuestro vector posicion en la base candnica o, equivalentemente en coordenadas carte-

sianas!, se puede escribir como

‘T> = I‘(ql, q27 q3> = x(qla q27 q3) ’e:l?> + y(q17 q27 q3) ‘ey> + Z(q17 q27 q3) ‘ez> (51)

y el vector desplazamiento infinitesimal, no es otra cosa que el diferencial total del vector r, vale decir:
Alr) .1, 0lr) . 5 Or) . 5

dr = |dr) = d d dqg” . 5.2

r = [dr) aq1Q+aq2‘J+aq3q (5.2)

INGtese que estamos representando la base cartesiana como |e;) =1, |ey) =]y |ez) = k.
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Como presentamos en la seccion 3.2.7, para una base genérica, {|u;)}, el desplazamiento infinite-

simal puede expresarse como: (3.8), como

2 = — L J . — a.dotdad
ds® = (dr |dr) ( 0 dq > ( —dg; gijdq'dq’ , (5.3)
donde:
i‘ = B . B 9 h — I ) y = 0T J = - )

con: 7,5 =1,2,3..

Es importante hacer notar el papel fundamental que juega expresar el vector posicidén en coordenadas
cartesianas (ecuacion (5.1)), para luego generar el vector desplazamiento diferencial (5.2) en funcién de
las coordenadas generalizadas y, finalmente, determinar los factores de escala, la métrica y'los vectores
base asociados al nuevo sistema de coordenadas (ecuaciones (5.3)).

Mis adelante, en la seccidn 5.1.5, mostraremos un método para construir sistemas de coordena-
das sin necesidad de la intermediacién de las coordenadas cartesianas. Construiremos los sistemas de
coordenadas adaptados a las curvas parametrizadas con alguna cantidad.

Hay que sefialar que, tal y como lo hicimos en la ecuacién (3.7), aqui hemos denotado la base
alr)
oq7
asociados a los vectores antes mencionados. Al final, en la seccion 5.1.6 analizaremos con detalle las

generalizada para vectores como { }, mientras {%LQ} serd la base para los covectores o 1-formas
1-formas y los tensores en coordenadas curvilineas.

Para fijar ideas y porque lo utilizaremos en los casos particulares de las préximas secciones,
escribiremos explicitamente, tal y como lo discutimos en las seccién 3.2.7: los vectores base, los factores
de escala y la métrica de un sistema generalizado de coordenadas ortogonales de la siguiente forma:

o la trfada de vectores base {|e;)} ortonormales:

alr) Ir) d|r)
|el>:H?9E>a(;; |e2>=‘61> 2 Halr> 7;,;

que corresponden a los vectores tangentes a las curvas que definen al radio vector |r), como
veremos con detalles en la seccién 5.1.5.

o la triada de 1-formas base {<e7 {} ortonormales:

1 8<r| 1 o(r| 1 o(r|
1 . 2| _ . 3 .
(¢ = H 5 ] o y (e [oel] 9
oq1 0q2 J0q3
o los factores de escala:
_ |21 _oIn . )
hl - aql 2 — 8q2 9 y 3 — aq3

o el elemento de linea (3.8) en términos de las coordenadas generalizadas como
ds® = 9ij dg' dg’ = (h1 dql)2 + (hg dq2)2 + (h3 dq?’)2 ;
donde, como en 3.5, hemos identificado los factores de escala con las componentes del tensor

métrico como: hy = \/g11, he = \/G22 ¥ h3 = /33 .
En la figura 5.1 hemos representado algunos de los sistemas coordenados y su relacién con las

expresiones que generan las transformaciones de coordenadas, que discutimos con detalle en la seccién

3.2.8, y en las secciones que siguen haremos explicitos algunos casos particulares.
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Figura 5.1: Algunas coordenadas curvilineas en 2D. Podemos apreciar algunos ejemplos de sistemas de
coordenadas: en el cuadrante I coordenadas polares: = pcos(¢); y = p sen(p). En el cuadrante II
coordenadas elipticas: © = a cosh(u) cos(v); y = asenh(u) sen(v). En III coordenadas parabdlicas:
x = 1(u?~=v?); y = uvy en el cuadrante IV coordenadas bipolares: 22 + [y — acot(u)]* =

2 on2(0)). senh(v) | 2 _ 2
a” csc (u)7 |::I"_acosh(v):| Ty = sen(lllw'

5.1.1 Coordenadas cartesianas

El primer caso particular lo constituyen las coordenadas cartesianas, (¢', ¢, ¢*) <= (x, v, 2), y el
vector posicion lo construimos a partir de la ecuacién (5.1) como:
[Py = |es) +yley) + 2 le.) <= r = i+ yj + 2k,

mientras que el vector desplazamiento diferencial también serd inmediato a partir de (5.2)

dris [dr) = (M) do + (%) dy + (%?) dz = dz feg) + dyley) + dz fes) |

Ox oy
y, consecuentemente, los factores de escala quedan definidos como
dlr) d|r) dlr)
hi =hy = =1, ha=hy=|—=|l=1, hs3=h,= =1
1 T O ) 2 Y H 6@/ ) 3 z Oz 3
mientras que la trfada ortonormal es
1 dlr) 1 9dlr) 1 Jdlr)
|em> = HM oz |ey> = HM dy > |ez> = H% >
oz oy 0z

Finalmente, el elemento de linea viene definido a partir de (5.3) como
(d5)2 = (hl dxl)Q + (hg dx2)2 + (h3 dav?’)2 — ds’= dz?+dy? +d2?,

y el tensor métrico serd g11 = gux = 1; g2 =gyy = 15y 922 = 9g.. = 1.
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5.1.2 Coordenadas cilindricas

El segundo caso en complejidad son las coordenadas cilindricas, (¢!, ¢%, ¢®) <= (p, ¢, 2) . Este
caso ya lo consideramos en el ejemplo 3.15 de transformacion de coordenadas. Sus vectores base y su
métrica se construyen a partir de las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.3) expresandolas como funcién de las
nuevas coordenadas. Esto es

) = z(p, ) lex) +y(p, @) ley) + zlez) <=1 = z(p, )1+ y(p, )] + 2k,
con: p > 0,0 < p <21y —00 < 2 < 0.
Las componentes de x,y, z del vector posicion expresada en las nuevas coordenadas pueden ser

identificadas a partir de las leyes de transformacién respecto a las coordenadas cartesianas:

z = a(p, ) = peos(p) de = cos(p)dp — p sen(p)dy,

y=y(p,p) =p sen(p) ¢ = dy= sen(p)dp+ pcos(p)dep,

z2=2z dz =dz.
Por lo que el vector posicién en estas coordenadas es: |r) = pcos(y) |ez) + p sen(p) ley) + zez) ,

donde es facil identificar:

o o d
afpl‘(p, ¢) = cos(p), (%y(p, p) = sen(p) 57" 0,
d d o
%l‘(p, ¢) = —p sen(yp), %y(p, @) = pcos(yp) Fre 0,
o o B
50(e) = 0, 5,0(Pe) =0, 5.°— b

y de alli calcular los respectivos factores de escala:

alr)| _ ’ Az (p,¢) lex)+y(p, @) ley) + 2 e.)] H _ ‘
p dp

= [lcos(p) lex) + sen(p) [ey)|l =1

Del mismo modo

_ oz (p, p) y(p, p)
hy = “op lez) + “op ley)

Y

oz

dlr) ar)
h — = ; = —_— = 1 .
’ H ¢ ’ ’ H 0z
Mientras que los vectores unitarios seran
) dx(p, y(p,
o= g = S )+ 22 ) = o) )+ s )
9p
6 8 3 8 b
%) = 32 G = 1 (22 e,) + 2L e, ) = — sen(p) les) + cos(p)|ey)
op
0 el
o) = iy 3% = B les) =les)

Claramente, el sistema de coordenadas, para el caso 2D (z = 0) se reduce al sistema de coordenadas
polares que ilustramos en el cuadrante I de la figura 5.1.

El caso 3D lo ilustramos en la figura 5.2, izquierda y puede apreciarse que el vector unitario |e,) es
un vector normal a las superficies cilindricas y apunta en la direccién donde crece el radio p. El vector

unitario |e,) es tangente a las superficies cilindricas, perpendicular a los planos ¢ = constante y apunta
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Figura 5.2: Coordenadas cilindricas y esféricas. Para el caso de las coordenadas cilindricas (figura
izquierda), el vector unitario |e,) es un vector normal a las superficies cilindricas y apunta en la direccién
donde crece el radio p. El vector unitario |e,) es tangente a las superficies cilindricas, perpendicular a
los planos ¢ = constante y apunta en la direccién donde aumenta el &ngulo azimutal ¢. El vector |e,) es
el mismo vector cartesiano k.

en la direcciéon donde aumenta el dngulo azimutal . El vector |e,) es el mismo vector cartesiano k.

La expresion para el vector desplazamiento infinitesimal sera

_91r) dlr) Or) .
d|r) = 9 90 de + 2 dz=dpley) + pdyle,) +dzle;) .

Notemos que en este caso, y a diferencia de las coordenadas cartesianas, si ¢ varfa en una cantidad de,

dp +

con py z constantes, entonces el desplazamiento no serd dy sino p de.
El elemento de linea viene definido como
ds® = (hdg") 2+ (hedg®)” + (hsdg?)? =  ds® = dp? + p* dp® +d22,
y el tensor métrico:
933 =gz = 1.

911 = Gpp = 1y ga2 = Gpp = p2;

5.1.3 Coordenadas esféricas

Para construir el sistema de coordenadas esféricas tenemos:
(a',4%,¢%) = (1,0,9),
[r) =@(r,0,¢) [i) + y(r,0,9) [§) + 2(r, 0, 9)|k) <=1 = x(r,0,0)i + y(r,0, )i + 2(r,0, p)k.
Con:r > 0,0 <0 <7my0 < ¢ < 27 Alacoordenada r se le denomina la coordenada radial, a § la

coordenada polar y a ¢ la coordenada azimutal.

Tendremos entonces:

d|r)

d|r)

a|r)
U 9 dp

Estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacidn respecto a las coordenadas

dr = |dr) =
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cartesianas

x =x(r,0,p) =rcos(p) sen(d) dz = cos(p) sen(f)dr —r sen(y) sen(#)dy + rcos(p) cos(d)db,

y=uy(r,0,p) =1 sen(p) sen(d) p = dy = sen(p) sen(f)dr + rcos(p) sen(8)dy + r sen(p) cos(d)da,

z=2z(r,0,¢) = rcos(f) dz = cos(f)dr — r sen(6)dd.
El vector posicion es de la forma

[r) =7 sen(f) cos(¢) |ex) +r sen(f) sen(p) |ey) + rcos(f) [ez) .

Derivando:
Ox(r,0,9) _ Ay(r,0,¢) _ 0z(r.0,¢) .
—a = cos(yp) sen(f) , e sen(p) sen(f), = cos(d),
dx(r,0,0) dy(r,0,p) 9z(r,0,0)
0 - rcos(p) cos(f), a5 =" sen(p) cos(f), —pr = sen(f) ,
Ox(r,0,¢) _ Oy(r,0,¢) _ 0x(r 6, ¢0)
P = —r sen(p) sen(f), P = rcos(p) sen(f), 90 =0.
Los factores de escala son los siguientes:
d
h, = 8‘? = |lcos(p) sen(@) |e;) + sen(p) sen(d)|ey) + cos(d) le.)]| ,
= /cos2(¢) sen2(f) + sen2(yp) sen2(h) + cos2(h) = 1,
9|r)
hg 20 || = || cos(¢) cos(8) |ex) + 7 sen(p) cos(9) |ey) — rsen(d) |e,)|| ,
= \/(r cos(¢) cos(0))* + (rsen(p) cos(h))? + (rsen(8))* =r,
d|r)
he 20 || = =7 sen(p) sen(0) |ex) + 7 cos() sen(0) [ey) ] ,

= \/ (rsen(e) sen(0))? + (r cos(y) sen(0))* = r sen(d).

Mientras que para los vectores unitarios tenemos

le,) = h%%? = cos(yp) sen(0) |ey) + sen(p) sen(f) |e,) + cos(0) le,) ,

leg) = hig% = cos(yp) cos() |ex) + sen(p) cos(f) |ey) — sen(h) le,) ,

leg) = =52 = — sen(p) [ex) + cos(p) ley) -

El desplazamiento infinitesimal en estas coordenadas es de la forma

dlr) = (%'?) dr + (%’?) do + (8(9];)) dp =drle,) +rdf|eg) +r sen(f)dyley,) .

Por lo tanto, para el elemento de linea tenemos
(ds)2 = (h1 dql)2 + (h2 dc]2)2 + (h3 dq?’)2 —  ds? = dr? 4+ r2d6? + r? sen?(0)d?.
Y para el tensor métrico

g1 =g =1 g2=ge=7% g33=Ggpp=r1"sen’(0).
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5.1.4 Otros sistemas coordenados

Por completitud, enumeraremos algunos otros sistemas de coordenadas y dejaremos al lector la
labor de calcular los vectores unitarios y la métrica del espacio expresada en esas coordenadas.

o Coordenadas toroidales
(¢", 4% ¢*) <= (0,7, 9)
Ir) =z (0,7, 9) |lex)+y (0,7, 0) |ey)+2 (0,7, ¢) |ez) <= r =z (0,7, 0)i1+y (0,7, ) j+2 (0,7, D) k.

Con0<o<2m0<7<00y0<¢<2m.
La transformacién de coordenadas estd definida de la siguiente forma (con a constante)

senh(7) senh(7) sen(d), z=a

sen(o)

r=a COS =
(9), v cosh(7) — cos(o)

Las superficies 7 constante representan toros alrededor del eje z; las superficies o constante son

cosh(7) — cos(o) cosh(7) — cos(a)
esferas con centro sobre el eje z y finalmente las superficies ¢ constante son planos que contiene
al eje z.
La métrica en estas coordenadas es:

2 2 2
ds? = (h1dg')"+ (h2 dg®)” + (hs dg®)”

<cosh(7')a— cos(o’))2d02 * <cosh(7)a_ COS(J))QdTQ g (Coss(ijnf(;)s(a)f s

o Coordenadas elipsoidales

Dados tres ntimeros a,by ¢, cona > b >.¢ > 0, la ecuacién

1,2 y2 22

+ +
a+a bV+a A+o
representa las superficies cuddricas? homofocales (con el mismo foco u origen en
(x=0,y=0,2=0)).
Dependiendo del valor del pardmetro o, estas ecuaciones representardn superficies
2

=1,

Elipsoides si a>—c
Hiperboloides de una hoja  si  —c? > a > —b?
Hiperboloides de dos hojas si —b% > a > —c?.
Esto quiere decir que por cada punto (z, y, z) del espacio, pasan tres superficies cuddricas (depen-
diendo del valor de ). Conocidos a,by cy el punto, (z = xg,y = yo, 2 = 20), los valores de «
vienen dados por las raices de la ecuacién cibica
22 Y2 52

=1 =2a4+A?+Pa+0Q=0,
a2+a b24+a AHa

con

A=a5+yd + 28 —a® —b* -2,

&= (b®+ %) af + (a® + ) yg + (a® +b?) 2§ — a®b® — (a® + V) 2,
Q = 22?2 + y2a®P + 22a%V? — a®b> .
Las raices de esta ecuacioén (a3 = \; e = p; a3 = v) definen las coordenadas elipsoidales del

punto (z,y, 2) = (x (A, V), y (A, 1, ), 2 (A, p, ).
Tenemos entonces:

(¢", 4% ¢*) = (\nv),

2Nétese que la proyeccion de estas superficies en el plano xy representan curvas conicas homofocales.
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~

r) =@ (A, v) lea)+y (A, p, ) ley)+2 (A psv) fez) < v =a (A, g, v) 14y (A s v) J+2 (A, g, v) ko

Y la ley de transformacion:

x:\/[az—l—)\][aQ—l-u][az—i-V] y:\/[b2+>\][b2+u][b2+u] Z:\/[c2+/\][c2+u][c2+y]

@ = [? = ]
por lo cual la métrica serd
G = P=p =N [ =N [ — v]dp? v — pl[v = Al dv?
4@+ N2+ A [+ A 4 +pl [0 +p][+p) 4a®+ ][0 +v] [+ v

[bZ _ a2] [b2 _ 62] [02 _ b2] [02 _ CLQ}

Cerramos esta seccidn con cuatro ejemplos que cubren varias aplicaciones de los sistemas coordenados.
Calculamos la velocidad en un sistema curvilineo y exploramos las consecuencias de las transformaciones

de coordenadas.

Ejemplo 5.1 Velocidades y aceleraciones. Para fijar conceptos repasaremos los célculos de las
expresiones de las velocidades y las aceleraciones, que expusimos en la seccién 1.5.3, solo que ahora
los desarrollaremos en coordenadas generalizadas. Para ello recordamos que los vectores velocidad y

aceleracion se representan como

lv) = v’ lej) = i lej) = o7 ‘ej/> =i’ ’ej/> vy la)=ad lej) = i lej) = o ‘ej/> =i ej/> ,
respectivamente.

Para determinar estos vectores en cualquier sistema de coordenadas, es suficiente con encontrar las
expresiones de sus componentes covariantes o contravariantes. Como sabemos, podremos encontrar una
a partir de las otras con la ayuda de la métrica del sistema de coordenadas.

Entonces, el vector velocidad en la base cartesiana se puede expresar como
[v) = vy lex) + vy ley) + 0z lex) = Eleg) + Y ley) + 2lez) =37 [ej)
con: [er) = lex), le2) = ley) ¥ les) =ez).
Claramente las componentes contravariantes del vector velocidad en un sistema generalizado de
coordenadas son v/ = ¢7.
Recordamos que para cualquier base generalizada de vectores o formas las componentes covariantes
se expresan en término de la base cartesiana (de vectores o formas) como
. -/
ozt y aq* ,
— T — J
€)= —=le;) y <e = — (& .
‘ ¥i > 6q9/ ‘ > al'-] < ‘

Entonces, las componentes covariantes del vector velocidad en una base generalizada serdn

) <axi |ei>> :im/axm’ : /8”51"/ 9™ a< "2 ) .

2l (e () (B10) - 2055

Resulta facil expresar las componentes covariantes una vez que conocemos el médulo del vector expresado

en ese sistema de coordenadas, el cual siempre viene escrito a partir del diferencial
dlr)

dt -
Para encontrar la expresion para la aceleracion se procede de manera andloga.

o |\ [ 07 Lo _d . o™\ . 9™
a; = (a ’ej’> = (J?m’ <e > <8qJ' |ei>> = Ty a7 =aQ (ﬂfm'aqu> - xm'Wa

dlr) =

)
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y otra vez

oz™ o™ R o O o™ s o™ d | 0 (awd™ \| 0 [dmd™
ogi" 0§ Toodt \T™ 0gd "ol dt | 9¢d 2 g7’ 2 ’

para finalmente
d| 8 [vpo™ [ oo™
A = — - — - .
Todt |07 2 o7’ 2

Ejemplo 5.2 Calculemos las componentes cartesianas del vector que, en coordenadas cilindricas, tiene
las siguiente componentes: (1,7/3, 3).

Ese vector en coordenadas cilindricas se puede escribir como: v = |e;) + % |e,) 4-3 |e.). En general,
las componentes de los vectores transforman como

/
g Ot @) o
Ok I at =7
~i! m o/
il_a'r (‘T ) k ’ ox z™ 9! 9
a —WCL = a2:a(k)ak con = =y y r~ =@
X
Qr 3 3
, 08 @) | "% 2 =2
a- = ——a
( Oxk

y la ley de transformacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilindricas es

r=ux(r,@)=rcos(p); y=y(rp)=rsen(y) y z=z2,

con lo cual es facil identificar

202 —cos(p),  EEfe—rsen(p), 2P =g
8y((9:<p) = sen(y), Byézv) = rcos(yp), 8yg;<p) -0
dz 9z _ 9z _

5'=0, 8;_0, 5 =1.

Por lo tanto
o 8zt (™) oz (z™) ozt (z™) ozt (z™)
v _ k_ 1 2
WS N + 922 + oz3 O

ol = W 1) + (‘hgp’@ (g) = cos(p) — rsen(yp) <7;) = cos (W) — (1) sen (”) (E) ;
al= ——M
2v3

del mismo modo

- P00 ) 5) ) o) (3) < () + 0 (5) )

3 3 3 3
a2/ B \Y 27 +
==
a =3.
Con lo cual

T NEE V2T+m . \
= |e, — 3le,) = _— 31k).
v=len) g le) +3les) = UL )+ ST D)+ 3 1K)
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Ejemplo 5.3 Dado el siguiente vector en coordenadas cilindricas a = —2|e,) + 5|eg) + 4 |e;). Vamos
a ver como queda expresado en coordenadas esféricas.
La primera forma de hacerlo es transformando las componentes al conocer como transforman las

-/
. . . . / .y .y v 7
coordenadas. Es decir conociendo z* = z* (xm ) yaxl =l (z"™) expresar a* = 9z k. Dado que

Oxk
z(p,p) = peos(p) = (r,p,0) =1 cos(p) sen(d),
y(p, ) = p sen(p) =y (r,p,0) = rsen(p) sen(d),
z = z=rcos(f).

Por lo tanto:

p=rsen(f), ¢=p, z=rcos(f)) = r=+/p>+2% H:arctan<3); 0=0.
z

En forma matricial:

ozV 9zt oz ar or or
ozl 0x2  Ozx2 Op Jo Oz
/ _2 _2
-/ axl / / /
ab = ak — oz sz Oz? 5 — 9p ¢ Op 5 ,
Oxk ozt 0x?  Ox3 dp Do 0Oz
4
8$3/ 6303/ 8z3/ 00 00 96
Dz 9a?  Bad Ip O 0z
O/ p?+22 & \/p2+22 O/ p2 422
Jdp ) 0z
9 . 0 z -9
/p2+22 /p2+22
= 0 1 0 5 | = 0 1 0 5
Barctan(g) Barctan(g) Barctan(g) Pt e
op o 0z
Resultando que, en esféricas
—2 sen(f) + 4 cos(8)
2 cos(f 4 sen(f
a= 5 = (=2 sen(f) + 4cos(0)) |e,)+5 ]e@—( ©) + () leg)
—2cos(d) 4 sen(f) r r

T T

La otra forma es expresar la base ortonormal cilindrica en términos de la base ortonormal esférica. Otra

vez, utilizamos la base cartesiana como intermediaria. Esto es:

lep) = cos() [1) + sen(@) ) [1) = cos() [ep) — sen(@) leg) ,
leg) == sen() 1) + cos(2) ) e 1) = sen(p) [ep) + cos(9) [eg) ,
lez) = k) k) = lez) .
Mientras que en esféricas, donde
le,) = cos(y) sen(0) |i) + sen(y) sen(d) |j) + cos(A)|Kk),
leg) = —sen(p) 1) +cos(#) 1)

leg) = cos(i) cos(B) [i) + sen(p) cos(8) i) — sen(8) k),

>
-~

cos(yp) sen(#) |e,) + cos(p) cos(f) |eg) — sen(yp) |ey) ,
sen(p) sen(f) |e,) + sen(p) cos(8) |eg) + cos(¢) ley) ,
cos(0) |e;) — sen(0) |eg) .

=
~—— ~—
[Tl
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Con lo cual
lep) = cos()[cos(p) sen(0) [er) 4 cos(p) cos(0) eg) — sen(p) [ey)]
+ sen(p) [sen(p) sen(d) |e,) + sen(y) cos(f) |eg) + cos(y) |ey)] ,
= sen(0) |e,) + cos(0) |eg) ,
\e@ = ‘eso> )
lez) = cos(f) |e;) — sen(0) |eg) ,
entonces

a=—2le,)+5e,)+4e.) = —2(sen(f) |e,) + cos(f) |eg))+5 (|ey))+4 (cos(f) |er) — sen(f)]ep)) -
Finalmente

a=(—2sen(f) +4cos(f))|e,) + 5le,) — (2cos(f) + 4 sen(8)) |ep) -

Ejemplo 5.4

Dado el sistema de coordenadas parabdlicas
1
v=gneos(e);  y=E&nsen(p);  z=g (1 =€),
vamos a calcular el diferencial de volumen dv = dx dy dz en estas coordenadas.

Hay varias maneras de abordar este problema. Una de las 'mads intuitivas es aprovechar que las

coordenadas parabdlicas forman un sistema de coordenadas ortogonales. Esto es

dsil =91 (dq1)2 )

ds® = grudgq"dg" = g11 (dg")” + g2 (dg?)* H 933 (d%)° = { ds2, = g20 (d?)”

ds?,3 = g33 (dq3)2 :
por consiguiente

dv = (ds—1) (ds2) (dsss) = v/g11dg" \/922dq?\/g33dq” = hihohsdg'dg®dq?
or Ox (ql,qQ,qS) 20y (dha? )\, (02(dh ¢ )\’
hi = ||l—|| = — _— LA PR S S
1 aq" Vg1l \/ q! + aq" + aq" )

(
hy = 88;2 = Jom = \/ q q ¢ >2 <6yq .q2, q)> +<az(q;,;2’q3)>27
qq) (

o 2 9 61,2,32
hSZOA;—\/gT\/ z (¢, +<Z~/QQQ)>+2(QQQ)>,

con

oq3
por lo cual, dado que r = x (0, &, )1+ y (n,&,0)] + 2z (n, )k entonces
0
= |5 | = VA = eos(@)? + o sen())” + € = VP + €,
0
he = |5 | = vz =/ (€eos )" + (6 sente))” + (=n)” = VP + ).
0
= | o | = Vo = v (=6n sen(2))? + (gneos(e)® + 07 = &,
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y finalmente
dv = hy hohgddnde =&n (n° +£%) dSdnde.

La otra forma de resolverlo, también intuitiva, es hacer el producto mixto de los tres vectores ortogonales

base sin normalizar. Esto es

or or 81‘ or 61'
dv=||{d¢' == ) - (d¢* = d3 = d¢'d¢*dg?
’<q8q1>< a¢ " R (PP
En general
0z(q",%,¢%)  oy(a'.a%.®)  02(q'.4%.¢°)
o ( ?qIQ d) o ( ?qIZ 3) o ( ?q12 5)
— Al d,24.43 z(q',q%q y(q",4%q 2(q"4%.q

dv = dg-dg“dg” | det e o0 e ,

oz(qt.q%q®)  oy(dt.a®d®)  02(q'.q%d%)
g3 oq3 oq3

=dq'dg*d¢* det |J (2 (¢', &%, ¢%) .y (¢', d% ¢%) 2 (d". . d?)) |
donde J (z (¢*,¢% &%),y (¢",4* ¢*) .,z (¢*, 4% ¢*)) es la matriz jacobiana de la transformacion. Este
tipo de transformacion ya la hemos visto en la seccion 3.2.8 y aqui la tratamos con mas detalle. Entonces

neos(p)  n sen(p) &
dv=dédndp | det| Ecos(p) & sen(p) —nfof = En(n*+ &) dédnde.
—&n sen(yp) &ncos(p) 0
En general, el diferencial del volumen viene expresado como un producto mixto de la base ortonor-

mal {[q1), a2) , [a3)}
dv = ||(dg" [ar)) - (dg* |az) x dg” |as)) | = dg'dg*dq” [lar) - (laz) x |as))|

dv = dgy, (q"| (€"**dgadgs |a1)) = gnudq“g22dg?g33dg> (" |a1) = g11dq' g20dq* g33dg® .
5”
1

5.1.5 Curvas y parametros

Tal y como se expuso en la seccion 1.5, los vectores podrdn ser constantes o variables y, esa
caracteristica se verificard tanto en las componentes como en la base. En esta seccién lo mostramos para
el caso de los vectores 3D, pero el concepto es generalizable a cualquier dimensién. Esto quiere decir
que, cuando un vector es variable podrdn variar su médulo, su direccién, su sentido, todo junto o por
separado. Obviamente, esta variabilidad del vector dependera de la base en la cual se exprese, por lo cual

un mismo vector podrd tener una componente constante en una base y variable en otra, es decir

|a>(t) = df(t )|€k> ) = = a" |€k/> t) = =a” \€k> (5.4)
De esta manera, cuando uno considera un vector variable, \a)(t) <= a(t), podemos establecer un
cociente incremental:
lim ’a>(t+At) - W(t) ~ lim A ’a>(t) _ d ’a>(t)
At—0 At At—0 At dt
La misma propuesta se cumplird para las formas diferenciales () (al.




Coordenadas curvilineas generalizadas y campos tensoriales 376

Como siempre, las propiedades de esta diferenciacion serdn:

d dla)yy  d[b)y

& (|a>(t) + |b>(t)> T T
d da(t) dla)
ag(a(ﬂ’ahn> = a |a) ) + a(t) d;)
d d((p(al) d|[b) 4
G (0@by) = =G b +o ol =52

Reproducimos aqui la ecuacién (1.6), de la seccién 1.5.2, ahora en notacién de Dirac:
d |a) d da*(t) dler)
_ Gk ) _ k _ da k (t)
@)y = a* O ler)y = —z% = 3 (FDler)) = T e+ O—72, ()

con lo cual, como dijimos en 1.5.2, hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la
dependencia funcional de la base y componentes. Habra sistemas de coordenadas (bases de vectores)
que serdn constantes y otros variables.

Podemos generalizar la ecuacién (5.5) si consideramos una curva descrita por un radio vector |r)
funcién de un pardmetro A\, de manera que el vector posicion, en coordenadas cartesianas, queda escrito
como |r) = r(A) = r(z(N\),y(A), z(\)), donde las funciones: {x(\),y(\), z(A)} son las ecuaciones
paramétricas de la curva descrita por el vector posicién r.

Para el vector desplazamiento infinitesimal |dr) = (dz(\), dy(X),dz(A)), a lo largo de la curva

descrita por el parametro A, resulta:

[dr) = dr (z(A),y(A), 2(A) =

d(r(A))dA:{dm@ dyor dzor QA

d\ dxdz " d)\ oy T os
con lo cual podemos hacer la siguiente asociacion:

40, dedl)/dyo0), dz00
dA d\ 9z ~ d\dy d\ 0z’

y considerar a las cantidades (%’ %\, %) como las componentes del vector dr(\) (y, en general, del

operador %) tangente a la trayectoria parametrizada con A. Mds atln, podemos asociar a las cantidades:
<%, %, %) con los vectores base en esas coordenadas. Este tipo de parametrizacion es la que hemos
usado en los cursos de mecdnica, allf el pardmetro utilizado ha sido el tiempo.

Otra forma alternativa de parametrizar el vector posicion es a través de funciones que representen

la curva espacial:

) =r(A) =1 (A F(A),9(N) ,

o por medio de la interseccién de superficies F'(z,y,z) = 0y G(x,y,z) = 0. En la figura 5.3
representamos una curva f(\ = ¢) mediante un radiovector posicién r(t).

Por otro lado, el cuadrado de la distancia infinitesimal recorrida es:

(@5)? = ar(3) - ar(n) = TEQEOD (32 (apa))2 4 (ay) + (@),

entonces

<ds>2 _d@() dEM)
dA dX dx

por lo tanto, la longitud de arco entre dos puntos sobre la curva r(\) serd

e rdee) dEo)]Y?
8_/A [ ax di d.

1
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Figura 5.3: Vector posicién r(t), en R?, que describe paramétricamente una curva. En esta reptesentacion
hemos parametrizado la curva con r(A = t), vale decir |r) = r(t) = r (¢, f(t))

Consideramos ahora un conjunto de coordenadas generalizadas: (¢'(\),¢*(A), ¢*(\)), tendremos

1) =r(\) =1 (¢'(\), *(\), ¢* (V) ,

por lo tanto

, dq Jr dq Or dq or de dg" or © d¢® or  d¢? Or

dr (V) = T+ ZLdrom + Ldio - 2T T 4 2L
r (7)) = og * o2 © ¢ — A drog T dx 0@ T dr g’
~— ~— ~—

u; us us

donde: {u1 = (%rl, uy = g—q‘;, ug = a%}, son la base del vector dfi—(/\)‘) tangente a la curva descrita por

r(A).
Como sabemos, el médulo del vector ||dr(\)|| representard la longitud de arco ds para esa curva.
Por consiguiente

(@s)? = ar(3) - ar(n) = TE QL) ()2 €00 (;f]f» e o (;;j)) (dn)?

ar(N) () dg' \d¢? \\ I (r(}) I(x(V) dgidg’

o¢  O¢ A\ d\ gt oq?
dq’ dqJ
Dado que
S aa) a0
2 i i ) i
(ds)” = gi; da" da? = g;; dz" d2/ = g;; dg¢" d¢? = o og dg*d¢’ ,
Gij

identificamos claramente a las componentes del tensor g;;:
_0@() o)
v og dg?
Por otro lado, cuando r(\) describe una curva I' en el espacio, en cada punto de ésta curva podemos

asociar un vector dr(\)/d A, esto es, un vector que es tangente a la curva I en un punto dado y apuntando
en la direccién en la que aumenta .
Si el parametro a utilizar es la propia longitud de arco s, entonces, dr(s)/ds es un vector unitario
tangente a la curva I y lo denotaremos por 7
dr(s)
ds

F =
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Como el vector 7 es de magnitud constante, d7/ds serd un vector perpendicular a 7. Al vector
unitario en la direccion perpendicular a 7 lo denotaremos 1.
dr dr

ds  |ds

N =Kn.

b

Figura 5.4: La triada de vectores unitarios {7, 7, 13} para una curva en el plano. Con dos vectores
coplanares, T tangente a la trayectoria y 7, perpendicular a 7, se puede construir un tercero perpendicular
tanto a 7 como a 72, que denominaremos vector binormal: b = /% #u. El vector 7 indica la curvatura y
b la torsion.

A k se le denomina la curvatura de la curva I' y a la cantidad p = 1/k radio de curvatura. De
manera intuitiva, la curvatura nos indica que lejos-estd una curva de ser una linea recta. Con este par de
vectores coplanares se puede construir un tercero perpendicular tanto a 7 como a 71, que denominaremos
vector binormal a T, esto es: b = 7 x n. Tenemos entonces la triada {T,n, i)} al que podemos anclar
un sistema de coordenadas cartesiano en cada punto de T'. Es claro que este conjunto de vectores ird
cambiando a medida que r va cambiando al variar el pardmetro. Este sistema de coordenadas, no inercial,
estard rotando constantemente a medida que el observador se mueve a lo largo de la curva en el espacio.

Continuando con el razonamiento anterior, por ser b de magnitud constante, entonces

db db
bl 1 A 4 I
Al ser db /ds perpendicular tanto a 7 como a b, entonces serd proporcional a 7
db ) _db
Lo :>T:—n~$,

esta constante de proporcionalidad se denomina la torsion de la curva I' en un punto dado, y a 1/7 el
radio de torsion. Intuitivamente, la forsion mide que lejos estd una curva de permanecer en un plano.

Para finalizar, a partir del hecho de que n = b x 7

%:%><‘i'+l3><%:—T(ﬁx%)qtfi(l;xﬁ):ﬂ;—/ﬁ'.
A'las ecuaciones .
dr . db ) dn

—TNn, =7b— KkT.

R s
se les conoce como las férmulas de Frenet-Serret de la geometria diferencial.
Ejemplo 5.5 Para una curva en el plano xy dada por y = y(z) y z = 0 podemos escribir
dr dr dr

PN dr 0 dy dr de o (dy)’
) =1 =Ales) + 3Nl = G5 =lea) + e = G- =1+ (1)
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al hacer A = x se tiene

. 1/2
s_/)\2 dirid)), dER) 1/2(1/\_/2 1+ dy 2 dx
Al dA dA - dz
Ejemplo 5.6 Vamos a considerar el siguiente arco de hélice: C(t) = [2cos(t),2 sen(t),4t], con
t € [0, 27]. Podemos calcular la parametrizacion en s de la siguiente manera
. d(r(t
C(t) = (Zi)) = [—2 sen(t),2cos(t),4] ,
entonces
tldr dr]Y? t _ ¢ _
s = / [dt . dt} dt = / V4 sen2(t) + 4 cos?(f) 4+ 16 dt = / 2v/5dt = 2/5t .
0 0 0

Por lo tanto t = s/ 21/5 y la curva parametrizada con s es

C(s) =1(s) = 2 [cos (2\5/5) , sen <2\5/5> \jg] .

Al derivar se tiene que
. dr(s) 1 s s
-t o () ol
con s € [0,4/57].

La curvatura es simplemente

dr)_ [ L e (8 qol peo (8 _ 1 1
| 102 25/ 102 2v/5/) V102 10°

ds

Es decir, la curvatura es constante y el radio de curvatura es p = 10. El vector normal unitario n que

o[ (a) () -

Los vectores 7 y " se encuentran en un plano, el plano osculador, del cual podemos construir el

resulta es

vector unitario binormal:

1 s s
b=7xn=—|2sen| —=],2cos|{ —= | ,1]| .

V5 [ <2¢5 ) (2\/5 > }
Calculemos ahora la torsion

n db _ 1 sen? (8 > + ! cos? <s ) !
T = — - —_— = = — = —-.
ds 5 2v/5 ) 2v/5 5

Dejamos al lector la demostracion de que se satisfacen las férmulas de Frenet-Serret.

5.1.6 Covectores, tensores y coordenadas curvilineas
Retomemos los conceptos que expresamos en la seccion 3.1.3, de tal forma que podemos expresar
vectores y formas como
ja) = ale;) = a” |ez) + a¥ [ey) + a* Jez) = a” |ey) + a¥ ley) + a” Jez)
y equivalentemente para las 1-formas
(a] = a (ei] = a” (ea| +a” {ey| + a* (e:] = a® (ep| + a¥ {ep| + a* (e] |
en ambos casos hemos hecho la comparacién entre un sistema de coordenadas cartesiana y uno cilindrico.

Lo que es importante notar es lo que insistimos en la seccién 3.1.3, que los vectores y 1-formas, se expresan
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de forma equivalente en los distintos sistemas de coordenadas.
Siguiendo la misma légica argumental que en la seccién 3.2.2 construimos tensores en cualquier

sistema de coordenadas curvilineo a partir del producto tensorial de vectores y formas:
T=T"le)2l&), Tl e (|, T/([@l&) o Tyl'|e@|.

Nétese 7%, constituyen las componentes contravariantes de un tensor; Tz-j las componentes mixtas de

un tensor y, finalmente, las componentes covariantes de ese tensor. Es importante recalcar que el tensor

T es un objeto geométrico que se expresa en una base (tensorial) particular y que las base de vectores

e; 1-formas 4 (&’| }, en principio, no necesariamente pueden ser las mismas, vale decir:
(2

T =T |eg, €,) T |eg, ) +T7 |eg, )+ TV [ey, €,) TV ley, e)+TY ey, :)+- - -+ T es, es)

donde hemos desarrollado el caso particular de un tensor bizarro parte cartesiano y parte cilindrico. Este
tipo de objetos es solo un ejemplo. Nétese que estamos utilizando la notacién |e;, e;) ='|e;) ® |€)).

Solo para fijar ideas vamos a extender algunos conceptos que presentamos en la seccioén 1.2.6.1:

5.1.6.1 Producto escalar

El producto escalar es independiente de la base en la cual se exprese
(a] b) = aib’ =yt = g;ja't = guya" V'

donde, como es de esperar, las leyes de transformacién entre el sistema de coordenadas cartesianas

2" = 2%(¢’) y un sistema de coordenadas curvilineas ¢/ = ¢/(z*) permiten la traduccién de las
componentes de vectores, formas y tensores como:

R Y g~ g~ aq™

b = aqk'b , a5 = 8 7 agry .y gij:Wngm

5.1.6.2 Producto vectorial

El producto vectorial tal y como lo construimos la seccién 1.2.6.2 se expresa como
; ! /k,/
le) = ¢ \ei) = |a) x |b) = €W abple)) < )y =" |ey) = |a’) x |V) = ¢ ajby ley)
Donde €% es el tensor de Levi-Civita en coordenadas cartesianas definido en la seccién 1.4.1 y que
luego generalizamos en la seccién 4.3.5. Es decir, queremos construir la versién del producto vectorial
que tenga la misma forma que en el caso cartesiano pero en cualquier sistema de coordenadas. De la
relacién anterior es claro que, el tensor de Levi-Civita transformard como un tensor, es decir
-/ s/ kl
94" ¢’ 9q = J ek = jg ek
ozl dxm dzn
donde J es el determinante de la matriz jacobiana, que discutimos en 3.2.8 y g el determinante de la

ei'j’k’ _ Amn

métrica. Por lo tanto,
aq 91, g™ 9q" k04" 0g™ dq"

_ — b o) = elikg, N —
€)= [a) x |b) = a;bpe’" |e;) = e oz ™ ozk 9t lenr) = € O dxk dxt

al’bm ’en> y
con lo cual
|C> _ |a> > |b> = a.b ijk |\ U'm/n’ _ U'm'n' _ I'm'n’
= = a;bre”" |e;) = apybye ley) = Je A by ler) = /g € A by |ey)
~—— ——

. I
ct cl
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5.1.7 Campos tensoriales

En la seccién 5.1.5, cuando avanzamos en la derivacién de vectores vimos vectores que dependian
de un pardmetro. Ahora podemos generalizar este concepto a tensores que dependen de una variable.3
Cuando discutimos los vectores variables en la seccién 1.5.1 vimos que la dependencia funcional de un
vector se puede concretar en la variacion de sus componentes, cuando la base es constante; la dependencia
de los vectores base manteniendo constante las componentes y, finalmente la variacién de ambas: base
y componentes.

Del mismo modo, podemos generalizarlo para los tensores. Asi distinguimos los mismos tres casos:
bases constantes y componentes variables

T (1) (w' ()] @ (W (2)] @ @ <vk(m)‘ @ [em(1) ® |yn(2)) © - - @ |21(n)) 5
bases variables y componentes constantes
szjnnkl <wi(1)|(t) ® <aj(2)}(t) Q- ® <{)k(m)’(t) ® ’i’m(lw(t) ® |§n(2)>(t) Q@ ]él(n))(t) )
y, finalmente ambas (bases y componentes) variables
T () <wi(1)|(t) ® <f‘j(2)‘(t) B3 <@k(m)‘(t) & |Zm (L)) ©Nn(2)) 1y @ - - @ |Z(n)) ) -
Al igual que los vectores, la dependencia funcional de los tensores variard con la base en la cual se
exprese.

Asi, tendremos tensores cuyas componentes, en una determinada base, serdn variables y en otra no.
Mientras que una de las bases puede ser variable y otra no.

Igualmente, recurriremos al cociente incremental para conocer la velocidad de variacion:

. Tlo,--- ;.’...](HN) —To,--- ;.,...](t) £ ... ATo,--- ;.’...](t) _ d (T[o e )
At—0 At At—0 At dt )
Si la base es constante, la dependencia funcional y su variacién (derivada) recae sobre sus compo-

nentes. Asi podemos construir la derivada de las componentes como

mt e ag -l AT 4 (T0)
At—0 At T A0 Al = i .

Siguiendo con el proceso de . generalizacién, podemos pensar en una dependencia funcio-

nal multilineal. Esto-es que en vez de que el tensor dependa de un solo pardmetro ¢, i.e.

T[o,0, - ;e,e,-- .](t), podemos pensar que el argumento de la “funcién” tensorial sea otro tensor

T [O) Oyrrr (0,08, ](G[o,o,~~~ j0,0,]) *

A ese objeto se le llama Campo Tensorial, pero vamos con calma y analicemos lo casos mas simples
que son los verdaderamente utiles.

Como era de esperarse, tendremos varios casos que se pueden construir a partir de esta idea:

o Campos homogéneos:
Funcién : ¢ = ¢(t),
Vector : [r)y <= r=r()~ r(t),

Tensor : T =Tfo,0, - ore0,- o] = T ().

3Por simplicidad y, desviaciones profesionales de fisico utilizaremos un pardmetro ¢ que nos recuerda al tiempo.
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o Campos constantes o estacionarios:
Campo Escalar : ¢ = ¢(r),
Campo Vectorial : [a)(,y) <= a=a(r)~ a'(r),
Campo Tensorial : T =T(o,0,-+- ,0;0 @, - ’.](\'f)) ~ g?,’f;c"l(r).
o Campos variables o no estacionarios
Campo Escalar Variable : ¢ = ¢ (r(t),t)
Campo Vectorial : l|a)(,y) <<= a=a(r(l)?)

Campo Tensorial : T =T(o,0,-+-,0;0 @ -

Laidea de los campos escalares, vectoriales, tenso-
riales, con argumento vectorial, es la de asociar un
valor de la componente (escalar, vectorial o tenso-
rial) a cada punto del espacio (si el vector estd en
R?). Obviamente, los campos escalares asocian un
ndmero a cada posicién y los campos vectoriales,
ademads del nimero (mdédulo) asocian una direccién
y un sentido.

Ejemplos de campos escalares serdn las distribu-
ciones de densidad p (r(t)), presiones P (r(t)) y
temperaturas 7" (r(t)) de la atmdsfera terrestre, o la
distribucion de intensidades del campo eléctrico en
una superficie. Figura 5.5¢ Ejemplo de campo escalar ¢ = ¢ (r).

Podemos, por ejemplo, considerar el potencial eléctrico:

6 () = d(z,y) =l ((z +1)? + ) I (2 = 1)* + ) .

La representacién de este campo escalar se puede apreciar en la figura 5.5.
5.1.7.1 Campos escalares y. superficies

En la figura 5.6 se ilustra el campo escalar de tem- R R L T T
peraturas para la siguiente funcion:

T = T(z,y) = 70 + 180 (@=3)*/10-(y=2?/10

Por lo tanto, por un campo escalar entenderemos
a toda funcién escalar de argumento vectorial, es 143°
decir, la funcién que asociard cada punto del espacio
con un numero. Esto es:

¢:R" >R L

151° 19° 191° 179° 151° 119° 94° 80° 73°

p=¢(r) =od=20¢ (a:’) = ¢ (a?’) _ Figura 5.6: Campo escalar T' = T'(x, y).

Estamos enfatizando el hecho que un campo escalar no variard bajo cambios de las coordenadas
en su argumento. Adicionalmente recalcamos que es indistinto hablar de vectores ¢ = ¢ (r) o sus
coordenadas ¢ = ¢ (a:z)
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En un mapa o diagrama de temperaturas, es posible unir los diferentes puntos con igual temperatura,
y asi tendremos las curvas isotermas, tal y como se observa en la figura 5.7.

Por otra parte, un campo escalar ¢ = ¢ (2!, z*) definird diferentes superficies si la representamos
en R? de la forma: 23 = ¢ (ml, x2). De esta manera tendremos curvas de nivel o isocurvas las cuales se
corresponden a las soluciones de ¢ = ¢ (xz) = cte. Tal y como se ilustra en la figura 5.8, los diferentes

planos para z =cte, cortan la superficie dada por la funcién z y definen las diferentes curvas de nivel
9(z,y) = k.

179° 179°

Figura 5.8: Curvas de nivel para una funcién

Figura 5.7: Curvas Isotermas
z = g(x,y) = cte.

T =T(x,y) = cte.

5.1.7.2 Campos vectoriales y curvas integrales

Consideremos ahora un campo vectorial a (r) y estudiemos su representacién, y lo que es mds
importante, su variacién. Los campos vectoriales vienen a ser funciones vectoriales de varias variables
en la que a cada punto del espacio o dominio se le asigna el vector, es decir: a (r) : R — R™.

Tal y como hemos dicho y volvemos a representar en la figura 5.9, los campos vectoriales asocian
un vector (con su médulo direccién y sentido) a cada punto del espacio. Cominmente, nos referimos
a campos vectoriales segun el caso: campos de fuerza (el vector del campo es una fuerza), campo de
velocidades (el vector del campo es una velocidad).

Del mismo modo, a aquellas lineas a las cuales los vectores son tangentes se les dominan lineas
de campo, curvas integrales o simplemente lineas de flujo o de corriente. A las trayectorias ortogonales
a estas lineas, vale decir, a aquellas lineas cuyos vectores tangentes son ortogonales al campo, se les
denominaran lineas equipotenciales.

El ejemplo mds emblemdtico lo constituye el gradiente de un campo escalar V¢ (x,y). Las lineas
equipotenciales las define el campo escalar mismo, ¢(x,y) = z = cte (curva de nivel) y construimos
un campo vectorial con su gradiente, V¢(z, y). Como el gradiente es perpendicular a la curva de nivel
tendremos que las curvas integrales, (lineas de flujo o lineas de corriente) del campo vectorial Vo (x, y)
serdn trayectorias ortogonales a las curvas equipotenciales.

Consideremos el caso bidimensional* en coordenadas cartesianas, y tomemos el desplazamiento

diferencial dr en la direccién del campo vectorial a, es facil convencerse que:
. . dx dy
dr o a(z,y) = az(z, YN+ ay(x,y)] = = ,
’ Y ag(z,y)  ay(z,y)

4El caso tridimensional sélo afiade complicaciones técnicas y no riqueza conceptual.
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Figura 5.9: Campos vectoriales

con lo cual encontramos las lineas de flujo o curvas integrales y (x) del campo a(z,y)
d , )
l:ay(l' y) :>y(l‘):/aygx y)dZL‘
€T

dz  ag(z,y) ag(2,y)
Otra forma, equivalente de ver lo anterior es que si a = a (x(t),y(t), z(t), t), entonces:
i jok

drxca = drxa=0= |dz dy dz |=0.

Az Gy Ay

Por lo cual [a,dy — a,dz]i + [azdz — a,dz]j+ [a,dz — a,dylk = 0, para que finalmente
dx dy dz

Qg (l’(t), y(t)’ Z(t)v t) B ay (‘T (t) 7y(t)7 Z@)? t) B az (.’E(t), y(t)a z (t) at) ‘
La integral de estas ecuaciones definirdn las lineas de flujo o curvas integrales.

5.1.7.3 Trayectorias ortogonales a las lineas de flujo

Para encontrar las trayectorias ortogonales al campo vectorial o las lineas equipotenciales cons-

truimos un campo vectorial a (z,y) que sea ortogonal en todo punto a a(z, y):

az (T, a;‘(x,
at(z,y) alr.y) =0 5 ax(r.y)at(zy) + ay(z.y)at(z,y) =0 = Emii :‘@(w,z;’

donde a*(z,y) = ar(x,y) + aj (z,y)j, y ahora procedemos del mismo modo pero con el campo

vectorial a' (x, %)

dy ay (z,y) _ /aj(x,y)
et oL (z,9) = y(z) = dz.

Ejemplo 5.7 Consideremos el campo vectorial definido por: a = x1 + yJ. La ecuacién diferencial para

las lineas de flujo se obtiene de:

Integrando ambos lados, obtenemos:
Injz|=Inly|+C = |z|=e%y =z=Dy,

donde D = +e® es una constante determinada por las condiciones iniciales.
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Figura 5.10: Lineas de flujo y lineas perpendiculares de flujo. En la gréfica de la izquierda se presentan
las lineas de flujo del campo a = x1 + yJ. En la grdfica de la derecha se ilustran las lineas de flujo del
campo perpendicular.

Ejemplo 5.8 Para calcular las trayectorias ortogonales a las lineas de flujo del ejemplo anterior, cons-

truimos su campo ortogonal e integramos. Eso es para a’ = —yi + zj integramos
de d e
. =Injz|=-hly|+C = |a:|:ﬂ y finalmente 2% 4 y* = D
-y oz Yy

donde D = €2¢ es una constante que depende de las condiciones iniciales, representando el radio
cuadrado de un circulo centrado en el origen. En la figura de arriba se muestran ambas trayectorias. En la
grafica de la izquierda se presentan las lineas de flujo del campo a = x1+ yJ. En la grafica de la derecha

se ilustran las lineas de flujo del campo perpendicular.

Ejemplo 5.9 A continuacién mostraremos como afectan las transformaciones de coordenadas a los
tensores. Tal y como expresamos en la seccidén 3.2.8, el mismo esquema de transformacién que tienen las
componentes de los vectores (y de las formas) son los que se requieren para transformar a los tensores.
Obviamente habra que cuidar que tipo de componentes (covariantes o contravariantes) del tensor estamos
transformando.

Consideremos el siguiente tensor

2 1 3
Ti=| 2 3 4 |, enlabase: {]el>,]e2>,]e3>}z{]i>,\j),]k>}.
1 2 2

Es un tensor que hemos expresado en coordenadas cartesianas y queremos ahora pasarlo a cilindricas.

Como recién mencionamos:

cos(p) sen(p) 0 cos(p) —p sen(p) 0

;o oxF L ox / ,

K 7 Kk _ sen(y) cos(p) i
10, = o Tjaxm, =17 = = = 0 | T; sen(p) pcos(p) 0
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sustituyendo el tensor y multiplicando las matrices

cos(p) sen(p) 0 2 1 3 cos(p) —p sen(y) 0O
Tf{ = —%(“’) %}‘p) 0 2 3 4 sen(p) pcos(p) 0 |,
0 0 1 1 2 2 0 0 1
se obtiene

—cos?(¢p) + 3cos(p) sen(p) +3 p sen(yp)cos(p) —2p + 3pcos?(p) 3cos(p) +4 sen(yp)

TF, = cos(p) Sen((p);s cos*(p)—1 —3cos(ip) sen(p) +cos®(p) +2 -3 7561(“0) + 4C°Sp("9)
cos(p) + 2 sen(p) —p sen(p) + 2pcos(p) 2

Si suponemos que el origen del sistema de coordenadas cilindrico estd indicado por el vector
la) = 3[i) + 4j) + 3|k). Esto es

p=+12+1y? =p=32+42=5,

¢ =arctan (£) = ¢ = arctan (%) ,

entonces
02 1 g
25 5
K 14 23
Ty =1 155 5.0
11
i 5 9

Ejemplo 5.10 Definimos una transformacion ortogonal (una transformacién de un sistema de coorde-
nadas ortogonales a otro ortogonal también) si se cumple

.y a i . . 8 ) 7 . a k a 1%
i axk xk + a’ xh = 8—%3}’? +a"; donde det <axl’> = det <;L> = +1.
X T x

X
con

ozF oxt B ok ozt
ort ozl 9z Ozt

Vamos a demostrar que las transformaciones de Galileo en 2 dimensiones

zV [ cos(f) — sen(0) r! vl
( z? ) B ( sen(f)  cos() > ( x? ) * ( v2st > ’
son transformaciones ortogonales. Notemos que v's, y v25 son las velocidades en la direccién 1y 2,
respectivamente, del observador O con coordenadas ¥ respecto al observador O con coordenadas 2,

mientras ¢ es el tiempo medido por ambos observadores.
Una vez mis, identificando

=oF.

/ 1/ 1/
i’ 856 k i
T = P ta = = + )
O 2/ 2/ 2
T Oz oz 2 a’
Ozt 0z2
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con lo cual
00 —cos(d), = —sen(d), al =ult, cos(@) — sen(0)
det = cos?f+sen’f = 1.
%f;/ = sen(f), %222, = cos(#), a? = vt sen(d)  cos(6)

Ejemplo 5.11 Las transformaciones de Galileo nos permiten relacionar las posiciones de una particula
respecto a dos observadores los cuales se encuentran en movimiento, uno respecto al otro. Consideremos
entonces el movimiento de una particula visto desde el sistema de coordenadas z* tal que
12
T = Vg t; yZUOyt—gg-
. , . . ;!
Vamos a expresar el vector velocidad v de esta particula visto del sistema de coordenadas x*.

Tendremos que

1 1 da?t

T =T = vt V= Ug = T = Uog
=
2 2
:L'szzvoyt—g% UQZUy:%:UOZ—gt,
por lo cual
oV [ cos() — sen(0) vt N vl t
2 sen(f)  cos(6) v2 V25t
Finalmente

ol = vl cos(0) —v? sen(0) + vlst,
v=2o"i+v¥j con

v? = vl sen() + v cos(0) + v2st .

Ejemplo 5.12 Considere ahora la siguiente transformacién de coordenadas
1

V1 —vivi;

. . . . . ) 1
Lo=vy) Ly=L)=v', Li=L!=26 +vv—F—.

i =L% 2" +a% con y= a,6=0,1,2,3; i,5,k=1,2,3

Las Lg son los impulsos (boost) de Lorentz, que consideramos en el ejemplo 3.16 y donde las v* son las
componentes tridimensionales de la velocidad relativa entre los observadores O y O con coordenadas
£ y 2P, respectivamente. La coordenada z° representa el tiempo medido por el observador O mientras
que las xJ representan las coordenadas espaciales x, y, z para el mismo observador O con¢,j = 1,2, 3
respectivamente. Nétese que 0 < v*v, < 1. Supongamos, por facilidad, que el movimiento es en una

dimensién: o, 5 =0,1y 14,5 = 1.
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Esto implica

1 v ~0 1 v 0
a _ 1—v? 1—v? = x — 1—v? 1—v? x
B v 1 i‘l v 1 :L'l ?
1—v2 1—v2 1—v2 1—v2
1 —v 0 1 —v ~0
o _ V1—-v? 1—v2 = z — V1i-v2 1-02 x
B —v 1 m1 —v 1 .i‘l
V1—v2 1—v2 V1—v2 1—v2
1. Otra vez, vamos a mostrar que los tiempos se alargan cuando son medidos por observadores en
movimientoS. Tenemos que At = to — t; = 29 — 2 medido por el observador en reposo y

equivalentemente: At = t5 — t; = 79 — &} medido por el observador en movimiento.

AT=fy— Ty =33 & = (LY af +a®) = (L o] +a®) = L§ af — 1§ o) = L§ (2§ — o) .
(acg—x(l))_ At
V1—0? V1i—?

:L8 (xg—:n(l)) —|—L(1) (x% —z%) =

Claramente

lim At = oo
v—1

Noétese que hemos supuesto que el reloj que marca el At y que esta en reposo respecto al sistema
x” se encuentra en la misma posicién espacial x5 = 9.
2. Demostremos ahora como las distancias se acortan cuando son medidas por observadores en

movimiento. Igualmente la distancia entre dos puntos espaciales serda
| = ool = (i; # al)—(i}; 34 a1> — L} (5:«5 v @f) — L (8 — 3 +L (21— #1)
Si suponemos que la distancia en el sistema en movimiento #° la medimos en el mismo tiempo,

entonces 79 = 7Y con lo cual

S il — il l - )
l:L%(x%—x%)Z(\/21_1}12):\/1_”2 = l=v1-v1 = 11)1_}II{\/1—U2120.

Esto ultimo indica que, a velocidades cercanas a la velocidad de la luz, la longitud observada se

contrae significativamente, acercdndose a cero.

Practicando con SymPy

1. Mostraremos algunas aplicaciones de tensores y también que existe la posibilidad de trabajar con
tensores de manera abstracta
[1]: import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import CoordSys3D

init_printing()

Consideremos la siguiente transformacion de coordenadas esféricas a cartesianas:

5Ver ejemplo 3.17, para mas detalles.
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[2]:

[3]:

[4] :

[5]:

[6]:

r, 6, ¢ = symbols('r 6 ¢', positive=True)
N = CoordSys3D('N")

x = r*cos(¢)*sin(6)

y = r*sin(¢)*sin(6)

z = r*cos(0)

display(x,y,z)

7 sin (0) cos ()

rsin (0) sin (¢)

7 cos (0)

Escribamos los vectores base de nuestras coordenadas esféricas en términos de los vectores base
cartesianos:

e_r = x.diff(r) * N.i + y.diff(r) * N.j + z.diff(r) * N.k

e_th = x.diff(0) * N.i + y.diff(®) * N.j + z.diff(6) * N.k

x.diff(@) * N.i + y.diff(e) * N.j + z.diff(e) * N.k

display(e_r)

display(e_th)

e_ph

display(e_ph)

(sin (8) cos (¢)) il‘i + (sin (0) sin (¢)) jn + (cos (6) kn -
(rcos (@) cos (¢)) i1:1 + (7 sin (¢) cos (0))‘]1:1 + (—rsin(0)) kn
(—rsin (0)sin (¢)) in + (rsin (0) cos (¢)) jn

Ahora calculamos la longitud al cuadrado de los vectores de base esférica:
display(e_r.dot(e_r) .simplify())
display(e_th.dot(e_th) .simplify())
display(e_ph.dot(e_ph) .simplify())

1

7,2

2 sin? (6)

El tensor métrico:

g = Matrix( [ [e_r.dot(e_r).simplify(), O, 0], \
[0, e_th.dot(e_th).simplify(), 0], \
[0, 0, e_ph.dot(e_ph).simplify()] 1)

g

1 0 0

0 r? 0

0 0 r2sin?(0)

La métrica inversa:
g_inv = g.inv()

g_inv
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[6]: 0 0
1

2 0

<

1
0
0

an}

r2sin? (6)

La matriz de transformacion, ecuaciones (5.4), se obtiene asi:
[7]: Mt = Matrix( [ [x.diff(r), x.diff(®), x.diff(e)], \
[y.diff(x), y.diff(®), y.diff(e)], \
[z.diff(r), z.diff(0), z.diff(e)] 1)
Mt

[71: sin (0) cos (¢) 1 cos(f)cos(p) —rsin(0)sin(P)
sin (0)sin (¢) rsin(¢)cos () rsin () cos(¢)
cos (6) —rsin (6) 0

El vector posicién:
[8]: rp=r*sin(0)*cos(@)*N.i + r*sin(®)*sin(@)*N.j + rxcos(®)*N.k
p

~

[8]: (rsin (8) cos (¢)) in + (rsin (8) sin (¢)) jn + (7 cos (0))kn

Los factores de escala:

[9]: hr=rp.diff(r) .magnitude() .simplify()
hth=rp.diff(0) .magnitude () .simplify ()
hpi=rp.diff(¢) .magnitude() .simplify()
display(hr,hth,hpi)

1
r

7 |sin (0)]

Para finalizar, veamos a continuacién como obtener la métrica y los factores de escala para las
coordenadas toroidales. (Ver 5.1.4)
[10]: a, ¢, ¢, ¢ = symbols('a ¢ ¢ ¢ ', positive=True)
x=(axsinh(¢)*cos(¢))/(cosh(¢)-cos(¢))
y=(a*sinh(¢)*sin(¢))/(cosh(¢)-cos(¢))
z=a*sin(¢g)/(cosh(¢p)-cos(¢))

[11]: e_ta = x.diff(¢).trigsimp() * N.i + y.diff(¢).trigsimp() * N.j + =z.
—diff (@) .trigsimp() * N.k

e_pi = x.diff(@).trigsimp() * N.i + y.diff(¢).trigsimp() * N.j + z.
—diff(¢) .trigsimp() * N.k

e_si = x.diff(¢) .trigsimp() * N.i + y.diff(@).trigsimp() * N.j + z.
—diff(¢) .trigsimp() * N.k
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[12]: g = Matrix( [ [e_ta.dot(e_ta).simplify(), O, 0], \
[0, e_pi.dot(e_pi).simplify(), 0], \
[0, 0, e_si.dot(e_si).simplify()] 1)

g
. a? (sin? (¢)+2 cos (¢) cosh (¢) —cosh® (¢)—1)
[12]: - (cos (¢)—cosh (¢))* ) ’
0 __a’sinh®(¢) 0
(cos (¢p)—cosh (¢))?
0 0 _a?(sin? (¢)+2cos (¢) cosh (¢) —cosh® ($)—1)

(cos (¢)—cosh ()"
[13]: hl= sqrt(gl0,0]) .trigsimp()

h2= sqrt(gli,1]) .trigsimp()

h3= sqrt(gl2,2]) .trigsimp()

h1,h2,h3
[13] - ( a asinh (¢) a )
|cos (¢) — cosh (¢)|" |cos (¢) — cosh (§)|" |cos (¢) — cosh ()]
2. Dado el segmento de la hélice
C(t) = [2cos(t),2 sen(t),4t]
[14]: t, s = symbols('t s', positive=True)
C = Matrix([2*cos(t),2*sin(t) ,4*t])
C
[14] : 2 cos (t)
25sin ()
4t
[156]: dC=C.diff (t)
dC
[15]: —2sin (t)
2 cos (t)
4
Buscamos la relacion entre los pardmetros s y ¢
[16] : p=integrate(sqrt(dC.dot(dC)), (t,0,t)) .simplify()
Por lo tanto, en funcién del pardmetro s el vector posicién es:
[17]: rs=Matrix([2xcos(s/(2*sqrt(5))),2*sin(s/(2*sqrt(5))),2*s/sqrt(5)]1)
rs
[17]4 2 cos ‘{gs
2sin (Y32
2\/53
5

El vector tangente a la curva es
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[18]: T=rs.diff(s)

T

[18] : Vasin ()

5
v/5 cos ‘{‘ES

)

5
25
5

La curvatura:

[19]: k = sqrt(e.diff(s).dot(¢p.diff(s))) .simplify()
K

1
[19]: 0

El vector normal
[20]: n = 1/k*t.diff(s)

n
V5.
[20] : — cos 105)
. 5
—sin 105)

Y el binormal:

[21]: b = simplify(t.cross(n))

[21]: 2vsin ()

2v/5 cos (‘{gos)
——

V5
5

La torsion:
[22]: tor=-n.dot(b.diff(s)).simplify()
tor

1
[22] : =

Podemos comprobar que cada uno de los vectores es unitario.

[23]: sqrt(t.dot(t)).simplify() , sqrt(n.dot(n)).simplify(), sqrt(b.dot(b)).
—simplify ()

[23] ; (1,1, 1)

Y que se satisfacen las férmulas de de Frenet-Serret.

[24]: T.diff(s)-k*n , b.diff(s)+tor*n, n.diff(s)-tor*b + k*tT

[24] :
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0 0 0
0, |0], (O
0 0 0

3. Consideremos el siguiente tensor en coordenadas cartesianas

21 3
Tj=1 2 3 4
1 2 2
y nuestro deseo es escribirlo en coordenadas cilindricas. Escribamos el jacobiano de la transfor-
macioén

[25]: p, ¢ = symbols('p ¢ ', positive=True)

x= p*cos ()
y= p*sin(¢)
z=z

[26]: J = Matrix( [ [x.diff(p), x.diff(¢),0], \
[y.diff(p), y.diff(e), 01, \
[z.diff(p), =z.diff(e), 11 1)

J
[26] : cos(¢) —psin(e) 0
sin(¢) pcos(p) O
0 0 1

Escribimos la matriz
[27]: T = Matrix([ [ 2,1,3], [2,3, 4]1,[ 1, 2,2] 1)

T
[27]: 213
2 3 4
1 2 2
Por lo tanto: y '
o 0x® . O0x?
TF, = ——Ti
™ Qxt T 9
[28]: simplify(J.inv()*(T)*J)
sin sin cos —Cos sin® . —3sin? sin
[28]: 3sin (¢)+3 (22:& ) (¢)=cos(39) (_ in” ((f)) — 3sin? (¢) + tan (§) +1) =2 (ag)ﬁ@ (20)+3
sin (2¢)+3 cos (2¢)+1 _ 3sin (2¢) 4 o8 (2¢) + 5 —3sin (¢)+4 cos (¢)
2p 2 2 2 p
2sin (¢) + cos (¢) p (—sin (¢) + 2cos (¢)) 2

Podemos evaluar el resultado anterior para algiin punto en particular

[29]: ((L) .subs({¢:atan(S(4)/3),p:5})) .evalf()

[29]:



[30]:

[31]:
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[30]:

[31]:

[32]:

[33]:

4.08 =22 5.0
0.112 092 0
2.2 20 20

SymPy tiene una libreria de Geometria Diferencial que permite definir una variedad matematica.
from sympy.diffgeom import =*
m = Manifold('M', 3)

m.dim

3

Un parche de coordenadas, también denominado carta de coordenadas, es un conjunto abierto
y simplemente conexo alrededor de un punto en una variedad. En una variedad pueden existir
multiples parches de coordenadas que, en general, no abarcan toda la variedad. Dentro de cada
parche, se define una carta de coordenadas que permite parametrizar cualquier punto del parche
mediante una tupla de nimeros reales, conocidas como coordenadas.

p = Patch('P', m)

p.dim

3
Veamos como definir un sistema de coordenadas cartesiano tridimensional y un sistema de coor-

denadas polares.

X, y, z = symbols('x y z', real=True)

P, 6, € = symbols('p 6 C', nonnegative=True)

relation_dict = {

('Car3D', 'Pol'): [(x, vy, z), (sqrt(x**2 + y**2), atan(y/x),z)],
('Pol', 'Car3D"): [(p, 6, O, (p*cos(B), p*sin(B), Q)]

}

Car3D = CoordSystem('Car3D', p, (x, y, z), relation_dict)

Pol = CoordSystem('Pol', p, (p, 6, Q), relation_dict)

La funcién “transformation()” devuelve la funcién de transformacién de un sistema de coordenadas
a otro. Mientras “transform()” devuelve las coordenadas transformadas.
display(Car3D.transformation(Pol), Car3D.transform(Pol), Car3D.
~transform(Pol, [1, 2, 31))
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La funcién “jacobian()” devuelve la matriz jacobiana de la transformacion de coordenadas en-
tre dos sistemas. Mientras “jacobian_determinant()” devuelve el determinante jacobiano de la
transformacién de coordenadas entre dos sistemas.

[34]: Pol.jacobian(Car3D), Pol.jacobian(Car3D, [1, pi/2,pi/3])

[34]: cos(f) —psin(f) 0 0 -1 0
sin(#) pcos(d) O, |1 0 O
0 0 1 0

[35]: Car3D.jacobian_determinant(Pol), Car3D.jacobian_determinant(Pol, [1,pi/

[35]: 1 2
Vi +y? VAt 2

4. Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas
ler) =ali) +0l);  lez) =cli) +dy)
[36]: a,b,c,d = symbols('a,b,c,d"')

e_l = a*N.i + b*N.j + O0*N.k
e_2 = c¥N.i + d*N.j + O*N.k

display(e_1)
display(e_2)

(a)in + (b) jn
(0)in + () jn
[37]: g = Matrix( [ [e_1.dot(e_1).simplify(), e_1.dot(e_2).simplify ()], \
[e_2.dot(e_1) .simplify(), e_2.dot(e_2).simplify()]1])

g
2 2
[37] : a®+ b ac+bd
ac+bd 2 +d?
[38]: factor(g.inv())
2 +d? —ac—bd
[38]: a?d2—2abcd+b2c2  a2d®—2abed+b2c?
—ac—bd a?+4b2
a2d?—2abcd+b2c?  a2d?—2abed+b2c?
[39]: L = Matrix( [ [d/(a*d-b*c),-c/(a*xd-b*c)], \
[-b/(a*d-b*c) ,a/(a*xd-bxc)] 1)
L
[ d
[39]: ad—bc _adcbc]
__b  _a
L ad—bc ad—bc

[40]: L.inv()

[40] : _a c
_b d
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[41]:

[41]:

[42] :

[42]:

[43]:

[43]:

[44] :

[45] :

[46] :

[46] :

T = Matrix([[4,2],[1,4]11)
T

:

Tnew=simplify (g*L*T*L.inv())

Tnew

4a? + 3ab + 4b? 4ac + 2ad + be + 4bd
4ac + ad + 2bc + 4bd 4¢® + 3ed + 4d?

Tnew.subs({a:1,b:0,c:sqrt(2)/2,d:sqrt(2)/2 }) .factor()

(4 32

52 11
2 2

. A continuacién, aprovecharemos la ocasién para mostrar algunas opciones que tienen que ver con

los opciones para graficar curvas de nivel pare el campo de temperaturas
T =T (z,y) = 70 + 180~ @=3)*/10-(=2)*/10
La vida serd mucho maés ficil si usamos las siguientes librerias

import numpy as np

import matplotlib.pylab as plt

Definimos el campo escalar:
def T(x, y):
return 70 + 180*np.exp(-(x-3)**2/10 - (y-2)**2/10)

El grifico mds simple que podemos realizar es el siguiente
# Definimos los ejes

x = np.linspace(-2, 10, 400)

y = np.linspace(-4, 10, 400)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z=TX, Y)

# Definimos la curva de contorno

CS = plt.contour(X, Y, Z)

plt.clabel(CS, inline=1, fontsize=10)
plt.title('Curvas de Contorno de T(x, y)')
plt.grid(True)

plt.xlabel('x"')

plt.ylabel('y")

plt.show()
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Curvas de Contorno de T(x, y)

10

10

Otra perspectiva es

[47]: from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
# Graficar la funcion en 3D
fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(projection="'3d")
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='coolwarm')
ax.set_title('Superficie de T(x, y)')
ax.set_xlabel('x")
ax.set_ylabel('y')
ax.set_zlabel('T(x, y)')
plt.show()

Superficie de T(x, y)

225
200 .
175
150 F
125
100
75

También se pueden resaltar las curvas de nivel
[48]: fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')

ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='coolwarm')
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ax.contour(X, Y, Z, cmap='viridis')

ax.set_title('Superficie de T(x, y) con curvas de contorno')
ax.set_xlabel('x")

ax.set_ylabel('y')

ax.set_zlabel('T(x, y)')

plt.show()

Superficie de T(x, y) con curvas de contorno

225
200 .
175
150 F
125
100
75

Y si queremos agregar una barra de colores
[49]:  # Graficar la superficie tridimensional

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111l, projection='3d")

surf = ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='coolwarm')
# Graficar curvas de contorno sobre la superficte
ax.contour(X, Y, Z, cmap='coolwarm')

# Agregar una barra de colores

fig.colorbar (surf)

# Configuracion de etiquetas y titulo
ax.set_title('Superficie de T(x, y) con curvas de contorno y barra de,

—colores"')

ax.set_xlabel('x")

ax.set_ylabel('y')

ax.set_zlabel('T(x, y)')

plt.show()
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Superficie de T(x, y) con curvas de contorno y barra de colores

240
220
200
150
125 r 160
100
75 - 140
10 - 120

100

80

5.1.8 Ejercicios

1.

Exprese el vector
r = yzi — yj + 22°k

en coordenadas cilindricas. Nota: Antes, se deben expresar los vectores base {1, ], k} en términos

de los vectores base {£,,€,,, €, }-

2. Exprese los vectores base {i,j, k} en término de los vectores base {£,., £, £}

Encuentre las componentes de la velocidad y aceleracion, en coordenadas esféricas, de una particula
en movimiento.
Calcule los factores de escala, la métrica y los vectores base para los siguientes sistemas de
coordenadas:
(a). cilindricas parabdlicas (u; v, ) definidas por
r=wuvcos(p), y=uv sen(yp), z=

(b). hiperbdlicas (w, v, ¢) definidas por

x = cosh(u) cos(v) cos(p), y = cosh(u)cos(v) sen(y), 2z = senh(u) sen(v).
Escriba el siguiente vector en coordenadas esféricas

ja) = 2wy [i) -« ley) + 3zlk) .

Encuentre las componentes covariantes y contravariantes del vector |a) en términos de: r, 0, ¢.

. Digasi la siguiente transformacién de coordenadas es ortogonal

T = 2uv, yqu—UQ, zZ=w.

. El siguiente tensor estd expresado en coordenadas cartesianas.

21 3
2 3 4
1 2 2

Escriba sus componentes en coordenadas esféricas.
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8. Demuestre que la aceleracién de una particula que se mueve siguiendo la trayectoria r(¢) viene

dada por

¢Cudl es el significado del término v /p?
9. Lasiguiente curva: F(z,y, 2) = y> + 27axz — 81a®y = 0 viene parametrizada por
r=au(3—-u®), y=3aw?, z=au(3+u?).
Encuentre:
(a). ds/du, si s es la distancia sobre la curva medida desde el origen.
(b). La longitud de la curva desde el origen al punto cartesiano (2a, 3a, 4a).
(c). Elradio de curvatura en el punto .
(d). La torsién y la curvatura para todo punto de la curva.
(e). Escriba las expresiones que resultan de usar las férmulas de Frenet-Serret.
10. Encuentre las curvas integrales y las trayectorias ortogonales de los siguientes campos vectoriales
(a). f(z,y) = —51—%j,
(b). f(z,y) = zyl + 223,
(). f(x,y) = 221 — yj.
11. El vector drea para una superficie s se define como s = | fs ds, encuentre el vector drea de la

2

superficie: 2 + y? + 22 = a® con z < 0. Utilice el hecho de que en coordenadas esféricas

ds = a? sen(6)dd dy é,.

5.2 La fauna de los operadores diferenciales vectoriales

A partir del concepto de campo escalar, presentaremos ahora una variedad de objetos diferenciales
en el espacio tridimensional. Salvo-que se diga lo contrario, utilizaremos el sistema de coordenadas

cartesianas, que discutimos en la seccién 5.1.1 en la pagina 366.

5.2.1 Derivada direccional de.campos escalares

Para analizar los cambios en los campos escalares requerimos comparar dos “instantes de tiempo”,
para ello, parametrizamos las componentes del vector: z = ¢ (r(t)) = g(z(t), y(t)) , por lo tanto:
do(z(t), y(t) _ 0(x(t),y(t)) dz(t) = 0(x(t),y(t)) dy(t) dr()
= = Vo(z(t),yt)) - :
at Er a y dt H@(t),y(t) - =3~
donde hemos representado

A V¢ (2(t)) lo llamaremos el gradiente del campo escalar ¢ (z(t)), y también son muy comunes

otras notaciones para el gradiente:

Vo(a(t),y(t) = ¢ulz. Y)i+ ¢y (2, 9) = 'z, y)i; = ¢ (2, y)ki ,
El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos mds utiles del cdlculo vectorial, el cual lo
hemos utilizado de manera operacional y no nos hemos detenido a reflexionar sobre sus propiedades.
Es claro que cuando se tienen curvas de nivel g(z,y) = z = ¢ (r(t)) = k = cte, obtenemos

Ao(e(0).y1) _ Ak do.u0) g )

dt T dt at
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grad ¢,

grad ¢

[ 1

Figura 5.11: Direccién de maxima variacién en una funcién. Gradiante y tangente de una funcion.

dr(t . :
con lo cual, dado que % es la tangente a la curva, entonces, el gradiente es perpendicular a la curva,

tal y como se muestra en la figura 5.11.
Si se da el caso de que la funcién dependa de manera explicita del pardmetro ¢, ¢ = ¢ (z'(t),t)

tendremos que

dp 96 (¢ (1):t)

b= ¢ (x(t),y(t), z(t),t) = 5= A = Vo («(1), 1) - d:(rl(;) 7

y, en el caso particular en que el parimetro esla longitud de arco A a lo largo de la curva, la derivada

total de ¢ con respecto a A a lo largo de la curva vendra dada por

do : A

donde T es el vector unitario tangente a la curva en el punto dado.

Por otro lado, la derivada direccional indicard la tasa de cambio del campo escalar en la direccién
que apuntemos. Es una generalizacién de la idea que surge de parametrizar la curva o de la derivada
total respecto mnpo. Dados dos puntos M y M’ definiremos la derivada en la direccién de un vector

unitario Gt <+ M’M como se muestra a continuacion:
M — o (M d
Dg¢ = lim o (M) — & ( )=—¢=V¢(a:,y)-f1. (5.7
M’'— M ‘M’M‘ dA

Tal y como se puede apreciar en la figura 5.12 la derivada direccional estd representada por la
pendiente de la recta tangente a la curva que surge como interseccion entre la superficie ¢(z,y) = z =
k = cte, el plano vertical formado por el eje z y el vector unitario 1.

En este punto, varias reflexiones se pueden derivar del concepto de derivada total.
o La primera es que dado que, la derivada direccional a lo largo de 1t es

Daé = Vo - it = [V cos (V, @),

(donde hemos denotado por m como el dngulo que forman los vectores V¢ y ), el valor

maximo de la derivada direccional sera

i d¢ 0 0 2 o 2 9 2
o vt= 555 [ - [ () ().

Es decir, cuando 1 apunta en la direccion del gradiente o, 1o que es 1o mismo, en la direccion de la

mayor tasa de cambio; el valor maximo lo indica la direccidn del gradiente. O dicho de otro modo,
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Figura 5.12: Derivada direccional

en un determinado punto M de las superficie ¢(z,y) = z el vector V ¢ apunta en la direccién de
la méxima tasa de cambio, tal y como podemos apreciar en la figura 5.11 panelizquierdo.
o La segunda es que el gradiente es perpendicular a la superficie z = ¢(x,y). En general, si

hacemos ¢(x(\),\) = k = cte, como dg(/\)‘) = 7 tangente a esta superficie en algin punto, es

claro que d¢/dA = 0 en esa direcciéon y V¢ - 7 = 0. Por lo tanto, V¢ serd normal a la superficie
#(x*(\), \) = k (ver figura 5.11 panel derecho).

o La tercera reflexion es, dado que el gradiente es ortogonal a la superficie, los vectores perpendicu-
lares a €l conformaran el plano tangente a la superficie en un determinado punto.

o Finalmente, la cuarta emerge de la misma definicién (5.7), es claro que la derivada direccional es
un escalar, por lo tanto, como 1 es un vector, V(x, y) debe ser una 1—forma. Vale decir, como

veremos con mas detalle en las secciones 5.2.1.2 'y 5.2.2

1 09 4 1 0¢ , 19 , 5 ([ dg (<]
do= = — ——— — = = — = Hon
grad ¢ = V¢ Ty BT (et + Ty 00 (e*| + hs OF e’| b9 b 0;¢
Donde denotamos h; = H %ﬁl’j = /gii los factores de escala que acompafia a la base <ei‘

generalizada.

5.2.1.1 Gradiente y flujo de un campo vectorial

Podemos utilizar la idea de flujo de un campo vectorial y generalizar la definicién de gradiente para

que sea independiente de las coordenadas.

! o A
V¢—gradgb—é{n}oV//Saﬁ(w,y,z)ds—élg})v//scb(w,y,z) i ds.

Supongamos que construimos un campo vectorial de la forma siguiente

a(z,y,z) =c¢(z,y,2), conc = cte,

f://5045(%%2)-dsz//scgb(w,y,z)-ﬁsds.

Es claro que esta expresidn vale para todos los sistemas de coordenadas. En particular, para un

con lo cual

sistema de coordenadas cartesianas construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los
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ejes coordenados. Entonces se tiene que las caras del cubo serdn

dsp4 = (dy dz)1; dsy,— = —(dy dz)i; dsy,y = (dzdz)); dsy— =—(drdz)j;
ds.y = (dzdy)k; ds.. =—(dzdy)k
con lo cual, el flujo por las seis caras es
df = co(@,y,2) dsey +cd(x,y,2) - dse— + € P2, 9, 2) - dsyy
+ cé(z,y,z) dsy— +co(x,y,2) ds.+ +co(z,y,2) - ds,—,
por lo tanto,
df = clo(x+dx,y,2)dydz — ¢(z,y,2)dy dz + ¢ (z,y + dy, 2) dz dz — ¢(z,y, 2)dz dz

+ ¢ (z,y,z+dz)dx dy — ¢(z,y, z)dz dy] ,
= c{o(x+dr,y,2) — d(z,y,2) dy dz + {¢ (z,y + dy, 2) — ¢(x,y, z)} dz dz+
+ {é(z,y,z+dz) — ¢(x,y,2)}de dy] .

Como estamos considerando un “cubo diferencial” podemos desarrollar por Taylor hasta primer

orden, por lo que:

0¢(2,y, 0¢(x,y,
o+ dn )= o)+ XL oy +ay. ) mot ) + P50y,
¢ (r,y,z+dz) =~ o(x,y,2) + a(#;(J(L;Zy’—z)dz.
Con lo cual
df = de dy dz + 99, y, Z)dy dz dz + Mdzdmdy,
ox oy 0z
_ (20y.2) | 98(@y.2) | @ E) N Gy L gp _ grad g v,
ox Y 0z
entonces
df o= l// L 1// R
grad ¢ = % Al‘l/rr_lm v Lor ‘}'1£>n() an d(z,y,z)ds = &11% v/ o(x,y,z)ndS.

Nétese que hemos supuesto.que AV =v;, =V y que fo = [ fs o(x,y, z)ds, lo que quiere decir que
cuando v; ~ 0 el flujo f; ~ 0.
5.2.1.2 Gradiente y coordenadas curvilineas

La generalizacién de la expresion del gradiente en coordenadas curvilineas es inmediata a partir de
diferencial total de una funcién ¢(q', ¢, ¢*). Esto es

, b (gL, 3y
o(q" % ") =0 (¢) =do= (b(qaq%‘ : )dq],
con 1 06 1 1 00
99 4 2 99
grad ¢ (¢') H% aqt (e| HL) < | + ‘M g3 (e
g D2 g3
y
0 (r| o (r 9 (r| 9 (r| 9 (r| o (r|
{dr| = ald +82dQ+3q3dq3 31<1‘d+32 <2|d+83 (¢’] dg?,
ya que, al igual que en el caso de los vectores, la base del espacio dual se construye como
1o 91 1 0(r| 30 1 M
<e\—‘a<r| dqt <e‘_‘<| 3(]27 y <e‘_’3<T P
Oq! 0q> oq3
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Es decir, la forma general del gradiente para un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales es

1 9¢ 1 9¢ 1 0¢ (e'| 0 (e’
gend = V0 = - 26 (1| 1 86 g () = Gl 5 - O

8(7"

0.

= ,/gs; el factor de escala que acompaiia a la base { <ei ’ } y debe quedar

Donde denotamos h; = H

claro que en el lado derecho de la ecuaci6n (5.2.1.2) la suma es tinicamente sobre los indices de |e;) y

;. La tilde en el indice 7 es para indicar que simplemente replica el valor que toma el indice i.

Ejemplo 5.13 Para el campo escalar ¢ = 22y +yz, enel punto M = (—1,2, 1), tenemos que el gradiente
es
Vo =2zyi+ (2% +2)j+yk = Vo(—1,2,1) = —4i +2j + 2k.

en ese punto, la taza de cambio en la direccion del vector u =1+ 2j + 3k serd:
d¢ 1 6
ds ﬁ ( M 4 ﬁ '
Por lo tanto, en el punto M = (—1, 2, 1) lataza de cambio d¢/ds médxima se produce en la direccién
V¢ = —4i + 2j 4 2k con un valor de |V¢| = /24.

— Vo u—<2xyi+(a:2+z)j+y12)- i+2j+312)

5.2.2 Divergencia y flujo en campos vectoriales

Revisando con un poco mas de cuidado la expresion para el gradiente podemos ver que
(e1] 0+ {ea| O (es| O
do=
grad ¢ <h ¢t hy 0¢2 " hs 0¢3 ¢
es decir, con esta inspiracién podemos construir un funcional lineal
e1| 0 es] 0 es| 0
g lal 2 (el ol 0
H O0q'  F 0¢? G Oq
donde: H = H(hl, hQ, hg), F = f(hl, hQ, h3) y g — Q(hl, hQ, h3).
Con lo cual, si cuidamos el orden de operacion, podremos realizar un “producto interno entre una

1-forma, V y un vector a” de la forma

_ [leal 9 feo] O fes| O ) )
Vea = H 3q1+ F aq2+ g 35 [a ’el>+a !62)+a ’63”7

(eq] ‘ 0 [al le1) + a?|es) + a? |63>} N (eo] O [al le1) + a? |es) + a? |63>}

H oqt F 0q? ’
A @ ' 0 [al ’61) + a? |62> + a? |63>}
g 9q3 '

Aqui es importante tener cuidado con la posible variacién de los vectores base. Notemos que si consi-
deremos el caso de coordenadas cartesianas: {¢'} — (z,y, z), donde labase {|e;)} — {les) , |ey), |ez)}
es constante, entonces tendremos de forma inmediata:

_ (90? (:LJ) — (. 7) aax(x,y, Z) aay(xvyaz) Baz(x,y,z)

5.2.2.1 Divergencia como medida de flujo

El significado fisico de la divergencia puede comprenderse si consideramos la siguiente definicion,
independiente del sistema de coordenadas

diva——— 1m//a ds_hm//a nst—hm//andS
v=oV v=oV vooV

404



La fauna de los operadores diferenciales vectoriales 405

Es decir, el flujo por unidad de volumen. Otra vez, para un sistema de coordenadas cartesianas
construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados. Entonces se tiene
que las caras del cubo son como las describimos anteriormente, ver ecuaciones (5.2.1.1). El flujo por las

seis caras serd
df =a-ds;y +a-ds,_ +a-dsy; +a-ds,_ +a-ds,; +a-ds,_,
con lo cual
df = az(z+de,y,2)dydz —az(x,y,2)dy dz + ay (v, y + dy, 2) dz dz — ay(z,y, z)dx dz
+ a,(z,y,z+dz)dedy — a.(z,y, z)dx dy,
= [agp (z+dx,y, 2) — ag(z,y, 2)] dydz + [ay (z,y + dy, 2) — ay (z,y, )] dzdz
+ oy (z,y,2+dz) —as(x,y,z)] dedy .
Desarrollando por Taylor otra vez, tendremos

aax(xa Y, Z) dz

oz ’

ag (x +dz,y, 2) = ay(z,y, 2) + oy

ay (z,y + dy, 2) = ay(2,y,2) + dy;
da,(z,y, z)

dz.
0z &

a; (r,y,z+dz) =~ ay(z,y,2) +
Para obtener
8am($ Y, z)

af = 22@82) 40 4y 4. 1 00@Y2) g g gy 2@ 2)
Oz Oy 0z

C aids— Oaz(x,y,2) N day(z,y, 2) L da(z,1, 2) O
Ox oy 0z

dz dx dy,

Consecuentemente,

= o (B ) [ 5

La primera conclusién es que podemos convertir una integral de superficie cerrada de un campo

vectorial, en una integral de volumen encerrada por esa misma superficie. Lo hemos demostrado para el
caso de coordenadas cartesianas, pero como el flujo F' = f f ga- ds es un escalar, esta afirmacion vale
para cualquier sistema de coordenadas.

Esto se conoce como el Teorema de la Divergencia el cual veremos mds adelante (ver seccion
5.3.4.1 en la pagina 444). A partir de este teorema tenemos que si la divergencia de un campo vectorial es
positiva, lo interpretaremos como flujo hacia afuera (saliente) del volumen V' encerrado por la superficie,
S, y si la divergencia del campo es negativa tendremos flujo entrante. Como ilustracién puede ver el
ejemplo de la pagina 407.

5.2.2.2 Divergencia y coordenadas curvilineas

Para encontrar una expresién para la divergencia en coordenadas curvilineas generalizadas, ¢ =

(¢', 4%, ¢%), partimos de la definicién invariante de sistema de coordenadas

dlva—hm//a ds—hm//a nSdS—hm//andS
vsoV

Al igual que procedimos en coordenadas cartesianas, ahora consideraremos un “paralelepipedo curvili-

neo” con tres de sus aristas alineadas con el sistema ortogonal curvilineo. Las caras de este “paralelepipedo
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curvilineo podran ser representadas como

ds,i+ = (ds_, 2 d3—>q3)dq1 le1) ,ds,i_ = — (ds_y2 ds_4) le1)
dsg2+ = (ds_y g3 d3—>q1)dq2 lea) ,ds,z_ = — (ds_yg3 ds_ 1) le2)
dsps+ = (ds_,p dsﬁqz)dq3 les) ,dsgs = — (ds_, ds_z2) les) ,

donde denotamos ds_,: el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilineas generalizada q*. Los
paréntesis (-) 4q¢ indican que esta superficie es evaluada en ¢" + dq’. Adicionalmente, es de hacer notar
que

ds_,g = \/ﬁdqi = h;dg", aqui los indices repetidos NO indican suma.

Ahora bien, dado que |a) = a = a'(¢?) |e;), el flujo por las seis caras serd
df = (a : dsq1+) + (a . dsq1,) + (a . dsqur) + (a . dsqz,) + (a . dsq3+) + (a . dsqg,) .

Para comenzar vemos que es el flujo del campo vectorial, a’(¢”), 1o que estd siendo evaluado en dos

puntos distintos:
a-ds;_ = a'(q") hehg dg®dg®, a-dsz_ = a*(q') hshi dg’dq', a.dsp_ = a*(q') hiho dg'dg®.

Con lo cual es el flujo lo que debemos desarrollar por Taylor.

0 (al(qi)hghg)

a' (¢' +dq',¢*, ¢°) hahs = a'(¢')hahs + o dg",
; 9 (a®(q")hsh

(12 (ql’ q2 + dq27 q3) h3h1 = 62(q1)h3h1 =+ L%g;—sl)dQQ ,
i d (a(q")h1h

@ (', ¢%.¢* + Ag®) uha = a(g' ahs + ((aql”)dq?’ |

Notese que en el caso cartesiano no se hizo explicito este hecho por cuanto hy = hy = h; = 1.
Entonces el flujo diferencial para el caso de coordenadas curvilineas serd

9 (a'(¢*)hah 0 (a*(q")hsh
df: (Cl (q) 2 S)dqldqqu3+ (CL (q) 3 1)dq2dq3dq1+ ( (q) >dq3dq1dq2
oq! 0q? 0q3

Recordamos que el diferencial de volumen es
AV = (ds_q1) (dsLg2) (dssgs) = V11 dg' /922 dg°/gss dg® = hyhohs dg'dgdg?®

donde denotamos a ds_, : el arco de curva a lo largo de las coordenadas curvilineas generalizadas ¢'.

Con lo cual identificamos la forma genérica de la divergencia en coordenadas curvilineas ortogonales

diva=V .a= df 1 !3 (al(qi)h2h3) I 0 (a2(qi)h3h1) N 0 (ag(qi)hlhg)

dV hl thg 8q1 8q2 6(_[3

Si hacemos h = hihshs, entonces podemos escribir la divergencia de manera méds compacta

. _ 190 ai(qj)h
diva=V.a= h@q[ h% ],

pero siempre teniendo en cuenta que la suma es sobre los indices de a’ y 9/9q", por lo que queda

indicado que ¢ simplemente replica el valor que tome el indice .
Consideremos con mds cuidado el caso en el cual la superficie S contiene el origen de coordenadas.
Es claro que si el volumen contenido entre dos esferas de distintos radio 7 < r, centradas en el origen y

con superficies S y S respectivamente no contiene al origen entonces el flujo serd nulo

f:///VdivadV:O://sa~flsd5+//sa'fl§d§-
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El campo vectorial sobre la superficie S de la esfera de radio 7 es

q . A A
a:TQGT7 y nzg=—¢€;,
7
con lo cual
/ a-n; dS://iér~(—ér) ds = —//idsﬁg sy,
3 3T 3T
es decir,

27
//a ng; dS = // —ds_gds_s, —/ —T sen(f)dd dy = q/ sen(ﬂ)dH/ dy = 4nq,

ya que: dS = hydf h ode = 7dO 7 sen(f)dy

Tenemos entonces que el flujo de un campo singular en un punto (el origen de coordenadas),
digamos: a (r) = r%ér’ a través de una superficie que encierra ese punto singular, no es nulo y es igual
a 4mq. El campo vectorial a (r), se denominard campo de una particula fuente si ¢ > 0 y campo de un
sumidero si g < 0.

Ejemplo 5.14 Dos ejemplos en teorias de campos
1. La ecuacion de continuidad Consideremos una superficie cerrada.S que encierra un volumen V.
Esta superficie estd inmersa en un fluido, de densidad p(r, t) que fluye con un campo de velocidades
v(r, t). Supondremos ademds que el volumen V' que encierra la superficie S no cambia de posicion,

con lo cual, la variacion de masa del fluido contenido en este volumen es

i [, o ] 2

Entonces, la variacion de la cantidad de fluido encerrada por la superficie .S serd igual a la cantidad

de fluido que escapa (o ingresa) a través de esa superficie. Esto es

1] %= [f g s [ & eserar

con lo cual

///V {W+V-(v(r,t)p(r,t)>]dv=0 < 8’)((% D4 v (vir p(r, 1) = 0,

y esta dltima representa la ecuacién de continuidad en dindmica de fluidos.
2. Fuentes y sumideros Consideremos un campo vectorial de la forma

—_, =4,
a(r)_qTB_’I’Q T

La divergencia, en coordenadas esféricas (h, =1, hg =71, hy, =r sen(f)),es:

B 1 d(ar(r,0,9)hehy) 0 (aa(r,0,p)hohy)  O(ap(r,8,9)h.he)
N [ or + 20 + g

4 1 0 [q - -

~ 72 gen() or [ " sen(@)} =0

Notese que el origen del sistema coordenado (el punto r = 0) no estd definido porque no lo estaba
en el campo vectorial original a (r) = -%é,. Con lo cual, se tiene que si la superficie S no encierra

ar = 0, entonces el flujo a través de esa superficie serd nulo

f://sads:///vdivadV:O.

Es decir, todo lo que entra sale. Sin embargo, si el volumen contiene al origen de coordenadas no

podemos decir nada por cuanto hay una indeterminacion en la expresion de la divergencia.
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I

Figura 5.13: Rotacionales de un campo vectorial, lineas de torbellino.

5.2.3 Rotacionales, lineas de torbellino y circulacion

Del mismo modo como hemos venido procediendo, haremos otra operacién vectorial con el ope-
rador nabla V. Tendremos entonces el rofacional actuando u operando sobre un campo vectorial

rot a = V x a. En coordenadas cartesianas podremos expresar esta operacién como

Vxa = ¢ 8jakii = 8” 71, = (62a3 — 83&2) il + (83(11 - 81(13) i2 + (alag — 62@1) ig

i
= (9ya, — 0.ay)i+ (0:ap — 0pa2) i+ (Oray — yar) k=] 9, 8, 0.

El rotacional de un campo vectorial genera otro campo (pseudo) vectorial llamado campo rotacional
del campo vectorial. Por razones que serdn evidentes enseguida, las curvas integrales de este campo

rotacional se denominan lineas de torbellino.

5.2.3.1 Lineas de torbellino

Tal y como se detallé en la seccion 5.1.7.2 de la pagina 383 las lineas de flujo se construyen a partir
de un vector diferencial paralelo al campo vectorial en cada punto. Esto es, si

1] k
b=Vxa=|8, 8, 0.|=(0ya,—0.ay)i+ (0.a; — 0za.)j+ (Ozay — Oyaz) k,
az ay a
tendremos que dr oc b = V x a determina las lineas (de torbellino) perpendiculares al campo a(x, y, z).
dz dy dz dz dy dz

bo(z,y,2)  by(z,y.2) b.(x,y.2) (Oya, — Dzay)  (0zap — Ogay)  (0pay — Oyay)’
donde hemos parametrizado la curva con \.

5.2.3.2 Superficies ortogonales a las lineas de torbellino

Uno también puede plantearse encontrar el conjunto de superficies ortogonales a las lineas de flujo
del campo vectorial, a(z, y, z). Para ello procedemos como lo hicimos en la seccién 5.1.7.3 y suponemos
que existen estas superficies y que se representan, matematicamente, como una funcién ¢ = ¢(z, y, z).
Por lo tanto:

Voxaodr =V x[pal]=Vepxa+pVxa=0,
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Figura 5.14: Idea sobre el significado fisico del rotacional.

es decir, V¢ es proporcional al campo a(x, y, z) y al aplicar el rotacional a ambos miembros'y proyectar
sobre el mismo vector a la ecuacion de la derecha nos queda

a-[Voxa]+a-[pV xal=0,
ambos sumandos se anulan por definicién de producto vectorial, pero el segundo sumando a-[pV X a] =
0, impone una condicién sobre el campo independiente de la funcién de proporcionalidad.

Por lo tanto, la condicidn necesaria y suficiente para que las lineas de flujo de un campo vectorial

a(z,y, z) sean perpendiculares a un conjunto de superficies ¢ = p(z,y, z) es
a-[Veoxal=0 <« a-[¢Vxa]=0.
Ambas pueden ser utilizadas para identificar las superficies ortogonales ¢ = p(x,y, 2).

Ejemplificamos su utilidad a través de un ejemplo fisico. Si a(z,y, z) fuese un campo de fuerza,

digamos para el caso de un fluido en equilibrio estatico
Vp = pf,

entonces, esta ecuacion nos_permite determinar como estaria estratificada la presién en el fluido. Al

tomar
V x[pf] =f-[pV xf]=0,

por lo tanto, f serd siempre ortogonal al rotacional de la fuerza en todo punto del campo, es decir, el

equilibrio sélo es posible si las lineas de fuerza f de siempre son ortogonales a las trayectorias de V x f.

5.2.3:3», Circulacion de un campo vectorial

El concepto (y el nombre de rotacional) surge de la idea de rotacién (jcirculacién?) que este
operador descubre al ser “aplicado” a un campo vectorial. Como se muestra en la figura 5.14, la idea
intuitiva es colocar un “detector” de rotacién inmerso en el campo. En este caso es un par de aspas e
imaginamos que el campo vectorial representa un campo de velocidades de un fluido. Si el fluido hace
girar las aspas en sentido horario (tirabuzén o sacacorchos derecho hacia arriba) diremos que el campo
tiene una “circulacién” positiva y el rotacional del campo siempre serd positivo en esa regién. Si es a
la inversa, diremos que el campo tiene una “circulacién” negativa y el rotacional también lo serd en
esa region. Finalmente, si el par de aspas no rota, el campo tendrd una circulacién nula o no tendra

circulacién y su rotacional serd también nulo en esa regidn.
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En esta seccién haremos una breve introduccién al concepto de circulacién y dejamos para la seccién
5.3 un desarrollo mds detallado.

La idea de circulacién se puede generalizar si tomamos un campo vectorial genérico

a= ax(:c,y, Z)i + ay(xvyv Z)j + CLZ(SU, Y, Z)k7

con lo cual, la integral de linea cerrada a lo largo de una circunferencia de radio, r, en el plano xy, sera

2
T = %a -dr = / [am(a:, Y, 2N+ ay(z,y, 2)] + ax(z, y, z)k] - [=rsen(p)1+ rcos(p)j] dp,
0

y suponiendo r < 1 podemos desarrollar por Taylor las componentes del campo vectorial en al plano

xy alrededor del origen de coordenadas 7, ~ 0. Esto es,

Ay (x,y,O) = a$|r:0 +z %C? r=0 TY aaa; r=0 o
= a93|7":0 + TCOS(@) %axm ’r:O + ’I“SGH(QO) %Lyz r=0
o 0
ay (x)y’o) = 6Ly|7':0—|_aj % T:0+y % T,:0+‘”

15)
= ayl,_, +7cos(p) % _

Por lo tanto, la integral de linea nos queda como

Oay

o + rsen(p) e

2 aax aax
T = .dr = —|agl|._ . d
j{a r /0 {a |,—o + 7 cos(p) oz |, + 7 sen(y) ay 7«:0] r sen(y)dp+
2 Oay Oay
e Ty d
—i—/o |:ay‘7':0 + 7 cos(p) 3] + 7 sen(yp) 3y T:J rcos(p)dep,
con lo cual P 5
— dr = 72 4% Y% 3

F%a dr ﬂr{ax /By TZO}—FO(T).

Finalmente vemos que la componente del rotacional en el origen del plano xy es igual al limite de
la circulacién a lo largo de una curva cerrada, dividida entre el 4rea de la superficie que encierra la curva

cerrada.
T

Oy
ox

_ 9az
r=0 ay

m =3
=0 r—0 7r

Hasta aqui desarrollamos el caso particular para la circulacién del campo a(z, y, z) en el plano xy, pero

como demostraremos en la seccién 5.3.4.2, en general podremos expresar la relacion entre circulacion y

I‘:]{a-dr—//s(vxa)-dsz//S(an)-ﬁst.

Esta relacién constituye el Teorema de Stokes y serd considerada en detalle en la seccién 5.3.4.2.

rotacional como

5.2.3.4 Rotacionales y velocidades angulares

Considere un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje con velocidad angular w. Entonces la
velocidad tangencial de un punto P, con una posicion r medida a un origen O situado en ese eje, siempre
es

V=wxr=1(wyz —w.y) +]J (w2 —wyz) + k (wzy —wyx) ,
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y su rotacional serd

i j k
V x v = (3yv, — :0,) i+ (Bovy — 0pvs)j + (Opvy — Oyve) k=] 8, 8, 0. |,
Vp Uy U
es decir, por ser un cuerpo rigido la velocidad angular w es independiente de r; o lo que es lo mismo,

todo el cuerpo rigido tiene la misma velocidad angular. Con ello tendremos que
(Vxv)i = %0,(w x 1)g = €958, epmw'r™ = £1¥ey,0; (w!r™) = (5;‘53;1 - 5;5{) 9; (wlrm>
- (5;’5,3;1 - 5@5{) W™ = (5;’55;1 - 5;'%5{) WS = 6157, 68T — 51 SluteT
= 3w’ —w'=2t.
por lo tanto V X v = 2w.
Si no hubiésemos utilizado la notacién de indices tendriamos
(V xv), = (0yv; — 0.vy) = Oy (way — wy) — 0, (W& — wyp2) = 2wy,
(V xv), = (0:v5 — Opv2) = 0. (wyz — w2y) — Op (Wey — wy) = 2wy,
(V X V), = (0pvy — Oyvz) = Op (W& — wep2) — Oy (wyZ —wy) =2w, .

Otra vez, el rotacional de un campo de velocidades de un cuerpo (que rota) “detecta” su velocidad angular.

5.2.3.5 Rotacionales y coordenadas curvilineas

Una vez mds recurrimos a una definicién para el rotacional independiente del sistemas de coorde-

V xa=rota= liml//dsxazliml//ﬁsxads,
v=oV v—oV

y del mismo modo que calculamos el flujo a través de las distintas capas de un volumen podremos

nadas

(no lo haremos y se lo dejaremos al lector) demostrar que para un sistema de coordenadas ortogonales

generalizado tendremos:

411

a_ o) [8(h3a3) _8(h2a2)}+ le2) lﬁ(hlal) - 8(h3a3)]+ les) [a(wﬂ) 6(h1a1)] |

N h2h3 8(]2 8q3

De manera més compacta

hl h3 8q3 8q1 hlhz 8q1 an

h1 ‘61) h2 |62> h3 |63>

1

hihy

rota=V xa=[V xal'|e) =

hlal h2a2 h3a3
donde los 1ndices repetidos 4, j, k indican suma; mientras que los indices j y k£ no indican suma sino que

replican los valores de los indices j, k' y h = hihohs.

Ejemplo 5.15 Consideremos el siguiente campo vectorial en coordenadas cilindricas para z > 0
zyY . zr

+ )

a=zeé, =z[—sen(p)i+cos(p)]] = —
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con lo cual el campo rotacional del campo vectorial a serd

i j k
b=Vxa=Vx |- °Y 1+ £ il = Oz ay 0:
\/$2+y2 \/a:2+y2 2y 2z 0
\/12+y2 \/12+y2
x . Yy . z .

= - - - k
V2 +y21 V2 —I—y2J Va2 + 2

Es claro que el campo vectorial y su campo rotacional son ortogonales

[ SR Y+ ———k|=0.

zy . zx .
— + — —
[\/xz—kyzl \/a:Q—l—yQJ \/:1:2+y2l \/a:2+y2J Va2 +y?
Por lo tanto,
/22 L .2 [o2 | .2 [o2 | .2
dA:—‘rxﬂ/dx:—xyﬂdezxzﬂsz.

Las dos primeras ecuaciones proveen

dz T )
1 a:—\/m:(?l:x()\)zkcl,
Y y(z) =2Cy =

dr =« dy 9

con

- 1 - C -
Ci=cte; (1 =———— =cte; C’gz«——l:ClCl:cte.
1+ (Cy)? L+ (Ch)°
Finalmente,
Va4 y? dz z z z z
7dz:d)\:>a: > = = = — =%
o VIZ+y l‘\/1+(01)2 )\01\/14-(01)2
con lo cual 4 )
z z -

Ejemplo 5.16 Supongamos una circunferencia con radio r = 2, la cual viene descrita paramétricamente
por el radio vector
r(p)=2cos(pN+2sin(p))] = dr =2[— sen(p)1+ cos(p)j]dy,

y nos planteamos “‘hacer circular el campo” a = z (— sen ()i + cos(¢)j) alo largo de la esa trayectoria.

Esto es, realizar la siguiente integral

2m
r= ?{a -dr = /0 z (— sen(p)i+ cos(p)j) - 2 (— sen(p)i+ cos(p))) dp = 4nz,

primero el producto a - dr y luego se integra. El campo vectorial a estd representado en la figura 5.13.
Hemos utilizado el simbolo § para denotar la integral de linea en un circuito cerrado. Es la primera

idea de integrales de campos vectoriales que veremos con mds detalles en las seccién 5.3. Es interesante

comparar este resultado con el flujo del campo de rotacionales a través de la superficie que delimita la
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circunferencia de radio » = 2. Vale decir

N —T N Yy R z ~ N
an~nsds:// 1— + k] -kdzdy,
//( ) ( /22 + 12 \/z2+y2J \/1:2+y2 ) 4

2 27
:z// dz dy :Z//drrdHZZ/ dr/ 40 — dors
Va2 +y? r 0 0

Esta “coincidencia” no es tal, corresponde a otro teorema integral para campos vectoriales, el

Teorema de Stokes (seccién 5.3.4.2, pagina 448) mediante el cual se convierte una integral cerrada de
linea de un campo vectorial en el flujo del campo de rotacionales. Este teorema lo estudiaremos con

detalle en la seccion 5.3.4.2.

5.2.4 Formulario del operador nabla, V

El operador nabla, V, en las formulas anteriores actia como un funcional lineal, esto es, dadas
¢ (r), x (r) y ¢ (r) funciones escalares de variable vectorial o, a y b dos campos vectoriales cualesquiera,

se puede generar el siguiente formulario, el cual debera ser demostrado por el lector
V(p+xy) =Veo+V(x¢) = Vo + VY +x Vi,
V-(a+¢b)=V-a+¢pV-b+ Ve b,
Vx(a+¢b)=Vxa+Vx(pb)=Vxa+Vexb+eV xb,
pero si consideramos las cantidades a - b y a X b las cosas pueden cambiar mucho
V(a-b)=bx (Vxa)+ax (Vxb)+(b-V)a+(a-V)b,
V-(axb)=(Vxa)-b—(Vxb)-a,
Vx(axb)=(V:blat+(b-V)a—(V-ab—(a-V)b.
Varias de estas identidades ya fueron demostradas en los ejemplos 1.18, 1.19 y 1.20 en la seccién 1.5.5.

Por otro lado, es evidente que
a(V-b)#(b-V)a <+ d (') #b(0'a?),
por cuanto en las partes izquierdas las derivadas actiian sobre las componentes de b, mientras que en las
partes derechas es sobre las componentes de a.

Otros casos importantes se presentan cuando los campos escalares y/o vectoriales son a su vez

funciones de un campo escalar. Es decir, funciones compuestas. Esto es

Yp=v(x(r)) y a=a(x(r)).

En este caso, tendremos

Vo) = GV Vral) = Vi g Vxaln) = (V0 7 g

Para demostrar, por ejemplo, V-a (x (r)) = V- g—; , utilizamos la estrategia de Taylor y expandimos
el campo vectorial alrededor de un determinado punto, digamos r = rg arbitrario. Esto es

a 2a
a=afm)+ | ) x4y 5| G - x o)

ro
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aplicando la divergencia a ambos miembros queda como

da 1 d?a
VA=Vt - V- GG x| Ve[ 550 x|+
con lo cual
da d?a 1 , d3a
Vea= o rO-Vx(r)HX (r) = x(r0)) 313 . x(r) +5 (x(r) = x (r0))” 35 . x(r) +
Esta relacion vale para todo r, en particular para r = rgy. Con lo cual
da da
V.a|r0far0.VX(r0) = V.afa.VX(r),

ya que rg es arbitrario, con lo cual queda demostrado.

Ejemplo 5.17 La fuerza de Lorentz f = ¢ (e + v x b) es la fuerza sobre una particula con carga g que

se mueve con una velocidad v en un campo eléctrico e, y una induccién magnética b. Queremos mostrar

que
f=qg(e+vxb)
Oa da
e:_ng—E :f—q{—Vgﬁ—a—i—V(a v)]
Vxa=Db
Podemos ver 9
f=g(e+vxb)= (—V¢—£+vx(an))
Entonces
vx(Vxa) = ejklvkelmnamanej = ejklem”lvkﬁmanej = (5}"(52 — 5,2”5?) V%0, a,€e
= (vajak—vkakaj)ej,
con lo cual
; ; Oa . } . Oa . . .
J _al4h 2= kojq . ok J) — _alh 2= kg 0 J (ak _ J o,k
F —q< o at—i—vaak v&w) q( o T voa’ + O (v ak> ak<8v>>,
) , Oa . ) da
J _ais Yk J YR YL — _ _ < .
F q( oo 5 v " Opa? + O (v ak>> q[ Vo dt+V(a v)},
ya que
da? Odl At  Oa? o Dadl , vk
- X A 2 DS S T ok — 27 kE_ Kk
at owar Do VOt YU =5 y =),

Ejemplo 5.18 En coordenadas cilindricas un campo vectorial tiene por componentes (0, sen(yp), z).
Calculemos:

1. La divergencia en coordenadas esféricas. Una vez més

<JZ‘1 ,$2 ,IE3> = (Tv 07 90) y (xlvxzvxg) = (p7 2 Z) ’
por lo tanto

81’ m
al = z" (z )a;

o 8z (™)
2" _
ok “ =

g 0 (@)
oxk

a 81‘k a

)
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entonces
r=+/22+p?; G:arctan(§>; p=¢ <= p=rsen(d); e=¢; z=rcos(d),
con lo cual
) v (,.m 24 2 2 2
v ma(f ) ok 3\/28 0t _ 22 __ (rcos(6)) —
z o V(2 +p?) \/(r cos(0))* + (rsen(6))?
, 2 (.m O arct P _ 2 5
S L(;kp) b darc an (2) S p22 _ r sezn(ﬁ)cos(e) _ = — sen(9) cos(0)
Ox 0z 22+p (rcos(0))” + (rsen(h))
a® = sen(yp).

De modo que el campo vectorial, en esféricas es
(0, sen(p),z) = (r cos® 0, — sen(8) cos(h), sen()).,

y la divergencia

__1 0 (r* sen(6) rcos(6)) 9 (rsen(d) (= sen(@)cos(#))) = 9 (r (sen(y)))
Voa= r2 sen(0) [ or * a0 * dp ’
V.o 3rsen(f) cos?(0) — 3 sen(f) cos?(0) + sen(f) + cos(i) '

rsen(6)
2. El rotacional en coordenadas cartesianas. Ahora
(xl , ,x3> = (z,y,2) y (2% 2%) = (p.p,2),
con
x=pcos(p); y=psen(p); z=z <= p=+22+y>%; gpzarctan(g> ;o z2=2.
T

De alli se siguen para las componentes cilindricas a = (0, sen(y), z)

00 = PO ()= = 1+ o) = a7 42 [1+ cos? (avetan (£))]

_ 222 +y2

o U)o i) — AT ot () e ot (1)

X

Y el rotacional

. (0Oa, Oay . [ Oay Oa, « (Oa, Oag
an_l<8y 8z>+’]<6z 8x>+k<8x 8y>’

o =y o[ — 222+ .
Y xa—k (x2+y2) B Var+y? _ 2y3k

Ox oy ( \/m) 3
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5.2.5 Nabla dos veces y el laplaciano

Considerando a Nabla, V, como un funcional surge la pregunta de su aplicacién repetida sobre
distintos objetos. Consideremos primero las siguientes expresiones en coordenadas cartesianas. Esto es

V-V = V¢=Ap=000,
VxVe = [¢h9000]1 =0,
V(V-a) = [0(Fa;)]u=[00a;]hi,
Vx(V-a) = V-.-(Vxa)=0,
Vx(Vxa) = [sijkajsklmalam} i = [(5;‘53;1 - 5;‘,15{) ajalam} i
= [8i8jaj] 1 — [ajﬁjai] 1, =V (V-a)— Aa.

5.2.5.1 Laplaciano y campos escalares

Mas alld de la gimnasia de indices para determinar la expresién de la relacion vectorial, quiza la
mads importante de las aplicaciones es el laplaciano, V2 = A, el cual en R? y en coordenadas cartesianas

puede expresarse como:
La importancia del laplaciano reside en que la mayor parte (casi todas) de las ecuaciones de la fisica

matematica son ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) de segundo orden y el laplaciano las

genera en el espacio, como la solucidn a la ecuacién armoénica, o ecuacién de Laplace:
A¢ = alaﬂﬁ = azz¢ + 8yy¢ + 8zz¢ = 0;
que es de gran importancia en varias dreas de la Fisica: electrostitica, electrodindmica, teoria de la

gravitacion, ondas, mecdnica de fluidos, mecdnica cudntica; por citar algunas.

Se puede demostrar facilmente que el laplaciano cumple con

A(p+CY)=A¢+CAY,  A(¢Y) = dAY +9AP+2VY - V.

5.2.5.2 Laplaeciano/y campos vectoriales

Inspirado en la forma que toma un campo vectorial en coordenadas cartesianas, definiremos el

laplaciano de un campo vectorial como la relacién
Aa=V(V-.-a)—Vx(Vxa).
Desarrollando esta expresion en coordenadas cartesianas tendremos que
Aa= [0 (&a;) — (0'0;) —0;07a")]}; = Aa=(9;0"a")1; = (Ad");.
Es decir, que el laplaciano de un campo vectorial, expresado en coordenadas cartesianas, es igual al
vector cuyas componentes son los laplacianos de las componentes del campo original. Es importante
resaltar que la expresion Aa = (Aai) 1; se cumple unicamente en coordenadas cartesianas pero la

definicién que hemos propuesto al desarrollar A a, en una ecuacion vectorial y es, por lo tanto, vélida
en cualquier sistema de coordenadas.
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El laplaciano de campos vectoriales nos lleva construir un formulario de relaciones facilmente

demostrables
A (Vo) =V (Ag); V. (Aa)=A(V-a); Vx(Aa)=A(Vxa).
Un campo vectorial a = a(r) de denomina un campo laplaciano si es
irrotacional : Vxa=0 y solenoidal:V-a=0,
en todo punto del campo. De esta manera, un campo laplaciano es un potencial, es decir:
Vxa=0 =a=Vo¢o.

Este campo queda completamente determinado por el potencial escalar que satisface la ecuacién de
Laplace
V-a=V:-Vo=A¢=0.

A las soluciones de esta ecuacion se les denomina soluciones armdnicas. Este tipo de soluciones serdn

consideradas en detalle a lo largo de la seccién 5.4.

5.2.5.3 Laplaciano y coordenadas curvilineas

Considerando las expresiones para el gradiente y la divergencia en coordenadas curvilineas

= = i% 1 iaﬁ 2 1 99, 4
gradé_v{z}_hlaql@‘+h23q2<e‘+h38q3 el
y
diva=V-.a= ! 0 (o (e )hizhs) + 0 (a*(q")hsha) + 9 (a®(q")h1h2) ;
hihahs ¢ 0q2 o

respectivamente, es facil llegar a la expresion para el laplaciano en coordenadas curvilineas
1 0 (hahs 0 0 (hihs 0 0 (hah1 O
Vomagm L[ (Me00) D (o), 0 (oo
h1 h2h3 8(] h1 8q 8q h2 aq aq hg 8q
Antes de continuar con la siguiente seccidn, consideremos estos dos puntos importantes:

o De la divergencia (5.2.2.2) y el rotacional (5.2.3.5) tenemos

19 [h ; 10 |h 1 8(h~ak) 10 | ;s 8(h~ak)
. — T W L — il ijk k = — 7 | kAR T
V-V xa hog I:h; [V x a :| h dqt [h; hjh];/,e dgi h 9 € DgJ )
_ lgijk 02 (hk“k) _
h 0q'dq’ ’

debido a la simetria para 7 y j en la segunda derivada y la antisimetria del Levi-Civita cuando se
intercambia ¢ por j. Por lo tanto:
V.- Vxa=0.

o Del gradiente (5.2.1.2) y el rotacional (5.2.3.5) tenemos
1 .. 0 1 [ 0%
VX Vp=———c%— (h:[Ve]") |e;) = ik | _— ;) =0.
8 ¢ hjh];E 8q3 ( k[ (ﬂ ) |e> hjhfgg 8qﬂc‘)q’“ |e>

Por la misma razon del caso anterior.

Entonces se tiene que
VxV¢p=0.

A los campos vectoriales con rotacional nulo se les denominan campos irrotacionales. Por (5.2.5.3)
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se tiene entonces que el gradiente es irrotacional. Estos campos se pueden expresar siempre como
el gradiente de una funcién escalar. Por ejemplo, para el campo electrostatico, el hecho de que
V x e = 0 implica que e = —V ¢. Por otro lado, cuando un campo vectorial tiene divergencia
nula, ecuacién (5.2.5.3), este campo puede siempre expresarse como el rotacional de otro campo
vectorial y se denominan campos solenoidales. Por ejemplo, el campo magnético por cumplir con

V - b = 0 entonces también cumple con b = V x a.
Ejemplo 5.19 Demostremos la relacién
Aa=(V-V)a=V(V-a)-Vx(Vxa),
y a partir de ella encontraremos las componentes del Laplaciano Aa en coordenadas cilindricas: Veamos,
en coordenadas cartesianas tendremos que
(V-V)a = 0 (0a;)ei— 7" [0 (epmd'a™)] e = [0 (09a;) = (6157, — 615h, ) & ("™ )| e,
= [ai (6jaj) — 0; (8iaj) + 0, (8jai)] e; = [8j6jai] e;.

Para encontrar la expresion del laplaciano de un vector en coordenadas cilindricas tenemos que
Aa = Aa,i + Aayj + Aak = Aa, (cos(p)e, — sen(p)e,) +Aay, (sen(p)e, +cos(p)e,) + Aase,

= (Aay cos(p) + Aay sen(p)) e, + (Aay cos(p) — Aay sen(y)) e, + Aaze,,
ya que
1= cos(p)e, — sen(p)e, , J = sen(p)e, +cos(p)e,, k=e.; a=rcos(p),y=rsen(p), z=2z.

Notemos que
d%a, O%ap O%ay

. n 82ay 82ay azay
Ox? Oy 022’

Ox? + Oy + 022"’

Aa, = ﬁjajax = Aay, = ajajay =

d%a, n d%a, 0%a,
ox2 0y 022

Aa, =09;07ay =

son las componentes cartesianas.

Ejemplo 5.20 Las fuerzas de mareas corresponden a la atraccién de la luna sobre las particulas (el agua)
en la superficie de la tierra ;Cudl es el potencial que corresponde a las fuerzas de marea?

Recordemos que la fuerza gravitacional que produce las mareas es

M
f= G,
TMm

donde 7,/,,, es la distancia (fija) entre los centros Luna y Tierra, y G, es el radio vector del centro de la
Luna a la particula que se ve afectada. Si ubicamos la Tierra en el centro de coordenadas y la Luna en el

eje z tendremos:

M M S -
f= Gy = G (—ai— g+ 2:k) = — Vg,
T'Mm "'Mm
donde: M 5 M 5 M 5
—Gimwz——(ﬁ, -G Smy:——(b G 3m2z: 99

3 ’ - :
TNim ox TN y TVim 0z

418



La fauna de los operadores diferenciales vectoriales

Integrando nos queda

B Mm z? dp  90G(y,z) Mm B Mm y?
¢—Grﬁ4m?+g(y7z) = _Fy__ ay __Gr%my = g(y,Z)_GT’?\/lm?_'_K(z)’
2 2
o= MM MMy ey 5 J90 KRG GMmy k) = —gm
Tvim 2 TN 2 0z 0z T™Nim TN

Por lo tanto:

M 2 2
o= G+ 5 -7
™Vm L 2 2

5.2.6 Derivadas direccionales de campos vectoriales

En la seccién 5.2.1 discutimos el concepto de derivada direccional de campos escalares. Ahora
consideraremos este mismo concepto pero aplicado a campos vectoriales. Formalmente y como siempre,
presentamos la idea de derivada como cociente incremental. Dados dos puntos M y M’ y un vector u

que los une (va de M — M), entonces por definicion
M) —a(M @ i (M — ot (M
dyloy = 92 = 1 20 2 0D) $<32>:<da>: L) —a’ (M)

du  M->M M —M du )  w—m M —-M
por consiguiente, si a tiene por componentes cartesianas (en general cualquier sistema de coordenadas

. < da, day da,
ortogonales) (az, ay, a,) las componentes del vector derivado serdn (ﬁ, i m )

De modo que inspirados en la derivada direccional de un campo escalar, i.e ecuacién (5.7), podemos

construir la expresion para la derivada direccional de cada una de las componentes del vector %, esto es
de da’ da

Q= djgy¢ = V¢ -u= u'dp = = u-Va' =wdjd = djuy la) = = (u-Va.
Otra vez, en coordenadas cartesianas se tiene que
i i d (o) i
dya=(u-V)a= (u'da’)ej = dy(o)= 1o = (u-V) (o) =u'd; (o) .

5.2.6.1 El campo de aceleraciones de un fluido

El ejemplo mads estandar es la descripcién del campo de aceleraciones de un fluido en movimiento.
El campo de aceleraciones de un fluido, como de costumbre, es la variacién del campo de velocidades
respecto al tiempo. Esto es, a = %—‘t’. Para escribir la expresion de este campo de aceleraciones, supon-
gamos que un fluido se mueve y registra un campo de velocidades v = v(r, ¢) el cual, en general, serd
inhomogéneo y no estacionario. Identificamos una porcién del fluido (particula) cualquiera y observamos
que en un intervalo de tiempo dt esa porcion identificada se mueve de M — M’ y registra un incremento

en su velocidad de ven M av + dv en M’:
v(M)=v(rt) y v(M)=v(r+drt+dt).
Tal y como ejemplificamos en la figura 5.15, este incremento proviene de dos contribuciones. Una,

llamada local, debido a el cambio en la variable temporal y otra, por la comparacion del vector velocidad,

v, en dos posiciones (traslacién espacial o contribucién convectiva).
ov

dv
dv; = adt y dvy = @du,
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Figura 5.15: Contribuciones a la variacién de la velocidad en un fluido. La contribucién local proviene
de la variacién del vector (por la dependencia temporal) alrededor del punto, sin importar ladireccién que
sigue la particula y la contribucién convectiva proviene de la inhomogeneidad del campo de velocidades.
Esto es de la variacion del campo de velocidades segtn la direccion que siga la particula.

Visto de otro modo un poco mds informal, dado que el campo es funcién de dos variables y una de ellas
vectorial
) = dv  oOv py. v
v=v(r a=—=—+—.
’ dt  or ot
De la discusién anterior es claro que ‘di—z es la derivada direccional del campo de velocidades a lo

largo del vector unitario u que apunta de M — M’. Ahora bien, para este caso tenemos que:
v

du =|drf},  du=|v[dt y = u= 0,
INgl

con lo cual la derivada direccional queda como
dv 1

— =—(v-V)v,
& VY

y finalmente la aceleracién como
dv v ov , v .ot
a= o= (M'V)V+at =a' = <M-V>vl+at,
donde hemos representado las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién como v°

y a', respectivamente.

Es importante hacer una reflexién un poco més fisica de las contribuciones. La contribucién local
proviene de la variacion del vector (por la dependencia temporal) alrededor del punto, sin importar la
direccién que sigue la particula y la contribucidn convectiva proviene de la inhomogeneidad del campo

de velocidades. Esto es de la variacion del campo de velocidades segun la direccion que siga la particula.

5:2.7 “La-derivada covariante

En un sistema de coordenadas generalizadas {¢'}, las bases locales {e;} son funciones de las

coordenadas,
lei) e =ei(qd',q%¢"), vy ('|ee=¢€(d ¢ ).

En esta seccién vamos a adaptar nuestra notacién de bras y kets a expresiones de vectores. Asi, los
vectores base serdn los {e;} y sus duales reciprocas corresponderan a {e’}. De este modo los campos
vectoriales y duales serdn

la) =d'le;) & a=de y (al = qj <ej‘ & af =aqe,
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respectivamente.
Si el campo vectorial es homogéneo, es decir, tiene magnitud y direcciéon constante, entonces
construimos la variacién de sus componentes y de los vectores base como
a=ad'e; = (a' + da')(e; + de;) = a'e; + e;da’ + a'de; + da'de;,
~Aa'=0
si nos quedamos sélo con los términos a primer orden: da = e;da’ + a’de; = 0, esto significa que el

diferencial de un campo vectorial homogéneo se anula,
da = da ——d¢’ =0.
0qJ
Desde un punto de vista geométrico, un campo vectorial homogéneo se puede interpretar como el
resultado de desplazar al vector a paralelo a si mismo por todos los puntos del espacio, esto significa que
la condicién 0ja* = a = 0 podria ser considerada como la condicién del desplazamiento paralelo.
En general el dlferen01al de cualquier campo vectorial a = a(r) viene a ser:

da | . da  da e  da* Oey,
da: %d‘] = — = ——e +a,k7.:7.e +akg
dqi o¢ — Og aqa g *
Claramente en el primer término tenemos la componente de un campo vector, mientras que el segundo

k Oey,
dg

variacidn de los vectores base respecto a las coordenadas se puede expresar como una combinacion lineal

término a es una mezcla de términos que tenemos que expresar en la misma base e;. Es decir, la

de los vectores base de la forma

oe; oe; i 3 i 0Oe; i
de € = 8(]; = (Oq’]“> =1 K€ = ij —e'. (8(1’]“) =e' dg.e€j.

Nétese que la variacion de la base respecto a las coordenadas €s una derivada direccional de la base en
la direccién de las coordenadas como lo expresamos en la seccion 5.2.6. [gualmente hemos identificado,

;- =€ ( 3 k) como la conexién (o simbolos de Christoffel del segundo tipo) y son las componentes
de la variacién de la base respecto a las coordenadas.

Del mismo modo podemos describir la variacion de la base dual e’ respecto a la base coordenadas

-0l o\
e =5 =~ (0t).

como

J L0
—Fike .

Es importante sefialar que el signo menos surge de la dualidad de las bases ortonormales e; - €/ = 53 ,

entonces

d(ei-el)  A(5)) ;e del , e 0e
o T ogh =0 = e gk ' agF =0 = e- gk €; ok

Por lo tanto, podemos escribir ahora la variacién de un campo vectorial, a, respecto a las coordenadas

generalizadas como
o . o , ,
de,a = £ =a'je = <8a] + I” ) e = <8jal + F;kak) e;,
y equivalentemente para un campo vectorial dual a*,
da*  Oay ek , Oda; -
* Y4 k . el — LTk Y
deja:aq 83e+k83 a; ;j _<8qj r >e.

Hemos denotado como a’, ; ala (componente de la) derivada covariante del campo vectorial a. La

derivada covariante de un campo vectorial toma en cuenta no sélo el cambio en el campo mismo, a
medida que nos movemos a lo largo de las curvas coordenadas, sino que también da cuenta de como

cambian las bases. Por lo tanto, si las bases no varfan al pasar de un punto a otro (bases rectangulares
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cartesianas) los simbolos de Christoffel se anulan y la derivada covariante no es mds que la derivada
normal. Es importante notar que la derivada covariante ai; ; transforma como un tensor, mientras que la
derivada parcial aa = dja’ no lo hace.

Es facil convencernos que la derivada covariante de un tensor mixto de rango 2, 7 = T} e; ®el se

puede escribir como
i

. A oT! ) ) .
de, T =T} ye; @ e = 87(]’]“+F;mT£n_ il |ei®e.

Los simbolos de Christoffel del segundo tipo representan objetos, simétricos bajo el cambio de
los dos indices inferiores, con 27 componentes, F;k = I‘};j. También es posible definir simbolos de
Christoffel del primer tipo, I';jj, = gimFZ;-, con la misma propiedad de simetria I';j, = I';x;.

Para encontrar la expresion de los simbolos de Christoffel en términos de la métrica vamos proceder
de una manera un tanto heuristica. Es claro que para una base cartesiana {e;, es,e3} < {i,j, R} los
simbolos de Christoffel se anulan porque los vectores bases son constantes en médulo, direccién'y sentido.
En este caso particular, la derivada covariante coincide con la derivada parcial ai; N ai,j = 8jai. La
asociacion entre derivadas covariantes y derivadas parciales es vélida no solo paraun campo vectorial sino
para cualquier campo tensorial. Entonces tenemos que para el tensor métrico se cumple que g;; .k = gij k»
pero en coordenadas cartesianas g;; x = 0, de forma que su derivada covariante también se anula y como
gij;k = 0 es una ecuacién tensorial, vale para cualquier sisttma de coordenadas. En conclusion: la
derivada covariante de la métrica se anula en todos los sistemas de coordenadas.

A partir de este resultado tenemos

Gijik = gt — UiyGim = Liigim =0 = ¢ = Tigj —=Tjri =0,
99ik 99ix

9ijik =0 = Grij = By — Ujigkm — U50im =0 = 35 —Trji —Tig; =0y
. _ 0%, Tm _ ki _p. T, . —
9jk;i = ra Fkigjm Fijgkm =0 = aq F] ki Fk iy — 0.
Seguidamente, despejamos I'; x; y llegamos a la siguiente e importante relacion:
L u |99k [ 995  Ogir] _ 1,
7 il J J — il
== : — =—g"T ;. 5.8
De ahora en adelante, podremos calcular los simbolos de Christoftel a partir de las derivadas de la

métrica respecto a las coordenadas.

Revisemos ahora como transforman los simbolos de Christoffel del primer tipo bajo un cambio de
coordenadas. Recordemos que un tensor debe trasformar de la siguiente manera
aq¢t g™ Oq"

Por lo tanto:
L. o dejr ¢! 0 oq" aq™
i'jk = €y aqk/ - aqzl €y - 8qm (aqjl en) 8qk/
gt dg™ g™ de,  9¢" Og™ 0 oq™
= =7 7 - € - =7 7 (el : en)i a
q" Oq*" d¢ g™ 9q" dq* oq™ <3qj>
gt dg™ g™ gt dg™ 0 oq"
= aqll W W Inm + aqll 8qk/ gin 6qm <8qj/> )

es decir, no transforma como un tensor. Nétese que hemos abusado de la notacién haciendo e; - e, — giy,-

Es importante tener en cuenta que la derivada covariante es un tensor, a pesar que la derivada parcial
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y los simbolos de Christoffel que conforman la suma no lo son, es decir, la combinacién de estos dos
objetos que no son tensores forman un tensor.
Para fijar conceptos, y a modo de repaso listamos lo siguiente:
o Si tenemos un campo escalar ¢ = ¢(q',¢%, ¢*), por gradiente entendemos a un vector cuyas
componentes covariantes son
g;; = grad ¢ = g;ei. (5.9
En el caso particular de la la derivada direccional de ¢ en la direccién del vector s se tiene

0 .
—Qs:s-gradqﬁ, con s=s'e;.

s

o Si tenemos un campo vectorial a = a(q', g%, ¢%), para la divergencia de a tendremos que es la

contraccion de la derivada covariante de a, esto es:
o i i i g
diva=ad'; = 0ia' + I'j;a . (5.10)
Para el caso de las componentes covariantes de a, tenemos

. g . , . O VGa
diva= az;i = (gwaj) i = gljaj;i = 81'@1 + 82\/56LZ = L;) .

; VG e

Para esta dltima expresion hemos utilizado que gi,]}g =0= gi.@ = 0y denotado el determinante de

la métrica por G' = det[g;;]. Se dice que el tensor métrico es transparente a la derivada covariante,
lo que se conoce como el Teorema de Ricci, vale decir que el tensor métrico es constante para la
derivada covariante,
o El Laplaciano de un campo escalar ¢ = ¢(r) es la divergencia del gradiente, entonces
0; [\/@(grad qﬁ)l} 0; [\/égij(grad ¢)j} 0; {\/égijajﬂ

A¢ =div-grad ¢ = = = .
G G
g Ve (5.11)

Notemos que si se trata de un sistema de coordenadas ortogonal, entonces: hihohs = VG,

g =1/h? sii = j,en caso contrario g*/ = 0. Por lo tanto, de la ecuaci6n (5.11) resulta

1 hihahs
A¢ = 0;
¢ hihahs h?

o A partir de un tensor de segundo rango podemos construir un tensor antisimétrico, a

;9

i3] =
Q4,5 — Qjy, €ntonces

a;j = 0ja; — Ff‘jak Yy  aj; = 0a; — I’;?Z-ak = a;; — aj; = 0ja; — Oa; .
Otra vez, aunque las derivadas parciales de un vector no son tensores, su diferencia antisimétrica si
lo serd. Adicionalmente, para el caso tridimensional esa diferencia antisimétrica corresponden con
las componentes del rotacional, (rot A);; = 0ja; — 0;a; . De forma y manera que, para el caso de
tres dimensiones, a este tensor de segundo orden antisimétrico le podemos asociar un vector con

componentes contravariantes, de la siguiente forma

1 1 5, 1 .
— ek (Ora; — D;a5] = —=c*%9;ay, 5.12

con ¢, j, k una permutacion ciclica de 1, 2, 3. Lo que concuerda perfectamente con nuestra defini-

(rota)’ = — g9k (rot A)jp = —

cion de rotacional vista anteriormente en la seccion 5.2.3.5.

423



La fauna de los operadores diferenciales vectoriales

o Finalmente, listamos las expresiones para las derivadas covariantes de un tensor de rango 2
oT"

T=TVe®e = T9 = v 04 TY + 19,1 = T + T},T9 + T, T"
i j _ 0T l ! ! l
T=Tye'®e = Ty = 5 =TTl = TiTu = Tigs = DTl =TT

i

8k

T=Te®e = T, +T3,T) —ThT) =T}, + T3, T — T, T7

5.2.8 Derivadas absolutas y geodésicas

En las secciones anteriores discutimos como es el proceso de derivar tensores con respecto a las
coordenadas, esto nos llevo a al concepto de la derivada covariante. El problema puede tener un enfoque
diferente si consideramos el cdlculo de la derivada de tensores a lo largo de una curva parametrizada por
alguna variable.

Consideremos entonces el problema de encontrar la derivada de un tensor a lo largo de una curva
r(\) que varfa respecto al pardmetro \. Para un sistema de coordenadas arbitrario {q'} con vectores base
{e;} un vector genérico se puede escribir como a = a'e;. De manera que:

da dd de; da’ ;0e; dq] da’ ;dg j

=—eta——=——e+a e, +I}a’

dx  dA dr  dA 0l dx A © e
intercambiando los indices mudos ¢ y k, resulta:
da _[da o dg']
dx ~ ax TR X
La expresion que estd dentro de los corchetes suele denominarse la derivada absoluta o intrinseca

(5.13)

de las componentes del vector a, a lo largo de la curva descrita por el radio vector r(\). Usualmente se
denota por ‘ ‘ ‘
ba’ _da’ L oidg i dgd
S xdh R AN T T A
De manera que A _
da’ da’ ; d¢’
— =—e€;,=a";,—e€
dx o\ Jdx
Por supuesto, se-puede repetir los cédlculos anteriores para obtener la derivada absoluta de las

componentes covariantes:

da; d¢?
— =i
oA “dN
También se deriva de manera absoluta tensores de segundo orden, o orden superior, por ejemplo
0Ty _ g 94" 079 _pyde” 017 do
SA T AN SA T TR dn SA T TR ax

Si consideramos que el pardmetro es la longitud de arco s, y si adicionalmente exigimos que el vector
tangente 7 = dr(s)/ds a la curva descrita por el vector r(s) siempre apunte en la misma direccion®,

entonces,

dr
— =0.
ds

Al introducir un sistema de coordenadas {¢‘} junto con una base {e;}, entonces 7 = 7'e;, con
i=1,2,3.

¢Lo que se conoce en la geometria diferencial como transporte paralelo de un vector.
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Por lo tanto )
dr ; dg?
— =T.—e;
ds Jds "
lo que significa que

dr’ i kdqj
[ds-i-rk]T ds:| €e; :07

como 7! = dg’ /ds, entonces:
& dgtdg _
ds? Fiids ds

La ecuacion (5.14) es la ecuacion de la geodésica en el espacio tridimensional real, donde, como

(5.14)

sabemos, la distancia mas corta entre dos puntos es una linea recta.

En resumen, una curva cuyo vector tangente es transportado paralelamente a lo lardo de la curva
se denomina curva geodésica y viene a estar representada por un conjunto de ecuaciones diferenciales
de segundo orden llamadas ecuaciones de la geodésica. La solucion de este conjunto de ecuaciones da

como resultado la ecuacién paramétrica de la geodésica.

Ejemplo 5.21 El célculo de los simbolos de Christoffel puede ser un trabajo tedioso, pero si el tensor
métrico Unicamente tiene elementos en la diagonal muchas de las combinaciones que aparecen en la
ecuacion (5.8) se anulan.

Consideremos nuevamente coordenadas cilindricas (¢!, ¢ ¢®) = (p,p, 2), y donde las tnicas

componentes del tensor métrico diferentes de cero son:

ght=gu=1, gn=p%, ¢?=1/p, ¢ =gp=1.
El célculo de T, se hace de la siguiente manera
rl - 1w {3911 dgn 3911]

2 oq' " 8¢t g

_ 1 11 9911 911 dg11 12 0921 0921 0911 13 0931 dgs31 0911
2{ [&11 T oq Tog )Y o Tagt a2 T ogt T agt  og?

110gn | dg1n  Ogu1 |

2 [ dp * p ap | -

Para '), resulta

rro_ Lo {3912 g1z 3922]
22 5

0q? y 0q¢®>  0q¢
_ 1{911 [3912 9912 3922} 4 g2 [3922 9922 8922} 4 g3 [8932 9932 - 0922}}

2 02 ' 92 gt 0q? + 02 ¢ 0q? + 0q®>  0¢3

1 [ 0p 1
5 [ o } 5 [=20] = —p
Y los dltimos dos diferentes de cero son I';, =T'%,
1 o [Ogi2  Ognn  Ogi2
FQ - 21 _
1 29 | Og* + 0¢®>  0g¢

_ L[ 5 [9g12 09 9g12 220922 Og  Og1a| | o3 (0932  Ogs1  Ogr

217 oqt 0q>? Oqt oqt 0q? 0q? g oqt 0q®>  0¢3
11 [0p*] 11 I

= L 29 = =12,

. . 2N . .
Por lo tanto, si tenemos el siguiente vector a = —; €, entonces, segun las expresiones para la
P

2
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derivada covariante

dat dat 9 (iz) 2z
1 1k 11 12 1 3 P
af, = aj= g1 +Tpa” = g1 +Ta +Tpa” +Tza” = o P
dat dat
af, = ah= 02 +That = 0z +T3a! +Tgpa” +Tyga’ =0
dal dal 0 <%) 1
1 1k 11 1 2 1 3 P
af, = “;3:8734?11%@ :aiquFF:zla + D'3p0” + I'z3a” = 02 2
Y las derivadas del vector a, ecuacién son
Oa i 1 9 3 Oa 2z,
87(]1 = (]J;lei = a;lel + Cll;leg + CL;193 = 6710 = —Eep
Oa » Oa
87(]2 = a?2ei = a;12el —|— a?QQQ + a?2eg = % =0
aiqg e a;3ei = G;Sel + a;392 + a;363 = & = Eep .
z
Ejemplo 5.22 En coordenadas cilindricas, (¢',¢%, ¢*) = (p, ¢, 2), y parael campo vectorial a = ?ép,
se tiene que segun (5.10) la derivada covariante es
diva= ai;i = 9;d' + Fﬁjaj = diat + F%jaj + Bra® + ngaj + 830> + ngaj
P 1z 2z z z
= Oial +T3al =0,a°P +T% a” =9 (—) s =——"04==——.
4 PP p ,02 ) p2 p3 p3 p3

Y para las componentes del rotacional de a, con: G = p2y a; = Gij a’, tenemos:

1
(rot a)1 = ﬁ [612382a3 + 513283(12] =0
1 1 1
(rot a)® = NG (62120105 + £ 9301 ] = F [0-a,] = Pl
1
(rota)® = Wei [£*201as + %1 0sa1] = 0.

Ejemplo 5.23 En el caso de coordenadas cilindricas, se tiene que los tnicos simbolos de Christoftel
diferentes de cero son:
1%2 =P, F%2 :F%1 :;7

En esas coordenadas las ecuaciones (5.14) resultan ser

i AR Wi
ds? 2ds ds 7 ds? 29s ds 7 ds2
es decir: ) ) ) )
d®p do\~ d“¢ 2dpde dz
ds? p(ds) =0, d52+pdsds_0’ d32_0'
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[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[6]:

[7]1:
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Practicando con SymPy

[1]:

1.

[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[6]:

[7]:

import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import *

init_printing()
Consideremos el siguiente campo escalar en coordenadas cartesianas:
f =322y +22° —yz,

Los campos escalares y campos vectoriales que varian con la posicion se pueden construir usando

“BaseScalar” de la manera siguiente

R = CoordSys3D('R')
f = 3*R.x**2*R.y+R.x*R.z**3-R.y*R.z
f

2 3
3XR“YR + XRZR~ — YRZR

El operador “Del()” puede funcionar como se muestra a continuacién

delop = Del()
gradient_field = delop(f)
gradient_field

a 2 a %
<(9 (3xr’yR + XRZR® — yRZR)> iR + < (3xr’yR + XRZR® — YRZR)) JrR +
XR OyRrR

0 -
<6zR (3xr’yR + XR2ZR® — YRZR)> kr

Con “.doit()” se ejecuta el caculo que se habia dejado indicado.

gradient_field.doit()
(6xryR + zrR") ir + (3xr” — zr) R+ (3xrzr® — YR) kr

O utilizar directamente:

gradient (f)
(6xryr +2r°) ir + (3xr” — zRr) jr+ (3xrzr® — yR) kr

El rotor de lo anterior es:

curl(_)

~

0
Esto significa que el gradiente de la funcién f es un campo irrotacional.

Para el laplaciano de f podemos hacer

divergence(gradient (f))

6xRZR + 6YyR
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2. Si queremos calcular el laplaciano del siguiente campo escalar
f = rcos?(yp) cos(f) sen?(d),
en coordenadas esféricas.
Podemos definir el sistema de coordenadas de la manera siguiente:
[8]: s = CoordSys3D('s', transformation='spherical', variable_names=("r",
<—>“theta“ s uphiu ) )

S

[8]: CoordSys3D (s, spherical)
[9]: print(s.base_scalars())

(s.r, s.theta, s.phi)

Primero escribimos el campo escalar
[10]: f= s.r*cos(s.phi)**2+cos(s.theta)*sin(s.theta)**2
f

[10]: rssin? (thetag) cos? (phiy) cos (thetag)

Luego claculamos el gradiente:
[11]: gradient(f).simplify()

[11]: (Sin2 (thetas) cos (phiy) cos (thetag)) is+((2 — 3sin? (thetay)) sin (thetag) cos? (phiy)) js+
<_cos (2phig — 2thetag) 4 cos (2phig + 2thetas)> i
4 4 °

La divergencia del gradiante es el laplaciano:

[12] : divergence(gradient(f)) .simplify()

2 - (5sin? (phi,) sin? (thetas) — 5sin? (thetag) + 1) cos (thetas)

[12]:
Is
3. Queremos demostrar ahora la siguiente identidad:
V- [VfxVg] =0,
podemos proceder como se muestra a continuacion.
[13]: f, g = symbols('f g', cls=Function)
ffield = £f(R.x, R.y, R.2)
gfield = g(R.x, R.y, R.2)
[14]: grad_f = gradient(ffield)
grad_g = gradient(gfield)
divergence(grad_f.cross(grad_g ))
[14]: 0

Esto es consecuencia directa de que el rotor del gradiente es nulo

4. También es posible manipular expresiones vectoriales, por ejemplo:

(V-VJA=V(V-A) -V x(VxA)
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[156]: al, a2, a3 = symbols('al a2 a3', cls=Function)
Afield = al(R.x, R.y, R.z)*R.i + a2(R.x, R.y, R.z)*R.j + a3(R.x, R.y, R.

[16]: gradient(divergence(Afield))- curl(curl(Afield))

82 82 82 ~
[16]: <aXR2G1<XRaYR; ZR) + wal(XRd’RazR) + aszal(XR,yR,ZR)) iR +
82 2 2 N
<8XR2 a2(XR, YR, ZR) + Iyr a2(XR, YR, ZR) + BZRQM(XR,YR,ZR)) Jr ™
2

0? N
a3(XR,yR,ZR) + 3 2a3(XRaYR7ZR)) kr
ZR

82
( a3(XR, YR, ZR) +

(9XR2 8yR2

5. SymPy contiene un paquete para geometria diferencial donde podemos definir una Variedad y
sistemas de coordenadas (parches)
[17]: from sympy.diffgeom import *
m = Manifold('M', 3)
p = Patch('P', m)

m.dim, p.dim

(177 : (3, 3)
Mostramos aqui dos sistemas de coordenadas, el cartesiano y el esférico:
[18]: x, y, z = symbols('x y z', real=True)
r, 6, ¢ = symbols('r 6 ¢', nonnegative=True)
relation_dict = {
("car', 'esf'): [(x, y, z), (sqrt(x**2 + y**2+z**2), atan(y/
—X) ,atan(sqrt (x*x*2+y*x2) /z))],
(tesf', 'car'): [(r, ©, ¢), (r*cos(p)*sin(®), r*sin(¢p)*sin(B),r*cos(6))]

}
car = CoordSystem('car', p, (x, y, z), relation_dict)
esf = CoordSystem('esf', p, (r, 6, ¢), relation_dict)

[19]: esf.transformation(car) , car.transformation(esf)

[19]: rsin (0) cos (¢) Va? +y? + 22

(100, ¢) s | rsin(@)sin(e)| |, | (@ v, 2) s | atan(3)

T

r cos (0) atan <\/Ty >

z

Consideremos la siguiente transformacion de coordenadas esféricas a cartesianas:

[20] : esf.jacobian(car)

[20]. sin (0) cos (¢) rcos(0)cos(¢) —rsin(0)sin(¢p)
sin (0)sin (¢) rsin(¢p)cos(0)  rsin(0) cos (P)
cos (0) —rsin (0) 0

[21]: p = esf.point([1, pi/2, pi/2])

car.point_to_coords (p)



[21]:

[22]:

[23]:

[25]:

[277:

[28]:
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[22]:

[23]:

[24]:

[25]:

[26]:

[27]:

[28]:

0
1
0

SymPy también tiene sus coordenadas R" ya predefinidas asi como las leyes de transformacion
entre ellos. Se puede acceder a las funciones de coordenadas como atributos de la variedad
(por ejemplo, “R2.x"), como atributos de los sistemas de coordenadas (por ejemplo, “R2_r.x” y
“R2_p.theta”), o usando la interfaz habitual “coord_sys.coord_function(index, name)”.

Por ejemplo “R3_r” se refiere a coordenadas cartesianas, “R3_s” a coordenadas esféricas y “R3_c”
a coordenadas cilindricas.

from sympy.diffgeom.rn import R3, R3_r, R3_s

R3_s.jacobian(R3_r)

sin (0) cos (¢) rcos(¢p)cos(0) —rsin(¢)sin(0)
sin (¢)sin (0) rsin(¢)cos (0) rsin () cos (¢)
cos (0) —rsin (0) 0

R3_r.base_scalars(), R3_r.base_vectors(),R3_r.base_oneforms()

([X7 Yy, Z}? [8:57 8y7 az]v [dxv dy7 dZ])
fx, fy, fz = R3_r.base_scalars()
e_x, e_y, e_z = R3_r.base_vectors()

dx, dy,dz = R3_r.base_oneforms()
R3_s.base_scalars(), R3_s.base_vectors(), R3_s.base_oneforms()

([1'7 07 ¢]7 [arv 897 a¢]7 [d?", dea d¢])
fr, ft, fp = R3_r.base_scalars()
e_rho, e_theta, e_phi = R3_s.base_vectors()

dr, dt,dp = R3_s.base_oneforms()

El diferencial df of the O-forma f se define para cualquier campo vectoral v como df (v) = v(f)
g = Function('g')

v_field = g(fx, fy, fz)

dg = Differential(v_field)

dg

d(9(x,y,2))

El producto tensorial permite la creacién de funcionales multilineales (es decir, tensores de orden
superior) a partir de campos de orden inferior, por ejemplo, 1-formas y campos vectoriales.
Sin embargo, los tensores superiores asi creados carecen de las caracteristicas interesantes que

proporciona el otro tipo de producto, el producto en tensorial.

TensorProduct(dx, dy) (e_x, e_y), TensorProduct(dx, dy)(e_y, e_x)

(1, 0)
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[29] : TensorProduct(dx, fx*dy)(fx*e_x, e_y), TensorProduct(e_x, e_y) (fx**2,

—fy**2)
[29]: (XQ, 4xy)

La métrica en coordenadas cartesianas:
[30]: TP = TensorProduct
metric = TP(dx, dx) + TP(dy, dy)+ TP(dz, dz)

metric

[30]: dz®@dr+dy®dy+dz®dz
[31]: metric.rcall(e_y)

[31]: dy

Los simbolos de Christoffel de primer y segundo tipo respectivamente

[32]: metric_to_Christoffel_1ist(metric )

[32]: 0 00 000 0 00
0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
[33]: ch = metric_to_Christoffel_2nd(metric )
ch
[33]: 0 00 000 0 00
0 0O 000 00 0
0 00 0 00 0 0 0
Operador derivada covariante respecto de un vector base:
[34]: cvd = BaseCovarDerivativeOp(R3_r, 0, ch)
cvd(fx)
[34]: 1
[35]: cvd(fx*e_x)
[35]: Or
[36]: cvd = CovarDerivativeOp(fx*e_x, ch)
cvd (fx)
[36]): x
[37]: cvd(fx*e_x)
[37]: X0y

El tensor métrico en coordenadas esféricas



[38]:

[39]:

[40] :

[41]:

[42]:
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[38]:

[39]:

[40] :

[41]:

[42]:

metric_s= TP(dr, dr) + R3_s.r**2xTP(dt, dt) + (R3_s.r*sin(R3_s.
—theta))**2*TP(dp, dp)

metric_s

sin? (O)r’dodo+r’doedd+dredr

ch = metric_to_Christoffel_2nd(metric_s)

ch
0 0 0 0o 1 0 0 0 5
0 —r 0 1 0 0o 0 3
0 0 —sin?(f)r 0 0 —sin()cos(0) ' Z?j((Z)) 0

metric_to_Christoffel_2nd(metric_s) [0, 1, 1]1,.
—metric_to_Christoffel_2nd(metric_s) [0, 2, 2]

(-r, — sin? (O)r)
metric_to_Christoffel_2nd(metric_s)[1, 1, 0],
—metric_to_Christoffel_2nd(metric_s)[1, 2, 2]

(i ~ sin (0) cos (9))

metric_to_Christoffel_2nd(metric_s)[2, 2, 0],
—metric_to_Christoffel_2nd(metric_s)[2, 2, 1]

(- 59)

5.2.9 Ejercicios

1.

4.

Dado el campo escalar ¢ = 2%y + 2. Encuentre la tasa de cambio con la distancia en la direccién
del vector 1 + 2j + 3k enel punto (1, —2,1). ;En este mismo punto? ;cuél es la direccién de la

maxima tasa de cambio?

. Encuentre el plano tangente y la linea normal a la superficie ¢ = 22 + 42 + 22 = a? en el punto
(0,0,a).
._Encuentre el laplaciano de la funcién
zx?
ey

en coordenadas cartesianas y en coordenadas esféricas. Luego, a partir de la expresion para el
laplaciano obtenida en coordenadas cartesianas, escriba el laplaciano en esféricas realizando un
cambio de coordenadas. Demuestre que el resultado es el mismo.

Demuestre que:

(a). Vr = %
(b). VI =—310,.
(¢). V-1, =3.

(d). V-9 =0
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(e). Vxu, =0.

5. Una particula se mueve siguiendo el radio vector
r = acos(wt) + b sen(wt), donde a,by w son constantes.

Demuestre que la fuerza que actia sobre la particula es una fuerza central.
6. Encuentre el rotacional del campo vectorial
f = (222)i+ (2y22)j + (22 + 24%2 — Dk,
Deducir la forma de ¢ para que f = V.
7. Muestre que
(@). V[V (z,y,2) x Vo(r,y,2)] = 0.
(b). 'V x[p(z,y,2)V(x,y,2)] =0 .
(c). Siz =rsen(f)cos(¢p), y =rsen(d) sen(¢), =x = rcos(#). Encuentre, en este nuevo
sistema de coordenadas (r, 0, ¢), las expresiones para: Vf; A=V -V fyV xv.
Considerando:
o) .0(e) )

=1 k .
v l@x +J8y+ 0z

8. Muestre que se cumple la siguiente la relacion

Aa=(V-V)a=V(V.a)—-Vx(Vxa)

y a partir de ella encuentre las componentes del laplaciano Aa en coordenadas cilindricas y en
coordenadas esféricas.

9. Encuentre el vector normal a la superficie
2= ORR + VAP

en un punto cualquiera (z,y, z) # (0,0,0), luego encuentre la expresion para el dngulo que forma

este vector con el eje. Encuentre el limite al cual tiende este dngulo cuando (z,y, z) — (0,0,0).
10. La ecuacién de equilibrio hidrostitico en simetria esférica es
VP(r)+p(r)Ve(r) =0,
donde P(r) es la presion, p(r) la densidad y ¢(r) el potencial gravitacional. Muestre que las
normales a las superficies isébaras y las normales a las superficies equipotenciales, son paralelas.
I1. Dador = 21+ y j+ 2z k con |[r|| = r = cte, f(r) un campo escalar bien comportado, a y ¢
vectores constantes. Muestre que
(a) Vr=1w,=%; V(a-rf(r) =af(r)+(a-r)f(r)a,.
(0 F - () = 3f(r) + /() ;
Vi((ar)e)= V- ((c-r)a) = (a-c):
V- ((rxa)xc)=-2(a-c).
(¢). Encuentre los enteros n tales que V - (r"r) = 0.
(d). Vxr=Vx(f(r)r)=0;
V x (c xr) = 2c;
V x(cla-r))=axc;
V x ((c xr)a) =axc.
(©). (rx V). (rx V) f(r) = r2Af(r) = 220 9,200 con Af(r) = (V- V) f(r).

12. Encuentre la expresion para la divergencia y el rotacional de la velocidad v y la aceleracién a de
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un cuerpo rigido alrededor de un punto (z, y, z)
V=wXr a=€eXr+wx(wxr),

donde w es la velocidad angular y € es un vector constante.
13. Encuentre el rotacional y el flujo para el campo vectorial
a= (22 +y—4)i+3zyj+ (222 + 2%k
a través del hemisferio 22 + y% + 22 = 16 con z > 0.

14. Muestre que si el vector a(r) es solucion a la ecuacién V x (V x a) — k?a = 0 . Entonces a(r)
también serd solucién de la Ecuacion vectorial de Helmholtz (V?+k?)a = 0, para cualquier campo
vectorial solenoidal, i.e V - a = 0. En particular puede elegir un par de casos: a;(r) =r x Vi y
as(r) = V x (r x V1)) con 1 solucién de la ecuacién escalar de Helmholtz (V2 4 k%) = 0.

15. Pruebe que el campo de velocidades v(r) de un disco que rota alrededor de su centro con una
velocidad angular w cumple con la relacién V x v = 2w.

16. Considere dos sistemas de coordenadas, uno con y otro sin primas: B;/, & B;

(a). Demuestre que

5 o0,
v am J
n XL/ 8qm .

-/ -/
Ui = o oz??ozz/f‘inn +a

(b). Ahora muestre que

(c). Finalmente, demuestre que

l
Qg5 = ai/a;ﬁ’al;m .

Donde las cantidades a;'., corresponden a las transformaciones de coordenadas

’

=2l @) o2 = 2V (™),
esto es,
. ’
I dx' (z™)
N

5.3 Integrales de campos vectoriales y teoremas integrales

Enlaseccién 1.5.6 vimos algunas de las integrales de campos escalares y vectoriales, en coordenadas
cartesianas, que suelen aparecer en los problemas de Fisica-Matemdtica. Miremos este asunto de la

integracién con mas detalle.

5.3.1 Integrales de linea

Dentro del grupo de las integrales de linea encontraremos los siguientes tipos de integrales:

/gbdr, /a-dr y /axdr.
C C C

Estas integrales requieren que se especifique explicitamente la curva C, la trayectoria, a lo largo
de la cual se llevard a cabo la integracion. Esas trayectorias serdn abiertas o cerradas dependiendo de la
curva que se siga en el proceso de integracion. En la figura 5.16 ilustramos una trayectoria de integracion
sobre un campo vectorial F(x,y). La curva puede también estar representada en forma paramétrica y

el valor de la integral puede depender no sé6lo de los extremos sino del camino tomado para ir de un
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Figura 5.16: Trayectorias de integraciéon y campos vectoriales. Ilustramos un campo vectorial F(x, y)
y una posible trayectoria de integracin representada por su vector tangente Ar;. La curva puede ser
parametrizada y el valor de la integral depende del camino tomado para ir de un extremo al otro.

extremo al otro.

o Para las integrales del tipo

Aamm

vimos que en coordenadas cartesianas, resulta

/ ¢(z,y,2) dr = / o(z,y, 2) (dxi +dyj + dzR) ,
C C
=#ﬁ@w®ﬂwwhﬂ/¢@@w&@ﬂw&/¢W%Mmd®-
C C C

Tal y como indicamos anteriormente, las tres integrales se podrén realizar si conocemos, en cada
caso, la expresion del integrando en término de la variable de integracién. Esa es la razén por la
cual hay que especificar la curva C' que define la trayectoria de integracién. Es importante sefialar
también que en coordenadas cartesianas los vectores base, por ser constantes, pueden salir del
argumento de la integral.

En coordenadas generalizadas, el elemento diferencial de linea a lo largo de una curva ¢* es:

dr—idu—ih-é-dqi con &= H or
— 1 — 1~ ) (2 hz 8(]1’ ) (2 8q’

Notemos que el vector: de; = hié;dq’ eslo que hemos denominado el elemento de linea a lo largo

de la curva ¢'. Esto significa que el elemento de linea siempre lo podremos descomponer en una

suma vectorial. Por ejemplo, en coordenadas esféricas es:
dep =€,.dr, deg=éeprdf, de, =é,r sen(f)dy,

y en cilindricas

dep, =e,dp, die, =¢e,pdp, di,=e.dz,
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con lo cual, en coordenadas generalizadas tendremos [ ¢(r)dr = [, ¢(r(¢?)) (Z?:l hiéidq’)
/C¢(r)dr = & Aé(q17q2(ql),q3(ql))h1 dg* +é24¢(q1(q2)7q2,q3(q2))h2 dg’

- é3/ch(ql(q?’),q2(q3)7q3)h3dq3-

o La segunda familia de integrales es
/ a-dr
C

también se reduce a integrales escalares. Cuando el campo vectorial estd en coordenadas cartesianas

se tiene

/a-dr = /[ax(x,y,z)i—l—ay(:):,y,z)j+az(w,y,z)f<}-[dxi—i—dyj—i—dzf{
C C

- /C 0o (2, y(2), 2(2))dz + /C ay(@ (). v, 2(y))dy + /C a(@(z), y(2), 2)dz

Un caso de particular interés aparece cuando la integral se hace sobre un contorno cerrado,

?{a'dr,
C

se le denomina la circulacion del campo vectorial a a lo-largo del contorno C'. Anteriormente,

entonces, a la integral

cuando discutimos el rotacional, analizamos en la seccion 5.2.3.3 la circulacion. Con lo cual en

coordenadas generalizadas [ a - (r)dr = [, a(r(¢/)) - (Z?:1 hiéidqi), resulta que
/Ca(r) dr = Laql(ql,qz(ql),qg(ql))hl dg’ +/ a2 (q'(a%), 4% ¢*(¢*))ha dg?

C
+ /(jaq?’(ql(q?’),q?(q?’),q3)h3dq3.

o Algo similar ocurre con las integrales que contienen el producto vectorial.

/ axdr,
C
que en coordenadas cartesianas seria

/axdr:/ [ax(a;,y,z)i—l—ay(:p,y,z)j—f—az(x,y,z)l;] X [dxi—i—dyj—f—dzf( .
C C

Es decir, formalmente tendremos

/ axdr = </ a; dxk Gijk> \ek> = </ dj hz‘ dqi gijk> ’ék> .
C C C

La expresion detallada de la integral |, @ X dr en un sistema de coordenadas generalizadas se la
dejamos al lector, quien puede inspirarse en la version del producto vectorial en coordenadas curvilineas
que presentamos en la seccion 5.1.6.2.

Siguiendo con el modelo que desarrollamos en la seccién 5.1.5, podemos construir un sistema de
coordenadas adaptado a la representacién paramétrica de una curva. Entonces, para calcular integrales

delinea especificamos esa curva a través de un pardmetro. Si el conjunto de coordenadas es el cartesiano

r=fA), y=9Q), vy z=h(}).
Entonces, las componentes de un campo vectorial a se convertirdn en funciones de un Gnico pardmetro:
} a'(z,y,2) = az(f(N),9(\),h(N) = F(N),
a(@’) = d’(z,y,2) = ay(f(N),9(N),h(N) = G(N),
a*(z,y,2) = ax(f(N),9(\),h(N) = H(N).
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Mientras que, para el dr se tiene
dr = f/(N)dX, dy =g (\)dX\, dz=h(N\)d)\,

por lo tanto:

A2
/ a-dr = / agdz + aydy + a,dz = / [FN)F(A) +GNg'(N) + HA)R (V)] dX.
c c A1
Este método puede utilizarse para cualquier sistema de coordenadas.

La aplicaciéon mds comun para las integrales de linea aparece en la expresion para el trabajo total
realizado por una fuerza cuando desplaza una particula a través de un camino. Si una fuerza f mueve una
particula una pequefia distancia dr a lo largo de una curva C, entonces el trabajo infinitesimal realizado

por esta fuerza sera dIW = f - dr. De manera que el trabajo total realizado al completar la trayectoria es

W:/f-dr.
C

Integrales de camino aparecen también en la ley de Ampere, que asocia el campo magnético b con

la corriente I que circula por una circuito cerrado C"
f b.-dr = /,L()I.
C

Ejemplo 5.24 Un problema que suele aparecer en las integrales sobre curvas es que la funcién con la
que se describe la curva C' no es univaluada y por lo tanto es necesario dividir la curva en segmentos

més pequefios para que la funcién sea univaluada. A manera de ejemplo vamos a evaluar la integral

j{xdy,
C

donde C es el circulo: 22 + y? = a? en el plano z = 0. Para evaluar esta integral, debemos expresar
en términos de y. Sin embargo, podemos. ver que la funcién = ++/a? — 32 no es univaluada en todo
el circulo. Por lo tanto, dividimos la curva en dos partes: el semicirculo superior z = ++/a? — 32 y el
semicirculo inferior x = —1/a? — 2. Asi, podemos escribir la integral como:

a —a a
fody= [ Ves@d | (~Va-p)ay=1 Vo=,
C —a a 0
También podemos hacer uso de la parametrizacién: x = acos(f) y y = a sen(f), donde el
parametro ¢ varia de 0 a 2z. En este caso la integral se puede evaluar sobre el circulo entero

2m
% rdy = a2/ cos(0)? df = a’r .
C 0

Ejemplo 5.25 Calculemos [ a - dr, donde a = (2 + y)i + (y — 22)j y C la funcién y? = 2z, desde
el punto (0,0) a (4,2).

La curva y el campo vectorial se encuentran en el plano x — y, es decir, dr = dzi1 + dyj:
/C a-dr — /C (22 + y)i+ (y — 20)j] - [dari + dyj] = /0(233 +y)de + (y — 22)dy.
Por otro lado, 32> =22 = ydy =dzy
/Ca.dr: /C(2x+y)dx+(y2x)dy: /02 [(y2+y)y+(yfy2)] dy =6.

Notemos que pudimos haber escrito la integral en funcién de la variable = y el resultado seria el mismo.

Si ese mismo camino estuviese definido en términos de un pardmetro, digamos y = Ay x = %)\2,
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entonces, dr = A d\ y, obviamente dy = dA. Por lo tanto, tomando los mismos puntos de partida y de

llegada, pero ahora expresado en términos del pardmetro, se tiene:

/(2x+y)dx+(y—2x)dy—/2 (A2 + VA + (A — A% dr=6.
C 0

Ejemplo 5.26 Dado el siguiente campo vectorial en coordenadas cilindricas

a(r) = (k12¢) &, + (K22p) €y + (K3pp) €,
donde k1, ko y k3 son constantes.
Queremos calcular la integral de linea del campo a(r) lo largo de una trayectoria helicoidal, es
decir, desde z = 0 hasta completar una vuelta, siguiendo la trayectoria de una hélice de radio a 'y con
espiras separadas por una distancia constante b.

Lo que debemos tener entonces es la ecuacion paramétrica de una hélice en coordenadas cilindricas:

p= TN =a, =g =X, z=h()= A

Notemos que a medida que ¢ = A cambia en 27, la altura cambia en'd, es decir, damos-una vuelta. Por

lo tanto ) b
a(r) = (nl%)\2> e, + </<;227r)\> &, + (kga)) &,
igualmente para dr = dpe, + pdp e, +dze.,
dr = (f’()\)d)\) e, + (f()\)g’()\)d)\) e, + (h'()\)d)\) e, = (ad)) e, + (;;dA) €.
Al sustituir resulta

A2
/ a-dr — / [FOVF/O) + G F NG (V) + BV da,
C A

1

2 2b b
= / |:I€2a-)\ + ﬁgaA] d\ = ab(ks + aka).
0 2w 2

Ejemplo 5.27 Consideremos el siguiente campo de fuerza:
f= (m2+y2+22)n (xi—i—yj—i—zf{) .
I. Calculemos en trabajo [ £+ dr a lo largo de un arco de circunferencia unitaria, colocado en el
plano zy: primero girando en sentido antihorario de 0 — 7 y luego en sentido horario 0 — —r.
(Qué puede concluir del campo de fuerzas?

Lo podemos resolver de varias maneras.

o La forma elegante es expresando el campo de fuerza f en coordenadas esféricas. Esto es
f= (332 +y? + 22)n (xi +y)+ zR) = r2ny = p2tly,
luego recordamos que dr es siempre tangente a la trayectoria, y en este caso la trayectoria es
una circunferencia unitaria ubicada en el plano xy, entonces
droctigy = f-dr=0 entodo punto,

con lo cual esta fuerza es conservativa porque

f-dr=0 V (x,y) :fﬁdrz@.
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o La otra forma es con el empleo de la fuerza bruta, cartesiana
/f-dr— / (2? +y* +2%)" (a:i+yj+zf<> : (dxi+dyj+dzf<) ,
como la trayectoria es una circunferencia unitaria ubicada en el plano xy, entonces y =

V1 —2a2, 2 = 0, con z variando entre 1 y —1, tanto en el caso de circular en sentido

antihorario de 0 — 7 o en sentido horario 0 — —r.
-1 0
/f.dr:/ (ac2—|—y2)n1:d:v+/ (m2+y2)nydy
1 0
—1 n —1
:/ (x2+(1f:c2)) :L‘d:c:/ zdx=0.
1 1

No es suficiente, pero podemos sospechar que la fuerza es conservativa, por cuanto dos

circulaciones distintas nos dieron el mismo valor de la integral.

2. (Ese campo vectorial tendrd un potencial ¢(z,y, z) asociado, tal que f = —Vp(z,y, 2)?
Otra vez, planteamos la ecuaciéon f = —V(z, y, z) en esféricas. Esto es
X 0p(r,0,¢) ~  10¢(r,0,0) 1 . 0p(n0,0).
f — 2n+1 - _ » Yy - Uy P
oW ar 5 a9 5 sen(d)  0¢ e )

con lo cual tienen que cumplirse las siguientes ecuaciones
T2n+1 — 890 (T707¢), 0= agp (Tv 07 <f>) 0= 890 (7’,9,¢)
or a0 7 0o

Las dos tdltimas ecuaciones, validas para r # 0, implican que ¢ no depende ni de ¢, ni de ¢. La

primera puede ser integrada y nos queda como

d S0(7,) / _7,2n+2
2n+1 2n+1
" dr " 7 elr) o(r) 2n+2 +
resultado que claramente diverge para n = —1, tanto cuando » — 0 como cuando r — oc.

Obviamente, valida también al hacerlo en cartesianas
~ ~ 3 8 v Yy ~ 8 v Yy A 8 IR N
F= (o4 g4 2t (s 4 it ) __( pley2); dp(w.2)  dplay z>k> |

Oz oy 0z
con lo cual
0 (x,y, 2 oo (x,y, 2z
(:n2+y2+z2)n:v e’ o (z,y )’ (x2—|—y2—|—z2)ny:— ¢ (z,y,2)
ox dy
0
(m2+y2+22)nz _ @(%3/72)'
0z
Integrando la primera de esas ecuaciones
1 (22 + ¢+ 22)""
gp(:c,y,z):—/(m2+y2+z2)nazdx:—2( y+1 ) +C(y,2) .
n

Donde C(y, z) es una funcién que tendremos que ir descubriendo poco a poco. Ahora bien,

sustituyendo esa forma de ¢(z, y, z) en la segunda ecuacion, tendremos que

0 1 (2?2 +y* + 22)n+1 aC (y, z)
2, .2, 2\n 2, .2, 2\" )
= —— —_— C = _
(=* +y*+2%)"y 8y< 5 ) +C(y,2) | = (" +y"+2%)"y 5y
con lo cual concluimos que C es independiente de y.
+1
9(Cly, 2)) 1 (2% +y%+22)"
0=—F7"——— =C=C = =—— C
Dy (2) pla,y,2) = —3 o] +C(2),

y ahora se sustituye esta nueva forma de la funcién ¢(x, y, z) en la tercera ecuacién

1

o 1(2®+y*+22)"" IC(z)
2,2 2\ _ L (22 2\,

(2 +y*+2°) 2= 8z< 5 T +C(2) | = (@ +y*+2°) 2 5.
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entonces C también es independiente de z. Finalmente se determina que

( = 1 (22 492+ 220"

Obviamente es el mismo resultado cuando recordamos que: 7

2 = 22 4 y? + 22 y tiene el mismo

comportamiento paran = —1.

5.3.2 Integrales de superficie

Otros objetos que ya nos hemos encontrado con anterioridad son las integrales de superficie, que

/gf)ds, /a-ds y /axds.

Por ejemplo, cuando evaluamos el flujo de un campo vectorial y lo relacionamos con la divergencia

[[avas= [[a-eas= [[ads,

como el flujo de las lineas de campo a través del diferencial de superficie ds. Es costumbre que se

pueden ser
interpretamos

separen el médulo, d.S, de la direccion y el sentido, s el cual es el vector normal (sentido positivo)
a la superficie. Otra vez, las superficies podran ser abiertas (cuando disponen de una curva que limita
sus fronteras) y cerradas cuando no. Un circulo serd una superficie abierta y una esfera cerrada. Por
convencién supondremos que el vector normal a una superficie cerrada tendrd sentido positivo saliendo.

La utilizacién de integrales de superficie nos ha permitido definir, de manera invariante (indepen-
diente del sistema de coordenadas) las expresiones para los operadores diferenciales. Asi hemos podido

definir:

grad ¢ [

//a ds-hm//a nst—hm//ands
v—o V' vosoV
rota = hm//dsxa—hm//nsxads

v=oV

5.3.2.1 Densidad de flujo
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Existe una conexion entre el flujo y la intensidad de la fuente de un campo vectorial. La variacion
en la intensidad de la fuente de un campo vectorial se mide por la densidad de la fuente, por ejemplo, la
variacién en la intensidad (concentracién de las lineas de campo) de la fuente de un campo gravitacional
es medido como la densidad de masa.

Al ser las densidades cantidades fisicas tratadas de manera local, los flujos locales requiere que
se introduzca la nocién de densidad de flujo. Podemos hablar entonces de la densidad de flujo, o
divergencia, de un campo vectorial en un punto P cuando tomamos un volumen infinitesimal al rededor
de P, evaluamos el flujo total del campo vectorial a través de las superficies que conforman el volumen
y dividimos el resultado por el volumen. Matematicamente es

) AF , 1
pr =diva= 111/'IE>OAV I1/12(10‘///Sa-ds.

440
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Si la superficie se representa por una ecuacién del
tipo f(z,y,z) = 0, entonces un vector unitario
perpendicular, en todo punto, a la superficie es

W Vf
7

La superficie S puede ser proyectada en una region
R del plano zy de manera que un diferencial de su-
perficie de drea d.S se proyecta como un diferencial
de superficie dA en el plano.

dA  |Vf|dA |Vf|dA

ds = — = - .
1, - K| Vf -k of/0z Figura 5.17: La semiesfera 22 + 32 4 22 = a°.

5.3.2.2 Diferencial de area en coordenadas curvilineas

Para evaluar este tipo de integrales es necesario poder escribir el diferencial de area ds en términos
de los diferentes diferenciales coordenados una vez que hemos seleccionado el sistema de coordenadas,
pero esto muchas veces puede resultar ser un trabajo arduo. En todo caso, en coordenadas generalizadas,
los elementos diferenciales de superficie son vectores perpendiculares al drea diferencial y orientadas

segun la regla de la mano derecha, de manera que

d51 = dl,g X dLg, dS2 = dL3 X dL1 9 d83 = dl,l X dl,g .

Esto es:
ds; = hodg®éy x hydg® é3 = hahs dg® dg® &1 = dsqéy,
dsy = hsdg®eés x hidg' e, = hihgdg' dg® és = dsqés,
dss = hidglér x hadg? és = hihe dg dg? €35 = dssés.

Por ejemplo, en coordenadas esféricas serfa:
ds, = hph,dfdp &, =r? sen(d)dfdyp &, ,
dsy = hyhydrdy ég =r sen(f)drdy &g,
ds, = hyhgdrdoé, =rdrdfeé,.
Mientras que en cilindricas:
ds, = hyh.dpdze,=pdpdze,,
ds, = hyh.dpdzeé, =dpdze,,
ds, = hyhydpdp e, =pdpdpe,.
Debido a que muchas veces no es posible representar de manera simple las superficies en deter-
minados sistemas de coordenadas, lo que se hace es trabajar en coordenadas cartesianas y proyectar las

superficies en los planos cartesianos.

2

Ejemplo 5.28 Dado el campo vectorial a = yj y la semiesfera S : 22 + 3% + 22 = a2, con z > 0, (figura

5.17) y queremos evaluar la integral, es decir, el flujo de a

/a-ds.
S

Podemos evaluar esta integral de dos maneras. La primera valiéndonos del hecho de tener simetria
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esférica, lo que hace que el elemento escalar de superficie se pueda representar de manera sencilla

ds = a? sen(6)df de y con el vector unitario a la superficie
n, = &, = sen(f) cos()i + sen(d) sen(p)j + cos(A)k .
. De manera que sobre la superficie y = a sen(f) sen(p). Asi:

a-ds=yj-&]ds=[asen(d) sen(p)] [sen(d) sen(p)] [a* sen()dd dy] .

/2 2w 2 3
/ a-ds = a3/ sen® () d9/ sen®(p)dy = Ja
S 0 0 s

La segunda posibilidad es proyectar la semiesfera sobre el plano xy, esta proyeccion es simplemente

Integrando

una regiéon R compuesta de un circulo de radio a centrado en el origen de coordenadas?. La‘ecuacion de

este hemisferio superior es f(x,%y) = 22 + 32 + 22 — a® = 0, por lo tanto

_ Calde — <1V fldA
/Sa'ds—/Sy[J'er]dS—/Ry[J'er]afmz-

Sobre la superficie se tiene
Vf= 2xi—|—2yj+2zf< =2r = |Vf|=2r|=2a,

y ademds

0 P
—f:2z:2\/a2—:c2— 2, J-er:%, y dA=dxdy.

0z
Con estos ingredientes

/ [A.é]]VﬁdA_// y? ded _ 2mad®
RyJ " 0f)0z Ry a? — x2 — 2 Y 3

Si lo deseamos, podemos calcular el vector de drea s de la superficie, ya que

s:/ds:// a® sen(f)dfdype, ,
S S

por el hecho de que &, no es constante, resulta conveniente ir a las coordenadas cartesianas

s = //s [a2 sen(0)do dgo] [Sen(H) cos(p) + sen(6) sen(p)j + cos(@)f(] :
= i//s a? sen?(6) Cos(¢)d9d¢+j//s a’ sen?(6) Sen(so)dedgo—i—f(// a2 sen(0) cos(0)d0 dip |

S
2m /2 2m /2
= a? [/ cos(gp)dcp/ sen?(6)d6 / S€Il(g0>d(p/ Senz(e)dﬁlj
0 0 0

0
21 /2 . ~
/ dgp/ sen(f) cos(@)d@] k = a’nk.
0 0

Notemos que la magnitud de s es el valor del 4rea proyectada en el plano zy y no el de la superficie de

i+a?

—|—a2

la semiesfera.

Ejemplo 5.29 Queremos evaluar la integral
/a-ds :/ {(y+2x)i+a:22j+ (z—l—x2)f<} -ds,
s s

donde S es la superficie abierta del hemisferio 22 + 32 + 22 = a2, z > 0, pero sin resolver la integral

de superficie directamente, sino utilizando el teorema de Gauss.

7Es importante tener en cuenta que toda linea recta paralela al eje z debe interceptar la superficie S s6lo una vez, de no ser as{
la superficie debe dividirse en superficies mds pequefias para que cumpla con esta condicién.
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Consideremos la superficie cerrada S =S+ S, donde S, es el drea cuando z = 0, es decir, el
4rea del circulo 22 + 32 < a?. Por lo tanto S encierra el volumen V' del hemisferio superior de la esfera
centrada en el origen de coordenadas. Tenemos entonces que

/V-adV:y{evds:/a-dst/ a-ds.
\% S S P
/a-ds:/V-adV—/ a-ds.
S \% c

Ahorabien, V -a =2+ 0+ 1 = 3, y para la superficie S, es bueno recordar que el vector normal es un

Esto es:

vector que apunta hacia el exterior, por lo tanto ds = —kdz dy, ademds, sobre esa superficie el campo

toma la forma a|s, = (y + 2x)i + #k. Entonces

. A 2
/a-ds:S/dV—/ [(y+21:)i+x2k] . [—kdxdy} :37T+// 22 dzdy .
s v . 3 R

Utilizando coordenadas polares

7TCL4

2m a
/a-ds:27r+// P cos?(p)p dpdg0:27r+/ COSQ(QD)ng/ pldp =27 +
s R 0 0 4

5.3.3 Integrales de volumen

Esta familia de integrales

/ () AV, /V a(m)dv |

v
son las mds simples de evaluar por el hecho de que el elemento de volumen dV es una cantidad escalar.
Hemos manejado estas integrales en los cursos bdsicos cuando, por ejemplo, calculamos la masa total

de un fluido contenido en un volumen
M = / p(r)dV .
v

Mientras que el segundo tipo de integral es simplemente:

/Va(a:i)dV:i/Vax(a:j)—i—j/vay(ﬂvj)+l;/‘/az(xj)7

en coordenadas cartesianas.

Para coordenadas generalizadas, el diferencial de volumen de un paralelepipedo curvilineo es:
dV. =de; - des x deg = hihohs @1 - € x é3dg d¢® dg® = hihahsdg! dg?dg®.
En coordenadas cilindricas y esféricas serian:
dV. = hyhyh.dpdpdz = pdpdedz,
dV = h.hgh,drdfdp = r* sen(9)drdf dy,

respectivamente.

5.3.4 Campos vectoriales y teoremas integrales

En esta seccion presentaremos un conjunto de teoremas que relacionan las variaciones de un campo
vectorial con las fuentes que lo producen. En términos técnicos (matemadticos) resultan fundamentales
cuando queremos convertir un tipo de integral (linea, superficie o volumen) en otra.

El primer teorema, el Teorema de Gauss permite expresar el valor de una integral de volumen

443
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V' encerrado por una determinada superficie S (cerrada) en términos de una integral sobre esa misma
superficie. El otro teorema importante es el Teorema de Stokes, el cual permite relacionar el valor de una

integral de superficie con la integral de linea sobre la curva que delimita esa superficie.

5.3.4.1 Teorema de Gauss

5.3.4.1.1. Presentacion y demostracion. Cuando discutimos el significado fisico de la divergencia,
en la seccién 5.2.2 de la pagina 404 presentamos la relacién entre la integral de superficie de un campo
vectorial, a, y una de volumen de su derivada. Esta relacién constituye el teorema de Gauss (o de la

divergencia), el cual se expresa de forma vectorial como

//a-dsz//a-ﬁst:/V-adV,
s s 14

donde a = a(z’) es el campo vectorial, ds = n,dS es el diferencial de drea y dV el diferencial de
volumen. podemos convertir una integral de superficie cerrada de un campo vectorial, en una integral de
volumen encerrada por esa misma superficie. Debe quedar claro que la superficie cerrada S contiene al
volumen V.

Tal y como vimos en su oportunidad (seccién 5.2.2) el término V - a es interpretado como el flujo
del campo a por unidad de volumen, por lo tanto, el lado derecho de la ecuacion es la tasa de flujo neto
que sale del volumen sobre el cual estamos integrando.

La demostracién del teorema de Gauss ya la recorrimos en la seccién 5.2.2.1. Aqui haremos un
breve recordatorio un poco més general y comtinen Teorias de Campo. Luego procedemos a centrarnos
en sus consecuencias y aplicaciones.

Supongamos un volumen encerrado por una superficie convexa S, como se muestra en la figura
5.18 en los cuadrantes I, II y III. Supongamos ademas que orientamos el sistema de coordenada de tal
forma que una linea paralela a uno de los ejes toca la superficie en dos puntos (figura 5.18, cuadrante I).
De este modo podemos trazar una superficie (perpendicular a esa linea) tal que divida la superficie .S en
dos superficies 57 y S2 cada una de las cuales estd bordeada por la curva C, (figura 5.18, cuadrante II).

Al evaluar la integral

/axi-ds:/ a:pids+/ axidS:// [ar (xQ,y,z)—aI(xl,y,z)}dS',
S S1 So s’

ya que las componentes x de los vectores normales a las dos superficies que contribuyen (figura 5.18,

cuadrante III) tienen signos opuestos
ngx =1- dSQ = 1- d81 = —dSlm = dydz = dS,.
Ahora bien, dado que

0 — w2 9
aax = i P0G ), (2,9,2) — az (r1,9,2) = " de,
Ltz T2 — I 2 O
con lo cual

T2
/ api-ds = // [ a%dx} dydz = [ 2%qy .
S s/ 1 8x Y 6.’1)

Equivalentemente, al hacerlo en las direcciones j y k, obtendremos

da N da
aA-ds:/de /azk-ds:/ “4v.
/syJ v Oy Y s v 0z
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Figura 5.18: Teoremas de Gauss

Finalmente hemos demostrado el teorema de la divergencia o teorema de Gauss
//a ds_//a ns ds = /(8@ ay—l—aa>dV=/(8ia’)dV_/(V-a)dV.
82 Vv \%

5.3.4.1.2. Expresiones equivalentes para el teorema de Gauss. Si bien la expresion estandar es la

que hemos presentado, existen algunas variantes que se derivan de ella. Por ejemplo si consideramos un

campo escalar, ¢(z,y, z), el teorema de Gauss nos conduce a

//qﬁ ds—// V(' )dV .y //Sdsxb // V x b(z")dV,

donde b(z,y, z) es un campo vectorial.
Para comprobar la primera de estas dos relaciones consideramos un vector ¢ constante y construya-

mos un campo vectorial: a(z,y, z) = ¢ ¢(x, y, z), entonces

//a ds_// Voadl = c//¢ ds_c// Vols
c-[//qu(xi)ds—//VVqﬁ(mi)dV},

es decir, para todo vector c siempre se cumple que

//qu(xi)ds = //wa dv

Esa misma metodologia se puede aplicar para demostrar la segunda relacién si consideramos un

campo vectorial a(x, y, z) = ¢ x b(z, y, z), con ¢ vector constante y se procede de una manera similar.

5.3.4.1.3. Teorema de Gauss y campo eléctrico. La aplicacion mas emblematica del teorema de
Gauss la constituye el cdlculo de la divergencia del campo eléctrico e y su relacién con las distribuciones

de cargas existentes dentro de un volumen dado. Desde siempre sabemos que el campo eléctrico producido

445



Integrales de campos vectoriales y teoremas integrales 446

por una carga (J; viene dado por

e;(r) = ! %u” = // ei-dSi:% < V-e:p(r).
Si 0

4meq r €0
En definitiva, la “deduccién” de una de las ecuaciones de Maxwell.
Si calculamos el flujo del campo eléctrico en una region sin cargas todas las lineas del campo e (r)
atraviesan el volumen: todas entran y todas salen. Sin embargo si tenemos un conjunto de cargas discretas
distribuidas dentro de la region encerrada por la superficie .S, (ver figura 5.18, cuadrante IVa) podemos

englobar cada una de las cargas con superficies esféricas .S;. Por lo tanto

//Se.ds+zi:/Lie~dsiZ/VV.edV:O = //Se.dsz_zi://&e.dsi_

Con lo cual hemos definido una superficie con “huecos” alrededor de cada una de las cargas y
llegamos a la conclusién que lo que entra sale. Por su parte, el campo eléctrico medido para cada

superficie esférica interior .S; serd

1 Qz
e|5" 47re 7’ —|—e

donde €’ es el campo de todas las otras cargas presentes en el volumen encerrado por S. Es claro que

este campo €’ tiene flujo cero neto sobre cada esfera de superficie S;. Por lo tanto

Jlie-tn= =2 J] (s +) msos - 2 pff 5= 50 =

donde hemos utilizado:

/(Ve,)dleOZZ// e/-ﬁsidSZ-, uri-ﬁsi:—l y // dSz:Sl:Zlm“?

Finalmente encontramos una de las leyes de Maxwell si reescribimos la integral de superficie

utilizando la ley de Gauss

//Se.ds—gQO—:O/Vp(r)dV = //Se.ds—/v(v.e)dv_elo V,O(r)dV,

con lo cual
/ (V-e—BQ)dV:O = V-e:@.
% €0 €0
5.3.4.1.4. Discontinuidades y densidades superficiales de carga. Normalmente, siempre conside-

ramos que los campos vectoriales a = a(x,y, z) son campos continuos (y, mas adn, con todas sus
derivadas continuas). Sin embargo, encontramos en la naturaleza situaciones en la cuales el campo varia
mucho en una distancia muy corta (infinitesimal). En estas situaciones podemos simular esta rdpida va-
riaciéon como una discontinuidad en el campo. Existe formas de aplicar el teorema de Gauss para algunas
situaciones en las cuales tratamos con campos discontinuos. La manera apropiada de tratar (derivadas e
integrales de) funciones discontinuas es considerdndolas no funciones sino distribuciones. Este tipo de
tratamiento estd fuera del alcance de este formulario y serd considerado en otros cursos.

Supongamos el caso que ilustra la figura 5.18, cuadrante IVb. Una regién R delimitada por una
superficie S, dentro de la cual, una superficie de discontinuidad, S, separa dos subregiones R, y Rz a
través de la cual un campo vectorial, a = a(z,y, z), es discontinuo. Ahora bien, el campo vectorial es
continuo en las subregiones, por lo cual el flujo del campo atraviesa las superficies S7 y S que delimitan

el volumen v; de la regién R;. Entonces el teorema de Gauss para cada regién queda expresado como

/Ul(V.a)dV://Sla-ds+//ga+.ﬁgds y /Uz(v.a)dV:/AQa.dS_//ga_ﬁgds’
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Region €1 Dy gDy

P,
sl

Region €

Figura 5.19: Discontinuidad del Vector Desplazamiento. La discontinuidad del vector desplazamiento
eléctrico D, a través de una superficie S, que separa dos. Este tipo de discontinuidad en campos
irrotacionales es generado por la presencia de fuentes o densidades superficiales de carga.

donde 1 es el vector normal a la superficie S, de separacién de las dos regiones. Adicionalmente hemos
denotado, a; y a_ el campo a evaluado del lado de R; y Rs, respectivamente.
Si ahora consideramos el teorema de Gauss en toda la region

/Mv (V-a)dVE/Jl(V-a)dVJr/ (V-a)dV.

v2

Claramente si el campo es continuo dentro de la regién ‘R entonces nos queda la formulacion estdndar

/UHW(V-a)dV://Sa-ds.

Por el contrario si el campo es discontinuo, entonces debe tomarse en cuenta la discontinuidad del campo

del teorema de Gauss

y la relacién que surge de sumar el flujo a través de las dos regiones es

/UhLUQ(V-a)dV://Sa-ds—//S(a2_al),ﬁsd‘g

con iz el vector unitario, normal ala superficie S'y que apuntade R; — Rs. Es claro que la discontinuidad
que cuenta es la de la componente del campo perpendicular a la superficie (ver figura 5.19). Este tipo de
discontinuidad en campos irrotacionales es generado por la presencia de fuentes, las cuales, en este caso
son densidades superficiales de carga.

Quiz4 el ejemplo tipico para la aplicacion de las anteriores consideraciones es la aplicacién de las
ecuaciones de Maxwell en el caso del vector desplazamiento eléctrico D, a través de una superficie S,
que separa dos medios. Este caso se ilustra en la figura 5.18, cuadrante IVc y en la figura 5.19, sélo que
en este ultimo caso el vector normal estd definido a la inversa: la regién 2 corresponde a la regién 1 de
la figura 5:18, cuadrante IVc. La ecuacion de Maxwell correspondiente serd

V-e:@ =V -D=p(r) = (D—D;) -ns=0, conD = ¢e,
€0

donde 1nj; es el vector normal a la superficie (ver figura 5.18, cuadrante IVc) y o es la densidad superficial
de carga en la superficie S. Para comprobar esta relacién construimos un volumen cilindrico infinitesimal
que encierra la superficie de discontinuidad, de tal forma que A.S, corresponde con la “tapa” del cilindro
y AS7 con su “base” (figura 5.18 cuadrante I'Vc).

Adicionalmente, como ¢h ~ 0, no sélo podremos trabajar sin las integrales, el flujo a través de las
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“paredes” del cilindro serd despreciable y ASs ~ ASj, sino que ademads, al encerrar la discontinuidad
no tomamos en cuenta la contribucién de la superficie ASs (0 S, en el cuadrante IVb de la figura 5.18).
Asi

(V-D)dV =Dy - Asy — D; - As; = p(r)(ASy 6h) = (D2 — Dy) - g, ASo,

con lo cual

p(r)dh=0=(Dy—Dy)-ng,.

5.3.4.1.5. Identidades de Green. Cuando consideramos campos vectoriales muy particulares el
teorema de Gauss nos lleva a un par de identidades vectoriales conocidas como las identidades o
teoremas de Green

Supongamos que tenemos dos campos escalares: ((z,y, z) y £(x,y, z) y con ellos construimos un

a(z') = () VE(@') = / /Sa-dsz / / /V (V-a)dV,
//8 (C@")VeE(e)) -ds = ///VV. (YW@ av

con lo cual arribamos a la primera identidad de Green, primer teorema de Green o teorema escalar de

campo vectorial

es decir

Green:

// (¢(2")VE(ah)) -ds = ///V [CE)(V V(")) + V( (2) - V()] dV .
Si ahora, consideramos los siguientes campos vectoriales
V- (C(@")Ve@) = V(@) V() + (e V - Ve
V- (@) V(@) = VE@) V() +€(=)V - V().
Restando ambas expresiones tendremos que
V- {((2)Vela) — @) V) } = ()Y - VE@) — €)Y - V(o).

y al integrar sobre un volumen V' obtendremos la formulacién del teorema simétrico de Green, la segunda
identidad

///V {¢(2")V  VE@") — €(=)V - V(') }dV = //S [C(@)VE() — € V(') - ds.

La utilidad de estas relaciones las veremos en el desarrollo de la teoria del Potencial en la seccién

5.4 en la pagina 459.

5.34.2" Teorema de Stokes

El teorema de Stokes relaciona una integral de linea escalar de un campo vectorial, a = a(z, y, z),
alo largo de una curva cerrada C', con una integral del rotacional del campo sobre la superficie encerrada

por la misma curva C. Es decir

j{a-dr://S(an)-dsz//S(Vxa)-ﬁst.

Tal y como hemos mencionado antes la superficie la define su vector normal, y éste lo define
el “sentido” de circulacion de la curva que bordea la superficie (ver figura 5.20 cuadrantes I y III).
No haremos una demostracién formal del teorema de Stokes como lo hicimos para el Gauss. Nos

convenceremos de que es correcta la relacion a partir de algunas situaciones sencillas.
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II "

1A%
III

C

Figura 5.20: Teorema de Stokes. Cualquier superficie la podremos dividir en pequefias cuadriculas
diferenciales, las cuales sumadas constituyen la superficie y la circulacion se construye por el borde de
una cuadricula diferencial.

Cualquier superficie la podremos dividir en pequeiias cuadriculas diferenciales, las cuales sumadas
constituyen la superficie (ver figura 5.20 cuadrante II). Es facil convencerse que la circulacién® por el

borde de una cuadricula diferencial (por ejemplo en el plano zy) nos lleva a

T34 = £234a-dr = /ax(fv,y)de/ay(x,y)der/ax(w,y) (—dz) +/4ay(fv,y) (—dy) ,

1 2 3
donde hemos denotado la trayectoria a lo largo del perimetro de la cuadricula por 1234. De la figura 5.21

podemos intuir

T34 = /aw (2o, Y0) dx—l—/ ay (o + dz, yo) dy+/ az (o, yo + dy) (—dx)—i—/ ay (xo,yo) (—dy) ,

y de alli el desarrollo por Taylor que nos conduce a

9 Oay
Fiozs = /ax (mo,yo)dx+/ ’ dl‘] dy—/ !aac (%0, y0) + 2
T |4y y

B day

ay (xo,yo) + e
Oa
+ /ay(xo’yO)dy:/laxy By

Esto vale para todos los puntos (zg, yo) y se puede aplicar para las otras superficies, con lo cual es

dy] dz
Yo

Zo

facil convencerse que esta técnica se puede utilizar para cada cuadricula en las que hemos dividido la
superficie (ver figura 5.20 cuadrante II). M4s atn, las circulaciones a lo largo de los perimetros de las
cuadriculas interiores se anulan (ver figura 5.20 cuadrante III) y sélo sobrevive la circulacién a lo largo
del perimetro exterior de la superficie. Con ello

Y adr=) (Vxa)-ds = fadr://S(an)-ds.

cuadricula

8Pueden consultar otro ejemplo de circulacién en la seccién 5.2.3.3.

yJdxdy://svXa|zdsz5//s(v><a)-ds

449



Integrales de campos vectoriales y teoremas integrales

y}\
(xo,y0 + dy) 3 (o + dz,yo + dy)

(0, yo0) (zo + dz, yo)

L
>

x

Figura 5.21: Circulacién en una cuadricula del plano z, y

5.3.4.2.1. Version 2D del teorema de Stokes. En el plano xy, si consideramos una regién R en el
que estd definido un campo vectorial a = a1+ a,], entonces
V xa= % — day k.
Ox oy

Por el teorema de Stokes

day 8%] }{
— — dzdy = agdx + a,dy] .
/R [&”U y Y C’[ y y]

Si ponemos a, = Py a, = () recobramos el teorema de Green en el plano:

f(de—i—Qdy // (8‘Q_({)I;> dx dy.

5.3.4.2.2. Teorema de Stokes y campo magnético. De la ley de Ampere para una densidad de

fb-dr:,uo/jds,
C S

donde el circuito C es-el borde de la superficie S, resulta que al aplicar el teorema de Stokes a la integral
de superficie

%b-drz/be-ds:uo/jds = /[be—,uoj]-ds:O,
C S S S

para cualquier superficie S. La ecuacion anterior no es mds que una de las ecuaciones de Maxwell

corriente j

Vxb—pug=0 =V Xxb=udj.

De manera similar, de la ley de induccién electromagnética de Faraday se puede obtener

db
Vxe=——
T o
5.3.4.2.3. Expresiones equivalentes para el teorema de Stokes. Del mismo modo que hicimos en

la seccion 5.3.4.1.2 con el teorema de Gauss, podemos hacerlo para el teorema de Stokes y tendremos

j{qb(x,y,z)dr://sdsxV(b(x,y,z) y %drxbxy, // (ds x V) x b(z, . 2),

donde ¢(x,y, z) es un campo escalar y b(z, y, z) un campo vectorial.
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Otra vez, la metodologia para proceder a la demostracion se fundamenta en considerar un par
de campos vectoriales, uno de la forma a(x,y,z) = ¢(z,y,z)c y el otro de la forma b(z,y,z) =

¢ X b(z,y, z), luego desarrollar un dlgebra vectorial minima.

5.3.4.2.4. Teorema de Stokes y fuerzas conservativas. El teorema de Stokes nos permite identificar
que campos vectoriales irrotacionales generan integrales de linea las cuales son independientes de la

trayectoria. Esto es

V xf(z,y,z) =0 = // (an)~ds:fa-dr20,
S
con lo cual, lo que se estd sefialando es que toda trayectoria cerrada se puede fraccionar en dos trayectorias

abiertas que se unen en los extremos, entonces

M’ M’
fa-drz()z/ a~dr+/ a-dr = / a~dr5/ a-dr,
Cq Co M M

curva C1 curva Co
y lo que nos dice es que vamos de un punto (de corte de la curva cerrada) M a otro punto M’ por
dos trayectorias distintas y la integral de linea es la misma. Mds adelante veremos que a los campos

vectoriales irrotacionales les estd asociado un potencial tal que

5.3.4.2.5. Teorema de Stokes y discontinuidades del campo vectorial. Al igual que el teorema de
Gauss puede ser considerado para manejar funciones discontinuas, el teorema de Stokes también tiene
una expresion cuando se consideran campos discontinuos (continuo a trozos o continuos por segmentos).

Consideremos el caso mds simple, el de un campo vectorial a(z, y, z) que es discontinuo sobre una
superficie S, que divide R en dos subregiones R1 y Ra (ver otra vez 5.18, cuadrante IV). En este caso
la superficie S, serd abierta y estard delimitada por una curva C5. La interseccion de las superficies S
y S serd una curva C, la cual dividird a .S en dos superficies S1 y Sy (ver figura 5.20 cuadrante IV).
Entonces, aplicando el teorema de Stokes se obtiene:

Pg Pl
j{a-dr:/ a-dr+/ a-dr:// (V xa)-ds,
P1 P2 Sl

C1+C curva Cq curva C
P1 P2
%a~dr: / a~dr+/ a~dr:// (V x a)-ds.
. P> P SQ
Co+C curva Ca curva C

Ahora bien, si las sumamos obtendremos

P Py
// (an)-ds+// (an)-ds:fa-dr—l— / a-dr+ / a-dr,
Sl SQ C P2 Pl

curva C en S1 curvaC en S

la cual puede ser reescrito como

jia.dr://s(vXa)-ds— /P]:Q (alg, - alg,) - dr,

curva é

donde hemos denotado a|g, como el campo vectorial evaluado sobre la curva C “del lado” de las
superficie So. Es importante sefialar que el término que incorpora la contribucion de la discontinuidad
del campo sélo encierra componentes tangenciales a la superficie. Esto es claro del producto escalar con

el vector dr tangente a la curva C (y también a la superficie S).
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Ejemplo 5.30 Dado el siguiente campo vectorial a = —yi+:1:j+32f< y lasuperficie S : 22 +y%+22% = a2,

z > 0.
/an-ds,
S

Entonces, para evaluar
sobre ese hemisferio, vemos que V x a = 2k. Mientras que el elemento de superficie en coordenadas

esféricas es ds = a? sen(#)df dy é,. Por lo tanto:

2 2w w/2 p
/ V xa-ds / dgp/ 2a sen(f) &, - } do = 2a2/ dgo/ — sen(6)dé,
S 0 0 a

2
= 2@2/ dgp/ sen(6) cos(#)dd = 2a’r .
0 0
Para comprobar la igualdad del teorema de Stokes, vamos a evaluar la integral sobre el circulo

22 + y? = a?, que se encuentra en el plano z = 0.

f a.dr — [—yi Vo 3212} - [dxi + dyj + dzl%} - 7{ [—ydz + ady)] |
c C

en coordenadas polares: z = a cos(p), y = a sen(yp)

75 —yde + ady] = f (—a sen(y))(—a sen(p)dp) + (@cos(@))(acos(@)de)
C C
2 2
= CL2 Sen2 COS 2 :CL2 = CL27T.
- /0 [sen®(p) + cos(¢)?] dé /Odw 2

Ejemplo 5.31 La Ley de Ampere se puede derivar de la ecuacion de Maxwell V x h = j donde h es el

campo magnético y J la densidad de corriente. Si el campo eléctrico es nulo (e = 0), mostremos que

%h-drzl7

con I la corriente neta que atraviesa la circulacién del campo magnético.

j{h dr“/ (V x h)- //J ds=1.

Ejemplo 5.32 Dado el siguiente campo vectorial

_ 24 cos(@)ﬁ1 n A sen(6) i
T 7’3 )

Podemos ver que

3
con A = constante y {11, 01y} vectores unitarios base en coordenadas esféricas.

1. Calculemos V x f. El rotacional en coordenadas esféricas viene dado por

a, T Uy r sen(f) Gy
~ ) |:A sen(@)] ) |:2Acos(9)
Vxfo 92 2 ) _ Y [ e
r2 sen(0) or 90 99 r or 00
2A ic;s(H) A s;)gl(@) 0

2. Calculemos en trabajo ¢ f - dr a lo largo de una circunferencia unitaria en el plano § = 3
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Por el teorema de Stokes el trabajo en un circuito cerrado se anula

ffdr—/ Vxf-ds=0.

Se puede entonces concluir que la fuerza es conservativa.
3. (Ese campo vectorial tendrd un potencial asociado tal que f = —V? Una vez mas

2A 0., A 0) . v (r,0,¢) . 10p(r,0,) . 1 0p(r,0,¢).
g A0 (Dl A0 L 000,

3
con lo cual
2A cos(0) _ Oy (r,0,¢6)  Asen(0) _ 1oy (r,0,0) 0— Oy (1,0, d)
3 or ’ r3 r 00 ’ ey

La dltima ecuacion indica que ¢ no depende de ¢. Ahora bien, integrando la primera de estas

ecuaciones, tendremos
2A cos(0) dp (r,0,0) / 2A cos(0) cos()
= — = 0)=— [ —5—dr+C(#)=A c(o
= = o (r,0) T dr+c(0) = A< C(6),
al sustituir la forma del potencial en la segunda ecuacién tendremos

Asen(d) 0 <ACO:§9) +C(9)> :>8Ca(0®:0.

cos(0) '

r2

r2 90
De esta forma

o(r,0)=A

Ejemplo 5.33 Para
f=a%i+y°j+ 2’k

evaluemos las siguientes integrales:
1. §f-dralolargo de una circunferencia unitaria. Por el Teorema de Stokes

jl{f-dr:/s(fo)-ds

con lo cual .
1 J k
_ 0 2l 0 _ _
22 y2 22 ¢

2. ¢ §f-dsalolargo de una esfera unitaria. Utilizando el teorema de la divergencia

%%f-ds:// (V-£)dV,
por consiguiente
/// (V-f) dV = /// 1—+j3 B2 -<x2i+y2j+z2f<) dz dy dz
oy 0z
:/// (2x 4+ 2y + 2z) dx dy dz.
1%

Si ahora transformamos a coordenadas esféricas tendremos que
x =rsen(f) cos(p); y=rsen(f) sen(p); z=rcos(d); condV =r?sen(h)drdf dy,

con lo cual

| @2y drayaz = [[[ ersen(o)costo) + 21 sen(0) sent) + 21 cos(@)) av.
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//V(V-f)dV:—

Por lo tanto:

Practicando con SymPy

Los métodos de integracion basicamente consisten en el cdlculo de la primitiva: integrate(expr,x) y
el cdlculo de integrales definidas: integrate(expr,x,a,b) en el intervalo (a, b). Veamos algunos ejemplos.
[1]: | import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import *

init_printing()

1. Integrales directas
[2]: x = symbols('x')
=1/ (1+x%%2) **3

f
1

[2]: —_—

(22 +1)°

[3]: Eq(Integral(f,x),integrate(f,x))
3
(3] - / 1 Cde— 3x° + bx n 3atan(x)
(22 4+ 1) 84 + 1622 4 8 8

[4]: Eq(Integral(f,[x,0,1]),integrate(f, [x,0,1]))

1

[4]: / 1+37T
(22 +1)° 32

0

Podemos hacer un cambio de variable
[5]: 6 = symbols('6"')

f_s = f.subs(x, tan(06))

dx_s = diff(tan(®), 6)

f_n = f_s*dx_s

Eq(Integral(f_n,0),integrate(f_n,0) .simplify())

(5] - / 1 d0 — 30 n sin (20) N sin (46)
(tan2 () +1)> 8 4 32

Otro ejemplo
[6]: f=cos(x)**3
Eq(Integral (f,x),integrate(f,x).simplify())

.3
[6]: /C083 (x)dx = _51113(33) + sin (x)



[7]:

[8]:

[9]:

[10]:
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[7]:

[8]:

[9]:

[10]:

t = symbols('t')

f s = f.subs(x, asin(t))
dx_s = diff(asin(t), t)
fn = f_sxdx_s

Eq(Integral(f_n,t),integrate(f_n,t).simplify())

3
/(1—752) dt:—%—l—t

. Puede suceder que al integrar una funcién, por ejemplo

def f(x):
return exp(x**3+2%*x)
f(x)

3
e +2z

Eq(Integral (f(x), [x,0,1]),integrate(f(x), [x,0,1]))

1 1
3 3
/e“” 22 gy = /eQIe"’: dz
0 0

El programa nos devuelve la integral sin resolver, en este caso SymPy nos estd indicando que fue
incapaz de realizar el cdlculo de manera algebraica.
Ahora bien, podemos disponer de rutinas numéricas que nos mostrard una lista con el valor
numérico de la integral, el error absoluto estimado de la aproximacién. Pero debemos recurrir a
un ambiente de cdlculo diferente al SymPy, en este caso “SciPy”, mds informacién en: https:
//scipy.github.io/devdocs/index.html
La funcién “scipy.integrate.quad” en SciPy se utiliza para realizar integracién numérica de una
funcién a lo largo de un intervalo dado. Utiliza un algoritmo de cuadratura adaptativa para
aproximar la integral-de la funcién tomado de la biblioteca QUADPACK de Fortran. Una vez
que se completa la integracion, “quad” devuelve el valor aproximado de la integral, asi como una
estimacion del error asociado con la aproximacion.

from scipy.integrate import quad

result_quad, error_quad = quad(lambda x:f(x), 0, 1)

result_quad, error_quad

(5.04206315104267, 5.59781460190164 - 10714)

La funcién “scipy.integrate.romberg” implementa el método de Romberg para la integracién
numérica de una funcién en un intervalo dado. El método de Romberg es un algoritmo de
extrapolaciéon que mejora la convergencia de la regla del trapecio al combinar diferentes apro-
ximaciones de la integral. Una vez que se completa la integracion devuelve el valor aproximado
de la integral, asi como una estimacion del error asociado con la aproximacién. Ver también

https://es.wikipedia.org/wiki/Método_de_Romberg
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[11]:

[11]:

[12]:

[12]:

[13]:

[14]:

[14]:

[15]:

[15].:

[16]:

from scipy.integrate import romberg
integral_romberg = romberg(lambda x: f(x), 0, 1)

integral_romberg.evalf ()

5.04206315105925

. Ahora veamos la manera de calcular integrales del tipo

[ 2,
C
donde la curva C' viene dada por medio de algtin pardmetro 7, es decir que la integral se puede

escribir como:

b
/ Fr(r)i (r)]dr

Dada la funcién f = 22 + ¢
y,T = symbols('y t')
def f(x,y):

return xk*2+y**2

f(x,y)

z? + y2
Vamos a integrar siguiendo el camino dado por la curva parametrizada con: © = cos(7),y =
sen(37)

x_sub = cos(T)

y_sub = sin(3*t)
dr = [diff(x_sub, ©), diff(y_sub, ©)]

f_sub = f(x,y).subs({x: x_sub, y: y_sub})
dr_dot = sqrt(dr[0]**2 + dr[1]**2)

fn = f_sub*dr_dot

fn

\/sin2 (1) + 9cos? (37) (sin® (37) + cos® (1))

integral_romberg = romberg(lambda t: (fn.subs(t,t)*dr_dot.subs(t,t)), 0,
—2)

integral_romberg.evalf ()

6.88250995043015

. Queremos ahora evaluar la integral

j{xdy,
C

2, 2=0.Con: z = acos(f),y = a sen(f), y el pardmetro  variando

Ceselcirculo: 22 +9? = a
de 0 a 2.
def f(x):

return x
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[17]:

[17]:

[18]:

[18]:

[19]:

[19]:

[20]:

[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

[23]:

[24]:

[24]:

a = symbols('a')

x_sub = a*cos ()

y_sub = a*sin(t)

dr = [diff(x_sub, ©), diff(y_sub, ©)]
dr

[—asin (1), acos(7)]

f_sub = f(x).subs({x: x_sub})
fn = f_sub*dr[1]

fn

a? cos? (7)

Eq(Integral(fn, [t,0,2*pil) ,integrate(fn, [t,0,2*pil))

2
/a2 cos? (1) dr = ma®
0

. Calculemos la integral

/a'dr
C

donde a = (22 + ¥)i + (y — 2z)j y C en términos de un pardmetro es z = 2)\%2 + 2\, y = A + 1.

X, y, A = symbols('x, y, A\')
A= [2%x +y, y - 2%x]
A

22 +y, —2z + Y]

x_sub = 2%A*x*%2 + 2%A

y_sub = A + 1

dr = [diff(x_sub, A), diff(y_sub, A)]

A_sub = [A[O].subs({x: x_sub,y: y_sub}), A[1].subs({x: x_sub,y: y_sub})]

integrando = A_sub[0]*dr[0] + A_sub[1]*dr[1]

integrando

—4AX? 3N+ (AX+2) (AN + 51 +1) +1
Eq(Integral(integrando, (A, -1, 1)),integrate(integrando, (A, -1, 1)).
—trigsimp())

1
/(—4>\2—3)\+(4)\+2) (AN 45X +1) +1) dA =22
-1

Para integrales miiltiples podemos integrar aplicando varias veces la funcién “integrate”.

. Si quisiéramos calcular el drea de una elipse
A A
az b2
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[26]:
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[25]:

[26]:

podriamos hacer lo siguiente: primero calculamos el drea en el primer cuadrante determinado por
0 <z < X,donde: X = (a/b)y/b> —y?ydonde 0 <y <Y,con X = (b/a)va® — x2.

Por lo tanto, el area es
b X
A=14 / [ / dx] dy .
0 0

Definimos los simbolos y las expresiones

a, b, x, y = symbols('a b x y', real=True, positive=True)
X = (a/b)*sqrt (b**2-y**2)

Y = (b/a)*sqrt(a**2-xx*2)

Cilculo de la integral doble
Eq(4+Integral (Integral(l, (x,0,X)),(y,0,b)),\
4xintegrate(integrate(1,(x,0,X)),(y,0,b)))

ay/ b2—y2

b

b
4/ / 1dx dy = mab
0 0

5.3.5 Ejercicios

1.

Evalde la integral de linea de
a=az’i+ % + 2%k,

alolargo de lacurva C: x = a)?, y = b, z = c sen (7)\/2), desde el origen al punto (a, b, ¢).

Evalde la integral de linea de

22

2
a=uxl+ y—j - —k,

b c
alolargo delacurva C: z = acos(m)\/2),,y = b sen (w\/2), z = ¢\, desde el punto (a, 0, 0)
al punto (0, b, ¢).

. Evalde la siguiente integral fcy (43:2 + y2) dr + =z (2:1:2 + 3y2) dy alrededor de la elipse

?/a? + y? /b = 1.
Encuentre la circulacién alrededor de una circunferencia de radio unidad centrada en el origen
para los /siguientes campos.

() a=3(-yi+aj).

(). a= (zy+1)i+ (322 +2+2)].

. Encuentre el flujo del campo a = xa?k a través de la porcion de una esfera de radio a centrada en

el origen y el primer cuadrante del sistema de coordenadas cartesianos.
Encuentre el flujo del campo a = yi+ 3z) — 2k a través de la porcién del plano z + 2y — 32 = 5

y el primer cuadrante del sistema de coordenadas cartesianos.

. Encuentre el vector de drea s de la parte de la superficie curva del hiperboléide de revolucion

z? y2 + 22
a? b2
que pertenece a laregion: z > Oya < z < Aa.

=1

. Dado el campo vectorial

a=[32%(y+2z) +y° + 2% i+ 3y (z +2) +2° + 2% j+ [322(x + y) + 2° + o] k
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(a). Calcule V x a.
(b). Evalte la integral

/a'dr,
c

a lo largo de cualquier linea que conecte el punto (1, —1, 1) con el punto (2,1,2).
9. A partir de la siguiente parametrizacién z = a cos™(0) y y = a sen™ (), encuentre el drea acotada

por las curvas
225 25 = 25y g3 23 = 23

10. Evalde la siguiente integral
f [y(42® + y*)dz + x(22” + 3y*)dy]
C

alrededor de la elipse 2% /a? + y2/b% = 2.
I1. Evalde la integral [ r - ds, donde r es el vector posici6n, sobre la superficie z = a? — 12 — 32,
z > 0, como se indica a continuacion.
(a). Parametrice la superficie con: x = a sen(#) cos(y), y = a sen(#) sen(y), z = a? cos?(f),

demuestre que:
r-ds=a* 2 sen>(0) cos(p) + cos®(¢) sen()] df de.

(b). Aplique el teorema de Gauss al volumen acotado por la superficie y el plano z = 0.
12. Demuestre la validez del teorema de Gauss

(a). Calculando el flujo del campo vectorial
)\ ar
R (r2 —|—a2)(3/2) ’

a través de la superficie |r| = \/3a.

(b). Demostrando que

3aa?

V-a= (r2 +a2)(/2)

y evaluando la integral de volumen de V - a sobre el interior de la esfera |r| = v/3a.
13. Un campo vectorial, en coordenadas cilindricas, viene representado por

AzZ) Az) . - F . N
f =L wcoz( Z)l + ycoz( Z)J + sen(A2)k| = %pcos()\z)ep + Fy sen(A2)k,

(a). Calcule el flujo de f a través de la superficie acotada por los cilindros p = a, p = 2a y los
planos z = tam/2.
(b). Evaluando la integral anterior pero utilizando el teorema de la divergencia.

5.4, Teoria de potencial

Los campos vectoriales conservativos resultan ser de gran importancia en diferentes areas de la
Fisica. Estos campos vectoriales tienen la propiedad de que su integral de linea, alrededor de cualquier
trayectoria que encierre una superficie, se anula. Es decir, la integral de linea de un campo vectorial
conservativo, entre dos puntos arbitrarios del espacio, es independiente del camino tomado para realizar

la integral.
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Entre dos puntos P; y P> del espacio podemos
trazar dos trayectorias por dos caminos diferentes
C} y Cs y también formar un lazo entre ellos. Si

. : Ca Py —C P.
asumimos de entrada que a es un campo vectorial 2 2
conservativo, podemos escribir

/ a-dr+/ a-dr=0,
C1 —C> P P
Cl Ol

como la segunda integral es el negativo de la inte-

gral a lo largo de (3, entonces Figura 5.22: Trayectoria de integracién para ir de

P, a Py y el lazo formado por los caminos.
/ a-dr—/ a-dr=0.
Cl C2

Lo que implica que

/a-dr:/ a-dr,
C1 02

Si tomamos un punto arbitrario F y lo conectamos por trayectorias arbitrarias con todos los puntos

como lo habiamos afirmado.

del espacio, entonces, para cada punto P con coordenadas (x, y;z) podemos definir el campo escalar

cZ)(a:i):—/PPa-dr:—/Ca-dr,

donde C es cualquier camino que va de Py a P: El signo menos es por conveniencia.

El campo escalar ¢(x,y,z) es una funcion bien definida porque su valor no dependerd de la
trayectoria C' y se le suele denominar el potencial asociado al campo vectorial a. Notemos que el
potencial en F es cero y se conoce como el punto de referencia potencial.

Consideremos ahora dos puntos arbitrarios P; = (z1,y1,21) y P2 = (22, Y2, 22) conectados por
algin camino C. Es claro que también podemos conectar estos dos puntos por un camino diferente que
pase por el punto Py, es decir, escoger un camino que tome la ruta: P; — Py — P». Si a es un campo
conservativo, entonces

Py P Py
/a-dr:/ a~dr+/ a-dr = ¢(z1,y1,21) — d(2, Y2, 22) ,

Py Py Py

de manera equivalente
)

d(x2, Y2, 22) — O(T1,91,21) = —/ a-dr.

Py
Lo que se conoce como la diferencia de potencial entre dos puntos.

Si P; y P» se conectan de manera infinitesimal por dr, entonces el potencial infinitesimal es
dé(z') = —a-dr = dé(z') = 9;¢(a?)da’ = V¢ - dr,
de manera que

V¢-dr=—a-dr = a=—-Vo.

En palabras: un campo vectorial conservativo siempre puede escribirse como el negativo del gra-

diente del campo escalar potencial definido por la ecuacién (5.4).
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5.4.1 Potenciales escalares

Si un campo vectorial f(x, y, z) en una determinada regién R puede asociarse con un gradiente de

un potencial ¢(z,y, z) tendremos que
) = -Vola) & Vxtl)=0 & Jia)-dr=0.

La ventaja que un campo derive de un potencial es, por un la lado, la simplicidad y la cantidad de
informacién que sobre el campo podemos tener: describimos la interaccién por una funcién y no con
tres (las componentes del campo) y sabremos que el campo es irrotacional y conservativo. Pero ademas,
la funcién que describe el campo es escalar, con lo cual es independiente del sistema de coordenadas.

Cualquiera de las afirmaciones siguientes implica las otras dos, con lo que podremos elegir cualquier
de ellas para demostrar las otras dos. Veamos:

o Un campo que derive de un potencial es conservativo e irrotacional
-V x (V(;S(x’)) =0
f(a') = ~Vg(a') =
—$Vo(z') -dr=—§dop = ¢ (zf) = ¢ (x)) =0
donde hemos utilizado la definicién de diferencial total

 9g(a) d¢(zt) . 09 (2")
do =5, dot =5, v+ —5,

o Un campo conservativo es irrotacional y deriva de un potencial.

dz = Vo(z!) - dr.

! .
Un campo conservativo implica que el trabajo ([, ]\])[4 f(z") - dr) es independiente de la trayectoria
entre M y M’. Por eso llamamos a la fuerza conservativa por cuanto se conserva la energia y por

lo tanto, ésta depende tinicamente de la posicién

. M’ : ; i
j{f(a;’) dr=0 = /M f(z") - dr = ¢ (23) — ¢ (1)
4

f(z') - dr = dp = —Ve(z') -dr = f(z') = —-Ve(z'),
con lo cual hemos demostrado que el campo vectorial deriva de un potencial. El signo menos (—)
es una convencion tradicional del oficio del Fisico y proviene de nuestra intuicién de flujo de los
acontecimientos: “El agua siempre fluye hacia abajo”.

Ahora bien, utilizando el teorema de Stokes tendremos:
f(z') = -Vo(z') = %f-dr:// (Vxf)-ds=0 = Vxf(z')=0.
Sa

Es facil demostrar que el campo también es irrotacional.
o Un campo de fuerzas irrotacional implica que el campo deriva de un potencial y que el campo es
conservativo.

Otra vez, por el teorema de Stokes si el campo es irrotacional es conservativo

Vxfz)=0 = //S (fo).ds:%f-dr:o,

y si es conservativo deriva de un potencial
f(z) - dr = d¢ = —Ve(z') -dr = f(z') = —Ve(a?).
En definitiva, si cualquiera de las condiciones se cumple: conservativo, irrotacional o potencial, las

otras también se cumplirdn.
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Es bueno aclarar que el hecho de que V x f # 0 implica siempre que f es NO conservativo, pero
que V x f = 0 no necesariamente implica que f sea conservativo, al menos que la regién involucrada

en el proceso de integracion sea una regién simplemente conectada.
Ejemplo 5.34 Consideremos el siguiente campo vectorial en el plano
f==kr [:Uyzi + xzyj] ,
con k constante.
Es facil comprobar que V x f = 0, de manera que f es conservativo. Si queremos encontrar-el
campo potencial asociado al campo vectorial f podemos tomar un punto P genérico, en este caso del
plano zy, y escoger un camino de integracion desde el origen al punto P(z1, y;). Vamos a tomar la recta

parametrizada por: ¢ = 217, y = y17 con 0 < 7 < 1. De manera que

(z1,91)

Sany) = —k /( i) o+ ).
0,0

1
= —Ii/ [JilT(le)Zi—l- (561T)2y17'j] < lz1dm 4y drj]
0

1 2,2
KT
= —2/4333%3/%/ 3dr = —7213/1 .
0

Por lo tanto, el potencial serd
K

2,2
X .
2 191

P(z,y) =

Se deja como ejercicio comprobar que f = —V ¢.

Ejemplo 5.35 Consideremos el siguiente campo vectorial
KY . KX

f= 1—
w2 +y? 2?4y

1k
con k constante.
De nuevo, es ficil ver que
V xf=[0,F, —9,F,]k=0.

La integral de linea de f(z,y) la llevaremos a cabo sobre un circulo C' de radio a centrado en el

origen, curva parametrizada por: x = acos(7), y = a sen(7),con 0 < 7 < 27.
KY KT

f(z)-dr = f.dz+ f,dy = Ny z-—3 +dey,
t(a sen(r))(—a sen(r)dr)  k(acos(r))(acos(r)dr)
(acos(T))? + (a sen(r)) (acos(7))? + (a sen(r))?’
ka® sen?(r)dr ka? cos?(T)dr

~ a¥(cos?(r) + sen®(r))  a2(cos?(r) + sen?(7)) T,

2m
ff(mi)-dr——m/ dr = =27k #0.
C 0

Como podemos ver, el rotacional del campo se anula pero la integral de linea cerrada, alrededor del

para la integral

circulo que contiene el origen de coordenadas, es diferente de cero. En el origen el campo vectorial f

contiene una singularidad.
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Ejemplo 5.36 Demostremos que

o Siun campo de velocidades es potencial, el campo de aceleraciones también lo sera.

Esto es: Si
v(r(t),t) = Ve entonces a(r(t),t) =Vo
con
a(r(t), 1) = dv(‘;(f)’t) _ av(‘gf)’t) + (v(x(6), 1) - V) v((t), £) .

Adaptando la relacioén vectorial del primer problema obtenemos
Vv v)=v-V)v+ (v - V)v+vx (Vxv)+vx(Vxv)=V(*)=2(v-V)v

con lo cual

gthp+ V((V¢)2):V<gt+ (Ve )2> —a=Vad.

o Encontremos la forma del potencial del campo de aceleraciones en términos del campo de veloci-

dades y su potencial. Arriba notamos claramente que

dp 1, 9
<I>——80+f 2=

1 2
ot o T (Ve

5.4.2 Potenciales vectoriales y calibres

Al igual que derivamos un campo vectorial f(z,y, 2) a partir de un potencial escalar ¢(x,y, z) y
asociamos su existencia a su condicién de irrotacionalidad, V' x f(z,y, z) = 0, podemos pensar que un
campo sin divergencia (solenoidal o transverso) conlleva a la existencia de un potencial vectorial. Esto
es

V-f(2')y=0 = f(z') =V x a(z').

Claramente
V. f(a) = 8, F = o ( ijh, ak) ~0.

El campo vectorial a = a(x,y,z) se conoce con el nombre de potencial vectorial del campo f.
Ahora bien, el campo solenoidal, f, no queda univocamente determinado a partir de su potencial vectorial.
Existe una arbitrariedad de un campo escalar, llamado de calibre x = x(x,y, z) (gauge en inglés) de

forma tal que

a=a+Vx(z) = f=Vxa =Vx(@a+Vy)=Vxa+Vx(Vy)=Vxa,
de manera que varios potenciales vectoriales a’ y a generan el mismo campo vectorial f. Esta arbitrariedad
nos permite particularizar el calibre segiin nos convenga. Existen varios calibres en el mercado, los cuales
son utilizados segtin el problema fisico al cual tratemos. Entre ellos podemos mencionar un par de ellos:

o Elcalibre de Lorentz: Esta seleccion proviene de requerir que el campo de calibre x = x (x,y, 2, t)
satisfaga la ecuacién de onda
Ny OPx(@)
Vx(z") —a—55> =0
x(z) 92
donde a es una constante. Notese que hemos supuesto que el campo de calibre puede depender

del tiempo. El calibre del Lorentz se escoge porque (entre otras cosas) permite que la solucién a
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la ecuacion de onda para el potencial vectorial a (z,y, z,t)
0?a(x?)
ot?

Via(z') —a =0,
quede univocamente determinada.
o El calibre de Coulomb, de radiacién o transverso: La seleccion de este calibre x (x,y, 2, t)

impone que el potencial vectorial a (x, y, z, t) satisfaga la ecuacion
V.a=0 = V-a(2)=V-(a@') + Vx(z')) =0 = Vx(z')=0.
El nombre de calibre de Coulomb, de radiacién o transverso proviene de las consecuencias de su

utilizacién en las ecuaciones de Maxwell. Nétese que si el campo (y el calibre) es independiente

del tiempo, a = a(z,y, z), ambos calibres coinciden.

5.4.3 Teorema de Green y potenciales

Si el rotacional y la divergencia de un campo vectorial f(x,y, z), decente ( continuamente dife-
renciable) estdn especificados en una region del espacio delimitada por una superficie cerrada S, y las
componentes del campo normales a esa superficie n, - f, también se conocen, entonces el teorema de
Green nos garantiza que ese campo f(z, y, z) que cumple con esas condiciones es tinico®.

Esa demostracién procede asi. Supongamos que existe otro.campo vectorial que cumple con las

mismas condiciones que el campo f(z, y, z). Esto es

V- £f=V.G V.-h=0,

Vxf=VxG » = h=F-G = { Vxh=0,

n,-f=n,-G ns-h=0.

7

Como h es irrotacional entonces
Vxh=0 = h=V¢(z') = V-h=V. V(') =0,

y el teorema de Green nos garantiza que

V¢ -ds= [| ¢(V¢-h;) dS = (¢ (V-V¢)+ Ve -Vo|dV,
fovois <. .

con lo cual

Jfovamng as= [[ otng as= [[[ m-mav = n=o,

de donde se deduce que f = G, es decir, que el campo f es tnico.

5.4.4 Teorema de Helmholtz

Elteorema de Helmholtz© afirma que todo campo vectorial f, continuo, continuamente diferenciable
(al menos a trozos), y regular en infinito se puede expresar como una suma de dos “componentes”: una
longitudinal o irrotacional f; y otra transversa o solenoidal f;. Esto es
V x fl = 0,
f=fi+f,, con
V. -£=0.

9Esta afirmacion también se conoce como primer teorema de Helmholtz.

0Segundo teorema de Helmholtz.



Teoria de potencial

En general dado que el campo f puede ser discontinuo, tendremos que suponer que
V£ = p(r) V=V (f+6) =V -f=p(r),
ycomo f=fi+f =
V x f=]j(r) Vxf=Vx{f+1£)=Vxfi=j(r),
dado que V- (o) y V x (o) son lineales. Esta separacion del campo vectorial f = f;+f; es completamente
general y siempre puede hacerse para cualquier campo vectorial.
Supondremos ademds, que la solucién a la ecuacién de Poisson V2¢(:c, y,z) = —p(x,y, z) existe

y es Unicall. Tendremos que
Vxfi=0 = fi=-V¢(') = V- f=V . .-fi=-V2¢(')=p(r),
y la solucién existe y es tnica. Es decir, podemos expresar de manera univoca al campo vectorial f (a

través de su “componente” longitudinal f;) en términos de un campo escalar (funcién potencial) qﬁ(x’)
Por otra parte

Vfi=0=ff=Vxa=Vxf=Vxfi=Vx(Vxa)=V(V-a)—-Via=j().

Al seleccionar el calibre de Coulomb V - a = 0 se convierte en
4

VQGZ‘ = _]af(r) )

V x(Vxa)=V!a=00a=—-jr) = 00,d"=—4"@r) < V2a, = —j,(r),

| VZa, = —j.(r).
Una vez mds nos encontramos con la solucién a la ecuacién de Poisson, esta vez para cada componente.
Esto se cumple siempre, porque hemos supuesto que la solucién para la ecuaciéon de Poisson existe y
es Unica. Resolver la ecuacion de Poisson para cada una de las componentes del campo vectorial queda
fuera de los alcances de estas notas. En los ejemplos 5.37 y 5.37 haremos varias hipdtesis simplificadoras
para no integrar las tres ecuaciones de Poisson.

Un corolario del teorema de Helmholtz nos indica que un campo vectorial queda univocamente
determinado si conocemos su rotacional 'y su divergencia. Vale decir que cualquier campo vectorial
puede expresarse como

f=-Vo+Vxa.

Ejemplo 5.37 Sif = T%ﬁr. Encontremos algtin posible campo vectorial a tal que V x a = f.

Tenemos
a, r g r sen(f) Gy
1 P P P _ 1
Yxa= r2 sen(f) or a9 ¢ - —72117«
[e78 (’I”, 07 ¢) T ag (Ta 97 (b) r Sen(g) (2 (7", 07 ¢)

IEsta suposicion es indispensable. Las condiciones sobre el potencial ¢(z,y, z) que la implican serdn consideradas en otros
cursos de métodos matematicos. En este curso, supondremos que existe y es Unica.
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con lo cual
1 0 (r sen(0) ag (r,0,9)) 0 (rag(r,0,¢))
r2 g2 sen(h) ( 00 B 0 > ’

0 (r sen(f) ay (r,0))  Oay (r,0,¢) 0(rag(r,0,0)) Oay(r,6,0)
0:< 8r¢ T 9 )’0:( 087“ o0 )

Ahora hay que hacer algtn tipo de suposicién para que podamos encontrar, ficilmente algin

potencial vectorial. Supongamos pues que

ar (1,0, ) = cte ( sen(6) = a(r sen(@?d6(1¢(r,0,q5)) 7
ag (1,0, ¢) ={ 0="2u000
ag (r,0,¢) =0 | 0=ag(r,0,¢)+ raaeg;€’¢) — aa’“géa’d)) :
Integrando la primera obtendremos
sen(f) = 9(r sen(@)é);w (r.9,¢)) = ay(r,0,¢) = —TC;SIEé)) + C.(r,0) .

De la segunda concluimos que a, = a, (7, 0), es decir, a, es independiente de ¢. Finalmente, de la tercera

ecuacién concluimos que podemos hacer adicionalmente a, = a, (r) y Cy (r, 8) = 0. Resumiendo:
1 cos(6)
f=——u, AN Vxa=f =a= 0, — ——— Uy.
3 a, a a=a,(r)a, son(0) Uy
Ejemplo 5.38 Dado el siguiente campo vectorial a = 4xyi —y?j + 2 k.
1. Calculemos el flujo de a a través de un cubo unitario: z =0, x =1,y =0,y=1, 2 =0, z = 1.

Tenemos que el flujo del campo vectorial es

/Sa~ds:/(V-a)dV:/(2y+1)dV:/01 do /01 dz /01 (2y+1)dy = 2.

2. Calculemos el flujo‘del rotacional de ese campo a través de una semi esfera: 22 + 2 + 22 = 16
con z > 0.

El flujo del rotacional sera

/ (VXa)-dSZ% a-dr:% <4xyi—y2j—|—zf<>-(dxi+dyj):/4myd:c—/y2dy,
S

como el circuito serd una circunferencia de radio » = 4 en el plano z = 0 entonces al pasar a

polares nos queda
x=4cos(#) =dr=—4 sen(f)dfd; y=4 sen(d) = dy=4cos()dl,

con lo cual

2m
j{ a-dr = —5/ 42 cos(#) sen?(0)do = 0.
0

3. Consideremos ahora un cilindro 22 + y2 =16con -1 <z <1.
(a). Calculemos el flujo del campo a través de esa superficie. Como siempre, para encontrar el
flujo del campo podemos hacerlo directamente por |, g a-ds, o através de su divergencia
[ (V-a)dV.

El flujo de este campo a través de la superficie que encierra el cilindro seria

/a-ds:/ a-ds+/ a‘ds+/ a-ds.
S S+ c S_
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Con ds_ las dos tapas del cilindro (z = 1y x = —1), mientras que ds. representa la
superficie del cilindro. Una forma de resolverlo seria: se transforma el campo a cilindricas,

ya que dS = dS, G, + dS5. 1,.

Esto es:

a=4(4cos())(4 sen(f))(cos(d) i, —sen(f) tg)+(4 sen(6))?(sen(f) w,+cos(f) wg)+zk,

y acomodando a = 16 sen(f) (cos(26) @, — sen(26) 6y) + z k. Entonces, el flujo en las

/a'ds:/ a-ds = 167.
5S¢

“tapas” es

mientras que en las superficie cilindrica sera:

1 2w
/SC a-ds = /Sd 4d6 dz (16 sen(f) cos(20)) = 64/_1 dz /0 df (sen(f) cos(26))=0.

Finalmente
/ a-ds = 327.
S

Hubiera sido inmediato si hubiéramos utilizado el teorema de la divergencia y reutilizado los

resultados del volumen anterior. As{
/ (V-a)dV = / (29 +1)dV = / (2(p sen(0)) + 1) pdd dp d=
cony = p sen(f) y el diferencial de volumen dV = pdf dp dz.

Entonces, finalmente,

1 4 2 1 4 27
/(V'a)dV:/ dz/ dp2p2/ df sen(f) +/ dz/ dp2p2/ de
—1 0 0 —1 0 0

para que, otra vez
/ a-ds =327,
S

porque el primer término de la suma se anula.
(b). Encontremos el flujo del rotacional de ese campo para el caso z > 0.

El flujo del rotacional serd exactamente el mismo que en caso de las semiesfera. Esto es

/S(VXa)'dS:JQ{a'erO.

4. Calculemos alguna de las componentes longitudinales y transversales del campo.
Todo campo vectorial a se puede separar en una componente longitudinal a’, y otra transversal a’.
Esto es:
V xa =0 V xa =0,
a=a'+a’ con =
V-.al =0 V-a=V.a=2y+1,
con lo cual tenemos
dyal — E)Zaé =0, 0.d—08.d =0, 8za§/ —9,d, =0,
y Ogal + Gya; + 0.aL. = 2y + 1 . Para empezar a acotar la solucién, supongamos que
I _

a, = alz($7y>z):0 ,

3za§J=0 y 9. =0 = d =d(z,y) y aé:aé(az,y),
axaly—ﬁyafrzo y (9xafr+8yaly:2y+1.
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Otro par de suposiciones salvadoras son: a;, = d’.(z,y) = f(z)y aé = aé(x, y) = g(z). Estas nos
garantizan que se cumple la ecuacién 8xaé — Byalx = 0. Es claro entonces que podemos encontrar
una solucién de la forma !, = f(z) =z 'y aé = g(y) = 92, que satisfaga 9,.al, + Gyaé =2y+1.
Con lo cual

l

al = zi+ >

j=> a=a—a =2(4y—1)i—2%j+zk.
Claramente, las suposiciones

al =dl(z,y,2) =0, d,=d\(z,y)=f(x) v d,=d(z,y)=g),

son arbitrarias y otras suposiciones pueden ser hechas y, tendremos resultados distintos.
5. Encontremos los potenciales escalar y vectorial asociados a este campo vectorial a, a través de las
componentes longitudinal a’ y transversal a’.

El potencial escalar, ¢ = ¢(x,y, z), estd asociado a la componente longitudinal, a’, del campo.

Esto es
T = — z¢($ayaz) = ¢(I’,y,2§) N _% + X(ya'z)a
Vxa =0 = al=-V¢ =
y? = —0yo(x,y,2) = y* = —0yx(y,2).
Con lo cual
DT
d(x,y,2) = §+§+¢(z)-

El potencial vectorial para un campo vectorial, ¥ = W(x,y,2), estd asociado a la componente

transversa a’ del campo. Esto es

w(dy—1) = 9,0, - 9.y,
V.at:Ojat:VX‘Pj —2y2 = azq]:r_am\:[]za
. — 0,0, —0,V,.

Una vez mas, y de forma arbitraria, suponemos ¥, = 0. Entonces las ecuaciones anteriores se

convierten en
$(4y - 1) = _8,2\1/3/; —292 = az\IJ:ca y =z= 8z\11y - 8y‘llxa

con lo cual
r(dy—1)=-0.Vy = U, =—z(dy — 1)z + f(z,y)

—2% = 0.0, = U, =222+ g(x,y).

Con estos resultados debemos satisfacer
2 =00y — 0¥, = z=—(dy— 1)z +0:f(z,y) +4yz — Oyg(z,y) ,

con-lo cual es inmediato que una posible solucién surge de f(x,y) = g(x,y) = 0, para que

finalmente el potencial vectorial lo podamos expresar como

W= —z(dy — Dzi—2y%2].

5.4.5 Teoremas integrales para campos tensoriales

A este nivel del texto, es perfectamente valido preguntarse si los teoremas integrales anteriormente
aplicados a campos escalares y vectoriales pueden aplicarse a campos tensoriales en general. La res-

puesta a esta pregunta es si. Recordemos, nuevamente, que los escalares son cantidades que quedan
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completamente determinados por un s6lo nimero en el espacio tridimensional, es decir, no contienen
direcciones. Mientras que los vectores son formas lineales en sus vectores bases a = a’e;, es decir, se
especifica por las tres cantidades a’ en R3.

En la seccién 3.3 estudiamos los tensores de esfuerzos y de inercia como ejemplos de cantidades
fisicas que deben especificarse por mds de tres niimeros. En el caso del tensor de esfuerzos, vimos, por
ejemplo, que si consideramos el plano xy, el vector de superficie es: ds; = ds,, y si sobre la direccién
z (direccién 3) ejercemos algun tipo de presion, aparecerdn esfuerzos en las direcciones x (direccion 1)
y y (direccion 2). Las cantidades que usamos para describir los esfuerzos lo denotamos por o;;, donde
el primer indice indica la direccién de la fuerza y el segundo la direccién de la normal de la superficie
donde estd aplicada. Hablamos entonces de nueve cantidades involucradas para especificar al tensor.

Ya discutimos que el teorema de Gauss para un campo vectorial a es:

/V~adV:7§a~ﬁdS.
\% S

Si nos vamos directamente a la notacién de indices, podemos ver que el teorema de Gauss para

/ ;a'dV = f{ a'nds,
1% S

con lo que nos podemos tomar la libertad de extendernos, sin probarlo de manera rigurosa, a tensores de

campos vectoriales se escribe como

rango superior.
14 S

En cuanto al teorema de Stokes para un campo vectorial

/5ijk(8jak) fli ds _% akdxk.
S C

por lo tanto, para un campo tensorial seria:

[ M OT rs) 50 = § T ila®
s c

Por completitud, hemos enunciado estas dos formas para los teoremas integrales haciendo la exten-
sién de la versién vectorial, pero la deduccién rigurosa excede al alcance de este capitulo!?

Practicando con SymPy ‘

1. Como sabemos, una particula que se mueve en un campo de fuerzas estard sujeta en cada punto a

esta fuerza f(r) de manera que el cambio de energia potencial es
r

U(r) —Ul(ry) = —/ f(r)-dr.
Sea el siguiente campo de fuerzas K
f1(r) = 3z + 32%%.
En primer lugar, consideremos que la particula se mueve desde el punto (0,0) al punto (a,b)
siguiendo las lineas rectas: (0,0) — (a,0) — (a,b). Calculemos el trabajo realizado sobre la

particula

2Quienes estén interesados pueden consultar uno de los libros que nos inspiraron Thorne, K. S., Misner, C. W., y Wheeler, J. A.
(2000). “Gravitation”. (Freeman, San Francisco).
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[3]:

[4] :

[5]:

[7]:
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[1]:

[2]:

[3]:

[4] :

[5]:

[6]:

[7]:

[8]:

[9]:

import sympy
from sympy import *
from sympy.vector import *

init_printing()

# Definimos la funcion

X, ¥, z = symbols('x y z', real=True)
f1= [3xx*y**3,3*xx**2xy*x2,0]

f1

3xy3,3x2y2,0
[

r= [x,y,z]

dr= [diff(x, x), diff(y, y), diff(z, z)]
dr

[1,1,1]

Evaluamos la funcién para la trayectoria (0,0) — (a,0) — (a,b).
a,b = symbols('a b', real=True)

f1x=f1[0] .subs({y:0})

fly=f1[1] .subs({x:a})

fla=[f1x,f1y,0]

fla

[0, 3a®y?, 0]
integrate(fix,(x,0,a)) + integrate(fly,(y,0,b))

a’b?
Supongamos ahora que la particula se mueve siguiendo la trayectoria y = bx3/a3.

y2=bxx**3/a**3

f1x=f1[0] .subs ({y:y2})
fly=f1[1] .subs ({y:y2})
f1b=[f1x,f1y,0]

fib
363210 3p248
ad 7 ab 0
dr= [diff(x, x), diff(y2, x), 0]
dr
3ba2
1, —, 0
o)

Hacemos el producto fi.dr
fibdr=sum([m*n for m,n in zip(flb,dr)])
fibdr
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126310
a9
[10]: integrate(fibdr, (x,0,a))

[9]:

124263
11

[10]:

El resultado es diferente, el campo de fuerzas no es conservativo
[11]: R = CoordSys3D('R')
curl (3*R.x*R.y**3*R.1i + 3*R.x**2*R.y**2xR.j+0*R.k)

[11]: (—3xryr®) kr
2. Consideremos ahora el siguiente campo
fo(r) = 2xy3i + 322y2%],
ligeramente diferente al anterior y repitamos los célculos.
[12]: x, y, z = symbols('x y z', real=True)
£2= [2xx*y**3, 3xx**x2xy**2,0]
f2

[12] : 2293, 32°y?, 0]
Trayectoria (0,0) — (a,0) — (a,b)
[13]: a,b = symbols('a b', real=True)
£2x=£2[0] .subs ({y:0})
f2y=£2[1] .subs({x:a})
f2a=[f2x,f2y,0]
f2a

[13]: [0, 3ay?, 0]

[14]: r= [x,y,z]
dr= [diff(x, x), diff(y, y), diff(z, z)]

[15]: integrate(f2x, (x,0,a)) + integrate(f2y, (y,0,b))

[15]: a’b?
Trayectoria y = bx3/a®.

[16] i+ y2=b*x**3/a**x3
£2xb=£2[0] . subs ({y:y2})
f2yb=£f2[1] . subs ({y:y2})
£2b=[f2xb,f2yb,0]
dr= [1,diff(y2,x),0]

[17]: f2bdr=sum([m*n for m,n in zip(f2b,dr)])
f2bdr
integrate(f2bdr, (x,0,a))

[17]: a’v?
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[18]:

[18]:

[19]:

[19]:

[20] :

[20]:

[21]:

[21]:
[22]:

[22]:
[23]:

[23]:
[24] :

[24] :

[25]:

[25]:

El trabajo es el mismo ya que el campo vectorial es conservativo
curl (2*R.x*R.y**3*R.1 + 3*R.x**2*R.y**2xR.j+0*R.k)

0

El potencial asociado a campo se puede calcular ahora

=-(integrate(£2[0] .subs(x,0),x) + integrate(£f2[1],y))
U

2P

. Consideremos el siguiente campo vectorial en el plano

f=« |:$y25 + :L‘Qyﬂ ,
con k constante.
k, x, y = symbols('k x y', real=True)
f= [k*xxy**2 kxx**x2*y,0]
f

[k:a:yQ, ka?y, 0]

Es facil comprobar que V x f = 0, de manera que f es conservativo.
curl (k*R.x*R.y**2*R.1 + k*R.x**2*R.y*R.j)

0

x1,y2,t = symbols('xl y2 t')

x_sub = x1*T

y_sub = y2x*t

dr = [diff(x_sub, T), diff(y_sub, )]
dr

[$1, 92]

Fdr=sum([a*b for a,b in zip(f,dr)])
Fdr=Fdr.subs ({x:x_sub,y:y_sub})
Fdr

ka%y%T?’
Eq(Integral (Fdr, (t,0,1)),integrate(Fdr, (t,0,1)) .simplify())
1

/2]{:3}%3/%7‘3 dr = %

0

Para el potencial:
U=-(integrate(f[0] .subs(x,0),x) + integrate(f[1],y))
U
kx2y2
2
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[26]: gradient (-k*R.x**2xR.y**2/2)

[26]: (—xryr’k) ir + (—xr’yrk) ir
4. Consideremos el siguiente campo vectorial
Ky - KX
T2+ 2Pty

2j7
con k constante.

De nuevo, es ficil ver que
V xf=[0,F, —0,F,]k=0.

[27]: k, a, x, y, T = symbols('k a x y t', real=True)
f= [k*y/ (xx*2+y**2) , -k*x/ (x**2+y**2) ,0]

f
[27] - ky - kx 0
$2+y2 .’E2+y2
Si calculamos el rotor, resulta
[28]: curl(k*R.y/(R.x**2+R.y**2)*R.i - k*R.x/(R.x**2+R.y**2)*R.j) .simplify()
[28]: 0
[29]: x_sub = a*cos(T)
y_sub = a*sin(t)
dr = [diff(x_sub, t), diff(y_sub, ©)]
dr
[29]: [—asin (1), acos (7)]
[30]: Fdr=sum([a*b for a,b in zip(f,dr)])
Fdr=Fdr.subs ({x:x_sub,y:y_sub}) .simplify ()
Fdr
[30]: —k
[31]: Eq(Integral(Fdr, (t,0,2*pi)), integrate(Fdr, (t,0,2+*pi)).simplify())
[31]:

7(-/@ dr = —2rk

0

5.4.6 “Ejercicios

I. Evalde la integral a = 2%+ 42j — 22k, a lo largo del camino: 2 = a72, y = br, z = ¢ sen(rw7/2).
2. Calcule la integral de linea a = (2% + 3y) 1+ (y* + 2x) j, desde el origen al punto P = (1,2):
(a). alolargo de la linea recta que une los dos puntos.
(b). alo largo de la pardbola que pasa por los dos puntos y por el punto @ = (—1, 2).
(c). Diga si a es conservativo o no.
3. Muestre si el campo vectorial a = ze®” cos(y)i— %eIQ sen(y)J, es un campo vectorial conservativo

y, de serlo encuentre el campo potencial asociado.
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4. Un campo vectorial es dado por
%o Vit 24 Y] eleta)
a= e v (14 7)1 ai+ [,
donde ¢g y b son constantes. Muestre si a es 0 no conservativo y, de serlo encuentre el campo
potencial.

5. El siguiente campo vectorial
f= —GMm%i - GMma%j n 2GMm%f<,
es la fuerza de marea ejercida por la Luna sobre una particula que se encuentra el la superficie de
la Tierra. Consideremos para este problema el origen de coordenadas cartesianas en el centro de la
Tierra, la Luna sobre el eje 2 y la distancia a es la distancia entre los centros de la Tierra'y la luna.
M y m las masas de la Tierra y Luna respectivamente, G la constante de gravitacion universal.
Encuentre el potencial para esta fuerza de marea.
6. Dado el campo de fuerzas f = r™ r. Verifique si existe una funcién escalar ¢(z,y, z) tal que
f = —Vy(z,y, z). En el caso de que sea posible, encuentre esa funcion ¢(z, y, z).
7. El campo magnético generado por una corriente I es
b:““f< i j).
2 \ 2?2 +y?2  a?+y?
Encuentre un vector potencial magnético, a, tal que V x.a = b.

8. Si un campo vectorial tiene la forma b = V¢ x Vi, entonces b es solenoidal y su potencial
vectorial es: a = £ (¢V — oV o).

9. Dados el potencial vectorial del momento magnético dipolar m

a(r) = <4l;(;3> mxr y fi,0=V(my- by

y la fuerza que registra un momento magnético dipolar my, sometido a un campo magnético

externo, by producido por el otro momento ms. Ambos dipolos estan separados por una distancia
r. Muestre que esa fuerza ejercida por un dipolo magnético sobre otro también se puede escribir

como :
5(mjp -r) (mg-r)

34io
2 rl

f(r,m;,my) = {(ml-r)m2+(m2~r)m1+(m1-m2)r—

 4qrd

con m = MU, + myly, +m.0,8B.

r

10. Desarrolle el teorema de Gauss para el caso bidimensional. Esto es, suponga una linea de carga

orientada en la direccion del eje z genera un potencial

1
¢ (p) =—q o) e=—-Vyp conp=+/2?+y2.

2meg
11.-Pruebe la generalizacion de la segunda identidad de Green

/ / {[CELEE) — E)LL()} AV = / / p(r) {C0)VER) — () VC)} - ds,
Vv s

donde L es el operador autoadjunto definido por L. = V - (p(r)V) + ¢(r). Para la demostracién

pueden seguir los pasos de la seccidn 5.3.4.1.5, pero en este caso puede suponer que el campo

vectorial es

a(z') = ((a")p(r) VE(z') — E()p(r) V((2') + E(a)a(r)¢(z)

y aplicar el teorema de la divergencia.

BYung, K. W,, Landecker, P. B., y Villani, D. D. (1970). “An analytic solution for the force between two magnetic dipoles”.
Magnetic and electrical Separation, 9, p.39-59.
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12. Considere una esfera de radio » = a y carga (). Construya una grafica de su potencial electrostatico
para 0 < r < o0.
13. Considere una esfera de densidad uniforme pg, radio r = a y masa M.

(a). Muestre que la fuerza gravitacional por unidad de masa es
ArG
f=- ( 4 ”‘J) .,
3r

(b). Encuentre el potencial gravitacional asociado a esta fuerza.

para0 < r < a.

(c). Imagine un tinel que atraviesa la esfera pasando por su centro. Encuentre la ecuacién de
movimiento y la expresion del periodo para una particula de masa m, que se deja caer por
ese tunel.

14. Dado un vector potencial magnético a tal que V x a = b. Muestre que
//b ~ds = ?{a -dr es invariante de calibre: a(r) — a(r) + Vx (r) .
S

15. La fuerza de Lorentz para una particula con carga ¢ que se mueve con una velocidad v en un

campo eléctrico e y magnético b es: f = ¢ (e + v x b). Muestre que

f=q(e+vxb)

d
= f= —V¢—£+V(a~v)
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