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Nombre

1. Los vectores en <3 en coordenada cartesianas los definimos como ~a = axı̂ + ay ̂ + ayk̂

y definimos una “tabla de multiplicación” entre ellos de la forma 〈ei |ej〉 = δi
j con

i, j = 1, 2, 3, esto es:

〈ei |ej〉 ı̂ ̂ k̂

ı̂ 1 0 0
̂ 0 1 0
k̂ 0 0 1

con i, j = 1, 2, 3

Un cuaternión cartesiano puede escribirse de manera análoga a los vectores cartesianos,
vale decir: |a〉 = aα |qα〉 = a0 + ai |qi〉 = a0 + axı̂ + ay ̂ + ayk̂ con α = 0, 1, 2, 3 y donde
las aicon i = 1, 2, 3 son números reales que representan las componentes vectoriales
en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a0, también números
reales, se le llama componente escalar1. Los cuaterniones son, por decirlo de alguna
manera, h́ıbridos. Un vector cartesiano es un cuaternión con la componente escalar
nula. Basándonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicación” para
los cuaterniones cartesianos como

|qi〉 ¯ |qj〉 1 |q1〉 |q2〉 |q3〉
1 1 |q1〉 |q2〉 |q3〉
|q1〉 |q1〉 −1 |q3〉 − |q2〉
|q2〉 |q2〉 − |q3〉 −1 |q1〉
|q3〉 |q3〉 |q2〉 − |q1〉 −1

(a) Compruebe si el producto de cuaterniones |P〉 = |Q〉 ¯ |R〉 es un vector, pseu-
dovector o ninguna de las anteriores (2 puntos). Explique por qué.

(b) Suponga ahora que se define un cuaternión conjugado como: |Q〉z = b0 − bj |qj〉
con j = 1, 2, 3 compruebe si

‖|Q〉‖2 = |Q〉z ¯ |Q〉
representa una buena definición de norma. (3 puntos).

(c) Comprebe si un cuaternión definido por

|Q〉 =
|Q〉z
‖|Q〉‖2

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |Q〉 respecto a la
multiplicación ¯ (2 puntos)

1Recuerde que estamos utilizando la convención de Einstein en la cual cα |qα〉 ≡ c0 +
∑3

j=1 cj |qj〉 .
Adicionalmente, nótese que los ı́ndices griegos α, β, · · · toman los valores 0, 1, 2, 3, mientras que los latinos
que acompañan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k, l = 1, 2, 3.
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2. ¿ Cuál de los siguientes polinomios:

(a) x2 − 2x + 1;

(b) x4 + 1;

(c) −1
2
x3 + 5

2
x2 − x− 1;

pertenece al subespacio de P generado por:
|x1〉 = x3 + 2x + 1; |x2〉 = x2 − 2; |x3〉 = x3 + x; (3 puntos)

3. Considerando 〈qn|pn〉 =
∫ 1

0
p(x)q(x)dx como definición de producto interno en el es-

pacio vectorial de polinomios Pn Encontrar la distancia y el ángulo entre los vectores:
|x1〉 = x(x− 1); |x2〉 = x en P3 (3 puntos)

4. Considerando 〈qn|pn〉 =
∫ 1

−1
p(x)q(x)dx como definición de producto interior en Pn,

(a) Los polinomios

|x1〉 = 1; |x2〉 = x; |x3〉 = x2 − 1; |x4〉 =
5

2
x3;

¿ Forman una base en P4 ? Explique por qué (1 punto)

(b) ¿ Es una base ortogonal ? Explique por qué Si no lo es, construya una base
ortonormal a partir de ella (3 puntos)

(c) Expresar |p〉 = x2 − x; o |q〉 = x3 − 2 en función de esa base ortonormal (3
puntos)

5. Probar la siguiente relación vectorial (3 puntos)

(a) ~∇×
(
~a · ~∇

)
~a =

(
~∇ · ~a

)(
~∇× ~a

)
−

[
~∇ ·

(
~∇× ~a

)]
~a+

(
~a · ~∇

)(
~∇× ~a

)
−

[(
~∇× ~a

)
· ~∇

]
~a
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