Experimentos con un solo

factor: el analisis de varianza

En el capitulo 2 se analizaron los métodos para comparar dos condiciones o tratamientos. Por ejemplo, el
experimento de la fuerza de la tensién de adhesion del cemento portland incluy6 dos formulaciones dife-
rentes del mortero. Otra forma de describir este experimento es como un experimento con un solo factor,
con dos niveles del factor, donde el factor es la formulacién del mortero y los dos niveles son los dos méto-
dos diferentes para hacer la formulacién. Muchos experimentos de este tipo involucran mas de dos nive-
les del factor. En este capitulo se presentan los métodos para el diseiio y el anélisis de los experimentos
con un solo factor con a niveles del mismo (o0 a tratamientos). Se supondré que el experimento se ha alea-
torizado completamente.

3-1 UN EJEMPLO

Un ingeniero de desarrollo de productos tiene interés en investigar la resistencia a la tensién de una fibra
sintética nueva que se usard para hacer tela de camisas para caballero. El ingeniero sabe por experiencia
previa que la resistencia a la tensin se afecta por el peso porcentual del algodén utilizado en la mezcla de
materiales de la fibra. Ademas, sospecha que al aumentar el contenido de algoddn se incrementaré la re-
sistencia, al menos en un principio. Sabe asimismo que el contenido de algodén debera variar entre 10y
40 por ciento para que el producto final tenga otras caracteristicas de calidad que se desean (como la
capacidad de ser sometido a un tratamiento de planchado permanente). Elingeniero decide probar ejem-
plares en cinco niveles del peso porcentual del algodén: 15, 20, 25, 30y 35 por ciento. También decide pro-
bar cinco ejemplares en cada nivel del contenido de algodon.

Se trata de un ejemplo de un experimento con un solo factor cona = 5 niveles del factory n = 5 répli-
cas. Las 25 corridas deberén realizarse de manera aleatoria. Para ilustrar cémo puede aleatorizarse el or-
den de las corridas, suponga que las corridas se numeran de la siguiente manera:

60




31 UNEJEMPLO 61

Peso

porcentual

del algodén Niimero de corrida experimental
15 1 2 3 4 5
20 6 7 8 9 10
25 1 12 13 14 15
30 16 17 18 19 - 20
35 21 22 23 24 25

Abhora se selecciona un nimero aleatorio entre 1y 25. Suponga que este nimero es 8, Entonces la obser-
vacién nimero 8 (20% de algod6n) se corre primero. Este proceso se repetiria hasta que las 25 observa-
ciones tengan asignada una posicién en la secuencia de prueba.! Muchos paquetes de software de
computadora para ayudar a los experimentadores a seleccionar y construir un disefio, aleatorizan el or-
den de las corridas utilizando mimeros aleatorios de esta manera.

Suponga que la secuencia de prueba obtenida es

Secuencia de prueba Numero de corrida  Peso porcentual del algodén

1 8 20
18 30

3 10 20
4 23 35
5 17 30
6 5 15
7 14 25
8 6 20
9 15 25
10 20 30
11 9 20
12 4 15
13 12 25
14 7 20
15 1 15
16 24 35
17 21 35
18 1 25
19 2 15
20 13 25
21 22 35
22 16 30
23 25 35
24 19 30
25 3 15

Esta secuencia de prueba aleatorizada es necesaria para evitar que los efectos de variables perturbadoras
desconocidas—las cuales quiza varien fuera de control durante el experimento—contaminen los resulta-
dos. Para ilustrar esto, suponga que las 25 corridas de prueba tuvieran que realizarse en el orden original
no aleatorizado (es decir, primero se prueban los cinco ejemplares con 15% de algodon, después se prue-

! La vinica restriccién sobre la aleatorizacién en este caso, es que si se saca de nuevo el mismo nimero (es decir, 8), se descarta. Se tra-
ta de una restriccion secundaria y se ignora.
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Tabla 3-1 Datos (en Ib/pulgada?) del experimento de la resistencia a la tensién

Peso porcentual Observaciones
del algodén 1 . 2 3 4 5 Total Promedio
15 7 7 15 11 9 49 9.8
20 12 - 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 .25 22 19 23 108 - 21.6
35 7 10 1 15 11 54 10.8

376 15.04

ban los cinco ejemplares con 20% de algod6n, etc.). Sila méquina empleada para probar la resistencia ala
tension presenta un efecto de calentamiento tal que entre més tiempo esté funcionando sean menores las
lecturas de la resistencia a la tension observadas, el efecto del calentamiento contaminari potencialmen-
te los datos de la resistencia a la tensién y destruira la validez del experimento.

Suponga que el ingeniero corre la prueba en el orden aleatorio que se ha determinado. En la tabla 3-1
se muestran las observaciones que obtiene para la resistencia a la tension.

Siempre s una buena idea examinar graficamente los datos experimentales. En la figura 3-1 se mues-
tran los diagramas de caja para la resistencia a la tension con cada nivel del peso porcentual de algodén, y
en la figura 3-2 se ilustra un diagrama de dispersién de la resistencia a la tension contra el peso porcen-
tual del algod6n. En la figura 3-2, los puntos rellenos son las observaciones individuales y los circulos hue-
cos son los promedios de a resistencia a 1a tensién observada. Ambas graficas indican que la resistencia a
la tensién se incrementa cuando el contenido de algodén se incrementa, hasta cerca de 30% de algodén.
Después de 30% de algod6n, hay un marcado descenso de la resistencia a la tensién. No hay evidencia s6-
lida que sugiera que la variabilidad de la resistencia a la tensidén alrededor del promedio dependa del peso
porcentual del algodén. Con base en este andlisis grafico simple, se tienen firmes sospechas de que 1) el
contenido de algodén afecta la resistencia a la tensién y 2) alrededor de 30% de algoddn produce la resis-
tencia méxima. '

Suponga que se quiere ser méas ohjetivo en el andlisis de los datos. Especificamente, imagine que
quieren probarse las diferencias entre las resistencias a la tensién promedio con todos los nivelesa = 5 del
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Figura 3-1 Diagramas de caja Jde la resistencia a la tensién
contra el peso porcentual del algodén.
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Figura3-2 Diagrama de dispersi6n de la resistencia
a la tensién contra el peso porcentual del algod6n.

peso porcentual del algodén. Por lo tanto, el interés se centra en probar la igualdad de las cinco medias. Pu-
diera parecer que este problema se resolveria realizando una prueba f para todos los pares de medias
posibles. Sin embargo, no es ésta la mejor solucién de este problema, porque llevaria a una distorsién con-
siderable en el error tipo I. Por ejemplo, suponga que quiere probarse la igualdad de las cinco medias
usando comparaciones por pares. Hay 10 pares posibles, y si la probabilidad de aceptar correctamente la
hipétesis nula en cada prueba individual es de 1 —a = 0.95, 1a probabilidad de aceptar correctamente la
hipétesis nula en las 10 pruebas es de (0.95)° = 0.60 si las pruebas son independientes. Por lo tanto, ha
ocurrido un incremento sustancial en el error tipo L.

El procedimiento correcto para probar la igualdad de varias medias es el andlisis de varianza. Sin
embargo, el anlisis de varianza tiene un rango de aplicaciones mucho m4s amplio que €l problema ante-
rior. Probablemente sca la técnica mds 1til en el campo de la inferencia estadistica.

3.2 EL ANALISIS DE VARIANZA

Suponga que se tienen a tratamientos o niveles diferentes de un solo factor que quieren compararse. La
respuesta observada de cada uno de los 2 tratamientos es una variable aleatoria. Los datos aparecerian
como en la tabla 3-2. Una entrada de la tabla 3-2 (por ejemplo, y,) representa la observacién j-ésima to-

Tabla 3-2  Datos tipicos de un experimento de un solo factor

Tratamiento
(nivel) ' Observaciones Totales Promedios
1 Yu Yz Yin Y b
2 Ya Yz e Yo Ya. y..

)
=
&
~
H
e
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mada bajo el nivel del factor o tratamiento i. Habr4, en general, n observaciones bajo ¢l tratamiento i-€si-
mo. Observe que la tabla 3-2 es el caso general de los datos del experimento de la resistencia a la tensién
de la tabla 3-1.

Modelos para los datos
Se encontrara 1til describir las observaciones de un experimento con un modelo. Una manera de escribir
este modelo es

Yy =m;teE; (3-1)

i=12..,a
j=1,2..,n

dondey; es la observacion ij-€sima, u; €s la media del nivel del factor o tratamiento i-€simo, y ; €s un com-
ponente d=l error aleatorio que incorpora todas las demés fuentes de variabilidad del experimento, inclu-
yendo las mediciones, la variabilidad que surge de factores no controlados, las diferencias entre las
unidades experimentales (como los materiales de prueba, etc.) a las que se aplican los tratamientos, y ¢l
ruido de fondo general en el proceso (va sean la variabilidad con el tiempo, los efectos de variables am-
bientales, etc.). Es conveniente considerar que los errores tienen media cero, de tal modo que E(y;) = u.

Ala ecuacion 3-1 se le llama el modelo de las medias. Una forma alternativa de escribir un modelo de
los datos es definiendo

u, =pu+t,, i=1,2..,a
de tal modo que la ecuacion 3-1 se convierte en

i=12..a

j=12..n (3-2)

Y = pu+t, +£‘,{

En esta forma del modelo, 4 es un pardmetro comin a todos los tratamientos al que se llama la media glo-
bal, y 7, es un pardmetro tinico del tratamiento i-€simo al que se le llama el efecto del tratamiento i-ésimo.
A la ecuacién 3-2 se le llama por lo general el modelo de los efectos.

Tanto ¢l modelo de las medias como el de los efectos son modelos estadisticos lineales; es decir, la va-
riable de respuesta y; es una funcién lineal de los pardmetros del modelo. Aun cuando ambas formas del
modelo son itiles, el modelo de los efectos se encuentra con mayor frecuencia en la literatura del disefio
experimental. Tiene cierto atractivo intuitivo por cuantou es una constante y los efectos de los tratamien-
tos 7, representan desviaciones de esta constante cuando se aplican los tratamientos especificos.

A la ecuacién 3-2 (o a la 3-1) se le llama también ¢l modelo del andlisis de varianza simple o de un
solo factor (o direccién), porque tnicamente se investiga un factor. Ademés, serd un requisito que el ex-
perimento se lleve a cabo en orden aleatorio para que el ambiente en el que se apliquen los tratamientos
(llamados con frecuencia unidades experimentales) sea 1o més uniforme posible. Por lo tanto, el disefio
experimental es un disefio completamente aleatorizado. Los objetivos serdn probar las hip6tesis apropia-
das acerca de las medias de los tratamientos y estimarlas. Para probar las hip6tesis, se supone que los
errores del modelo son variables aleatorias que siguen una distribucién normal e independiente con me-
dia cero y varianza o, Se supone asimismo que la varianza o® es constante para todos los niveles del factor.
Esto implica que las observaciones

yi] HN(.u+t|'r 02)

y que las observaciones son mutuamente independientes.
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{Factor fijo o aleatorio?
El modelo estadfstico (ecuacién 3-2) describe dos situaciones diferentes con respecto a los efectos de los
tratamientos. Primera, los a tratamientos pudieron ser elegidos expresamente por ¢l experimentador. En
esta situacién quieren probarse hip6tesis acerca de las medias de los tratamientos, y las conclusiones se
- aplicardn inicamente a los niveles del factor considerados en el anélisis. Las conclusiones no pueden ex-
tenderse a tratamientos similares que no fueron considerados explicitamente. También se podria querer
estimar los parametros del modelo (i, 7, 0°). A éste se le llama el modelo con efectos fijos. De manera al-
ternativa, los a tratamientos podrian ser una muestra aleatoria de una poblacién mas grande de trata-
mientos. En esta situacién seria deseable poder extender las conclusiones (las cuales se basan en la
muestra de los tratamientos) a la totalidad de los tratamientos de la poblacion, sea que se hayan conside-
rado explicitamente en el andlisis 0 no. Aqui las 7, son variables aleatorias, y el conocimiento de las 7; par-
ticulares que se investigaron es relativamente imitil. Mis bien, se prueban hipétesis acerca de la
variabilidad de las r; y se intenta estimar su variabilidad. A éste se le llama el modelo con efectos aleatorios
o modelo de los componentes de la varianza. La revisién de experimentos con factores aleatorios se pos-
pondra hasta el capitulo 12.

3.3 ANALISIS DEL MODELO CON EFECTOS FIJOS

En esta seccion se desarrolla el anélisis de varianza de un solo factor para el modelo con efectos fijos. Re-
cuerde que y, representa el total de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. Sea que y, represente el
promedio de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. De manera similar, sea que y_represente el
gran total de todas las observaciones y que y_ represente ¢l gran promedio de todas las observaciones.
Expresado simbdélicamente,

=XV, W=yin  i=12..a
j=1 _

y__=i§: Y; ¥.=y /N

i=1 j=1

(-3

donde N = an es el nimero total de observaciones. Se nota que el subindice “punto” implica la operacién
suma sobre el subindice que reemplaza.
Elinterés se encuentra en probar la igualdad de las a medias de los tratamientos; es decir, E(y;) =4 +
T, =u,i=1,72,.. a. Las hip6tesis apropiadas son
Hyp=p,=..=pu,
H:p,#p; paraal menosun par (i, j)

En el modelo de los efectos, la media , del tratamiento i-ésimo se descompone en dos componentes tales
que u4; = u + 7, Por lo general, 4 se considera como una media global, de tal modo que

Esta definicién implica que
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Es decir, los efectos del tratamiento o factor pueden considerarse como desviaciones de la media global 2
Por consiguiente, una forma equivalente de escribir las hip6tesis anteriores es en términos de los efectos
de los tratamientos 7, por ejemplo

Hyr,=t,=..1,=0
Hi:r,#0 paraal menosunai
Por lo tanto, se habla de probar la igualdad de las medias de los tratamientos o de probar que los efectos

de los tratamientos (las 7;) son cero. El procedimiento apropiado para probar la igualdad de las medias de
los a tratamientos es el andlisis de varianza,

3-3.1 Descomposicién de la suma de cuadrados total

El nombre andlisis de varianza se deriva de la partici6én de la variabilidad total en sus partes componen-
tes. La suma de cuadrados total corregida

$5= 3> (=17

se usa como una medida de la variabilidad global de los datos. Intuitivamente, esto es razonable porque,
si $S7tuviera que dividirse por el nimero apropiado de grados de libertad (en este caso,an—1 = N-1), se
obtendria la varianza muestral de lasy. La varianza muestral es, desde luego, una medida estandar de va-
~ riabilidad.

Observe que la suma de cuadrados total corregida SS; se puede escribir como

S 0-20 =33 16, -7.)+0, =3P (34)

i=l j=1 i=1 j=1

22 (¥ ~3.) =n§: (7.-.—1)“532 =)

=1 =1 i=1 iml jml (3-5)
+22, % G =¥, = %)

i=1 j=1

Sin embargo, ¢l término del producto cruzado de la ecuacion 3-5 es cero, ya que
2 0y=3)= v =, =y, ~n(y, [m)=0
j=1

Se tiene, por lo tanto,

22 G=n =) G-+ (3= %) (3-6)
i=1 j=1 i=1 im] j=1

La ecuaci6n 3-6 establece que puede hacerse la particion de la variabilidad total de los datos, medida por
la suma de cuadrados total corregida, en una suma de cuadrados de las diferencias entre los promedios de
los tratamientos y el gran promedio, més una suma de cuadrados de las diferencias de las observaciones
dentro de los tratamientos y el promedio de los tratamientos. Entonces, la diferencia entre los promedios

2 Para m4s informacién sobre este tema, referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.
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de los tratamientos observados y el gran promedio es una medida de las diferencias entre las medias de
los tratamientos, mientras que las diferencias de las observaciones dentro de un tratamiento y ¢l prome-
dio del tratamiento, pueden deberse tnicamente al error aleatorio. Por lo tanto, la ecuacion 3-6 puede es-
cribirse simbolicamente como

SS, =SS +8S

donde 2 SSqaamicnos S€ 1€ llama la suma de cuadrados debida a los tratamientos (es decir, entre los trata-
mientos), y a SS; se le llama la suma de cuadrados debida al error (es decir, dentro de los tratamientos).
Hay an = N observaciones en total; por lo tanto, $S, tiene N — 1 grados de libertad. Hay a niveles del fac-
tor (y medias de a tratamientos), de donde S8, amientos tien€ @ — 1 grados de libertad. Por Gltimo, dentro de
cualquier tratamiento hay » réplicas que proporcionan n — 1 grados de libertad con los cuales estimar el
error experimental. Puesto que hay @ tratamientos, se tienena(n — 1) = an —a = N - a grados de libertad
para el error.

Es 1til examinar explicitamente los dos términos del lado derecho de la identidad fundamental del
anélisis de varianza (ecuacién 3-6). Considere la suma de cuadrados del error

SSE=22 (yij_yi.)z =2 l}n: (yij";'i,)z:|

=1 j=1 iml Jj=1

Tratamientos E

En esta forma es facil ver que el término entre corchetes, si se divide por n# — 1, es la varianza muestral del
tratamiento i-ésimo, o
Z (y i 3_’ i. )2
S,.2=’—=1-—— i=1,2..,a
n-1

Ahora pueden combinarse a varianzas muestrales para obtener una sola estimaci6n de la varianza pobla-
cional comiin de la siguiente manera:

(n=1)S +(n=1)S? + ...+ (n=1)S? _ ; [;1 i =) ]

(n=D+(n=1)+...+(n-1) 2(n—1)
s,
~(N-a)

Por lo tanto, SS./(N - a) es una estimacién combinada de la varianza comin dentro de cada uno de losa
tratamientos.

De manera similar, si no hubiera diferencias entre las medias de los a tratamientos, podria usarse la
variacién de los promedios de los tratamientos y el gran promedio para estimar o°. Especificamente

Sy, " BTRY

i=]1

a—-1 a-1
es una estimacion de o si las medias de los tratamientos son iguales. La raz6n de esto puede verse de ma-

nera intuitiva de la siguiente manera. La cantidad £2_, (y, - y.)%(a — 1) estima ¢%/n, la varianza de los pro-
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medios de los tratamientos, de donde nZ}_, (v, ~y )*/(a — 1) debe estimar ¢” si no hay diferencias en las
medias de los tratamientos.

Se observa que la identidad del anélisis de varianza (ecuacién 3-6) nos proporciona dos estimaciones
de 0®: una basada en la variabilidad inherente dentro de los tratamientos y una basada en la variabilidad
entre los tratamientos. Si no hay diferencias en las medias de los tratamientos, estas dos estimaciones de-
berin ser muy similares, y si no lo son, se sospecha que la diferencia observada puede ser causada por di-
ferencias en las medias de los tratamientos. Aun cuando se ha usado un razonamiento intuitivo para
desarrollar este resultado, puede adoptarse un enfoque un tanto mas formal.

A las cantidades

SS

MSTmtamienm = %
y
SS
MS =—Z%
E N—a

se les llama cuadrados medios. Se examinaran ahora los valores esperados de estos cuadrados medios.
Considere

E(MS;)=

[zz Or=3.) }

=1 j=1

= Nl—aE 3 -2, +?f)]

Li=1 j=1

- S5 -wS e ]

_1—1 j=1 i=1

-y 5335 i-13 ]

Li=1 j=1 1-1

{vs )7

Al sustituir el modelo (ecuacion 3-1) en esta ecuacion se obtiene

E(MS )-——»—E 22 (u+7,+¢;) ——E (2 u+r,.+eb.)

i=] j=1 l-l j=1

Entonces, al elevar al cuadrado y tomar el valor esperado de la cantidad entre corchetes, se observa que
los términos que incluyen a 2 ;Y ¢’ son reemplazados por 0>y na?, respectivamente, debido a que E(ey) =
0. Ademais, todos los productos cruzados que incluyen a g; tienen valor esperado cero. Por lo tanto, des-
pués de elevar al cuadrado y tomar el valor esperado, Ia dltima ecuacién se convierte en

E(MSE)=L[N;¢ +n2 12 + No* — Nu? —nz % —aa]

i=1 i=1

E(MS,)= 0"
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Aplicando un enfoque similar puede demostrarse también que’

ny,
E(MSTmmmiemus ) = 02 + =l
a-=1

Por lo tanto, como se argument® heuristicamente, MS; = 55/(N - @) estima ¢y, si no hay diferencias en
las medias de los tratamientos (lo cual implica que 7; = 0), MSpcamicntos = S matamientos’ (@ — 1) también esti-
ma o, Sin embargo, observe que si las medias de los tratamientos difieren, el valor esperado del cuadrado
medio de los tratamientos es mayor que o

Parece claro que es posible realizar una prueba de la hipé6tesis de que no hay diferencias en las medias
de los tratamientos comparando MS . mientes Y MS£. Se considera ahora c6mo puede hacerse esta compa-
racion.

3-3.2 Analisis estadistico

Se investiga ahora c6mo puede llevarse a cabo una prueba formal de la hip6tesis de que no hay diferen-
cias en las medias de los tratamientos (Hyu, = i, =--- = U,, o de manera equivalente, Hyr, = 1, =---7, =
0). Puesto que se ha supuesto que los errores &; siguen una distribucién normal e independiente con me-
dia cero y varianza 0%, las observaciones y, tienen una distribucién normal e independiente con mediayu +
7,y varianza ¢°. Por lo tanto, $§; es una suma de cuadrados de variables aleatorias con una distribucion
normal; por consiguiente, puede demostrarse que $S,/0” tiene una distribucién ji-cuadrada con N - 1 gra-
dos de libertad. Ademas, puede demostrarse que SS:/0° es una variable ji-cuadrada con N —a grados de li-
bertad y QUE S5 aamientos/0° €5 UNa variable ji-cuadrada con a — 1 grados de libertad si la hip6tesis nula Hy:r;
= 0 es verdadera. Sin embargo, las tres sumas de cuadrados no son necesariamente independientes, ya
que la suma de S8 amicnos ¥ 39 €8 551 El siguiente teorema, que es una forma especial de un teorema
atribuido a William Cochran, es 1itil para establecer la independencia de SS¢ ¥ SSpawmicntos-

’I'EOREMA‘}-Iooo.on.oooo.oo.oo.o.oon ------------------------------ PR
Teorema de Cochran
Sea Z; ignal a NID(0, 1) parai = 1,2, ..,vy

i Z}=Q +Q,+...+ @,

donde s < v,y Q, tiene v, grados de libertad (i = 1, 2, ..., 5). Entonces Q,, Q,, ..., Q, son variables aleatorias
ji-cuadrada independientes con v,, v,, ..., v, grados de libertad, respectivamente, si y s6lo si

v=vy +v,+... +v,

Puesto que los grados de libertad de SSpmienos Y S5 Suman N — 1, el nimero total de grados de liber-
tad, el teorema de Cochran implica que SSquamientoy/0” Y SS£/0° son variables aleatorias ji-cuadrada con

3 Referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.
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Tabla 3-3 Tabla de an4lisis de varianza para el modelo con un solo factor y efectos fijos

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variaci6n cuadrados libertad medio F,
MS,

Entre los tratamientos S8 rraramiontos = "z 7. -5y a-1 MSpaamionos T = W

i= E
Error (dentro de los 1
tratamientos) 88z =887 — S8 aemientos N-—a MS,
Total 8 =2 (0-5.) N-1

iml j=1

una distribucién independiente. Por lo tanto, si la hip6tesis nula de que no hay diferencias en las medias
de los tratamientos es verdadera, el cociente

FO = SSTratamiemos / (a_ 1) —_ MSTthumiemos (3_7)

SS./(N-a) ~MS,

se distribuye como F cona — 1y N —a grados de libertad. La ecuacién 3-7 es el estadistico de prueba para'
la hipétesis de que no hay diferencias en las medias de los tratamientos.-

Por los cuadrados medios esperados se observa que, en general, M, es un estimador insesgado de 6.
Asimismo, bajo 1a hip6tesis nula, MS,.mientos €5 UN estimador insesgado de ¢°. Sin embargo, si 1a hip6tesis
nula es falsa, el valor esperado de MS ., amienos €8 Mayor que o2, Por lo tanto, bajo la hip6tesis alternativa, el
valor esperado del numerador del estadistico de prueba (ecnacion 3-7) es mayor que el valor esperado del
denominador, y H, debera rechazarse para valores del estadistico de prueba que son muy grandes. Esto
implica una region critica de una sola cola superior. Por lo tanto, H, deber4 rechazarse y concluirse que
hay diferencias en las medias de los tratamientos si

F,>F

a,a-1,N—a
donde F se calcula con la ecuacién 3-7. De manera alternativa, podria usarse el enfoque del valor P para
tomar una decision.

Es posible obtener férmulas para calcular estas sumas de cuadrados reescribiendo y simplificando las
-definiciones de SStumientos ¥ 357 €1 12 ecuacién 3-6. Se obtiene asf

=33 - (3-8)

I =1 j=1

S Tratam\:utos = 2 (3-9)

La suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccién como
§S, =88, -SS (3-10)
El procedimiento de prueba se resume en la tabla 3-3. Se le conoce como tabla del anélisis de varianza.

Tratamientos

EJEMPL031.ll....'..'O'...'..'....'.l'..l...I‘.....'O...'t.....‘.t IIIIIII
El experimento de la resistencia a la tension

Para jlustrar el analisis de varianza, se retoma al e¢jemplo gque empez6 a comentarse en la seccién 3-1. Re-
cuerde que al ingeniero de desarrollo de productos le interesa determinar si el peso porcentual del algo-
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dén en una fibra sintética afecta la resistencia a la tensién, y ha llevado a cabo un experimento
completamente aleatorizado con cinco niveles del peso porcentual del algodon y cinco réplicas. Por con-
veniencia, a continuacion se repiten los datos de la tabla 3-1:

Resistencia a la tensién observada

Peso
porcentual (Ib/pulg?) Totales Pl'Ol'l'_lediOS
del algodén 1 2 3 4 5 Yi Yi
15 7 7 15 11 9 49 9.8
20 12 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 25 22 19 23 108 21.6 -
35 7 10 11 15 11 54 10.8

y =376 y. =15.04

Se usara el andlisis de varianza para probar Hyu, = u, = 4z = u4 = ps contra la hipétesis alternativa
H:algunas medias son diferentes. Las sumas de cuadrados requeridas se calculan como sigue:

(376)?

% 636.96

=(7)? +(7)* +(15)* + --- +(15)* +(11)* -
i o X
SSTrammientos - n ; y i. N

_1 vy 2, (376)° _ .
= [(49)" + -+ +(54) ] 25— = 47576

SSg = 587 =SS repamientos
= 636.96—475.76 = 161.20

Generalmente estos cdlculos se realizarian en una computadora, utilizando paquetes de software con la
capacidad de analizar datos de experimentos diseniados.

En la tabla 3-4 se resume el andlisis de varianza. Observe que el cuadrado medio entre los tratamien-
tos (118.94) es varias veces mayor que el cuadrado medio dentro de los tratamientos o cuadrado medio
del error (8.06). Esto indica que no es posible que las medias de los tratamientos sean iguales. En térmi-
nos mas formales, puede calcularse el cociente F, Fy = 118.94/8.06 = 14.76, y comparar este valor con un
punto porcentual apropiado de la cola superior de la distribucion F, . Suponga que ¢l experimentador
ha seleccionado a = 0.05. En la tabla IV del apéndice se encuentra que Fyos 4 2 = 2.87. Puesto que F, =
14.76 > 2.87, se rechaza H, y se concluye que las medias de los tratamientos difieren; es decir, ¢l peso por-
centual del algoddn en la fibra afecta de manera significativa la resistencia a la tensién media. También

Tabla 3-4 Anilisis de varianza de los datos de la resistencia a la tensién

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Peso porcentual del algodén 475.76 4 118.94 Fy=14.76 =0.01
Error 161.20 20 8.06

Total 636.96 24
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Figura 3-3 La distribucién de referencia (F, ;) para el estadistico de
prueba F; en el ejemplo 3-1.

podria calcularse un valor P para este estadistico de prueba. En la figura 3-3 se muestra la distribucion de
referencia (F, ,,) para el estadistico de prueba F,. Evidentemente, el valor P es muy pequefio en este caso.
Puesto que Fy g, 4 2 = 4.43y F, > 4.43, puede concluirse que un limite superior del valor P es 0.01; es decir,
P < 0.01 (el valor P exacto es P = 9.11 x 10°).

P R R R R R N N R I NN A SR N N R S R A BN R SN S R R A S AN SR

" Calculos manuales
Posiblemente el lector haya notado que la suma de cuadrados se defini6 en términos de promedios; es de-
cir, por la ecuacién 3-6,

SSTmtamienms = nz (yl - y )2
i=1

pero las formulas de célculo se desarrollaron utilizando los totales. Por ejemplo, para calcular $So, .micatoss
se usarfa la ecuacion 3-9:

SS'I‘mtamicntns = l 2 y2 - y_
n i=1
La razén principal de esto es por convemenma, ademds, los totales y;, yy_estan menos sujetos al error de
redondeo que los promedios y; y y..

En general, no deber4 prestarse demasiada atencion a los clculos, ya que se cuenta con una amplia
variedad de programas de computadora para realizarlos. Estos programas de computadora son también
utiles para realizar muchos otros analisis asociados con el disefio experimental (como el anilisis residual y
la verificacion de la adecuacion del modelo). En muchos casos, estos programas también ayudarén al ex-
perimentador a establecer el disefio.

Cuando es necesario realizar los cilculos manualmente, en ocasiones es ttil codificar las observacio-
nes. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO3,2.............................................................

Codificaci6n de observaciones
Los calculos del anélisis de varianza pueden hacerse con frecuencia de manera més precisa o simplificada
codificando las observaciones. Por ejemplo, considere los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo
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Tabla 3-5 Datos codificados de la resistencia a la tensi6n del ejemplo 3-2

Peso Observaciones
porcentual Totales
del algodén 1 2 3 4 3 Y
15 - -8 -8 0 -4 -6 26
20 -3 2 -3 3 3 2
25 -1 3 3 4 4 13
30 4 10 7 4 8 33
35 -8 -5 —4 0 ~4 =21

3-1. Suponga que se resta 15 de cada observacion. Los datos codificados se muestran en la tabla 3-5. Es
sencillo verificar que

88y = (=8)" +(=8)" + - +(=4)* = % = 636.96
(267 +() (=21 (1Y

Tratamientos 5 25

SS = 47576

§S, =161.20

Al comparar estas sumas de cuadrados con las que se obtuvieron en el ejemplo 3-1, se observa que al res-
tar una constante de los datos originales las sumas de cuadrados no se modifican.

Suponga ahora que cada una de las observaciones del ejemplo 3-1 se multiplica por 2. Es sencillo veri-
ficar que las sumas de cuadrados de los datos transformados son $S; = 2547.84, SS1aamicntes = 1903.04 y
S5 = 644.80. Estas sumas de cuadrados parecen diferir considerablemente de las que se obtuvieron en €l
ejemplo 3-1. Sin embargo, si se dividen por 4 (es decir, 2%), los resultados son idénticos, Por ejemplo, para
la suma de cuadrados de los tratamientos, 1903.04/4 = 475.76. Asimismo, para los datos codificados, el
cociente F es F = (1903.04/4)/(644.80/20) = 14.76, que es idéntico al cociente F de los datos originales.
Por lo tanto, los andlisis de varianza son equivalentes.

Pruebas de aleatorizacién y anélisis de varianza _

En el desarrollo del anélisis de varianza con la prueba F, se ha utilizado el supuesto de que los errores
aleatorios ¢; son variables aleatorias que siguen una distribucién normal e independiente. También es po-
sible justificar la prueba F como la aproximacién de una prueba de aleatorizacién. Para ilustrar esto, su-
ponga que se tienen cinco observaciones de cada uno de dos tratamientos y que quiere probarse la
igualdad de las medias de los tratamientos. Los datos aparecerian asi:

Tratamiento 1  Tratamiento 2

Yu Ya
Yz Y2
Vi3 Y2
Yis Yu
Yis Yas

Podria usarse el anélisis de varianza con la prueba F para probar Hyu, = u,. De manera alternativa, po-
dria recurrirse a un enfoque un tanto diferente. Suponga que se consideran todas las formas posibles de
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asignar los 10 nimeros de la muestra anterior a los dos tratamientos. Hay 10!/515! = 252 arreglos posibles
de las 10 observaciones. Si no hay ninguna diferencia en las medias de los tratamientos, los 252 arreglos
son igualmente posibles. Para cada uno de los 252 arreglos, se calcula el valor del estadistico F usando la
ecuacién 3-7. A la distribucién de estos valores F se le llama distribucién de aleatorizacién, y un valor
grande de Findica que los datos no son consistentes con la hipGtesis Hy:u, = u,. Por ejemplo, si el valor de
F que se observd realmente fue excedido sélo por 5 de los valores de la distribucién de aleatorizacién, esto
correspondetia con el rechazo de Hyu, = u, con un nivel de significacién de @ = 5/252 = 0.0198 (o
1.98%). Observe que no es necesario ningdn supuesto de normalidad en este enfoque.

La dificultad con este enfoque es que, incluso en problemas relativamente pequefios, los célculos re-
queridos hacen inviable la enumeracion de la distribucion de aleatorizacién exacta. Sin embargo, nume-
rosos estudios han demostrado que la distribucién F comin de la teoria normal es una buena
aproximacion de la distribucién de aleatorizacién exacta. Por lo tanto, incluso sin el supuesto de normali-
dad, la prueba F puede considerarse como una aproximacién de la prueba de aleatorizacion. Para mas de-
talles sobre las pruebas de aleatorizacién en ¢l andlisis de varianza, ver Box, Hunter y Hunter [18].

3-3.3 Estimacién de los pardmetros del modelo
Se presentan ahora los estimadores de los pardmetros del modelo con un solo factor
Yy =putT, teE;

y los intervalos de confianza para las medias de los tratamientos. M4s adelante se demostrara que estima-
dores razonables de la media global y de los efectos de los tratamientos estin dados por

¢ ]

o~

. (3-11)
i=yi._y,_’ i=1,2,...,a

Estos estimadores poseen un considerable atractivo intuitivo; observe que la media global se estima con
el gran promedio de las observaciones y que el efecto de cnalquier tratamiento no es sino la diferencia en-
tre el promedio del tratamiento y el gran promedio.

Es posible determinar con facilidad una estimacion del intervalo de confianza de la media del trata-
miento i-ésimo. La media del tratamiento i-ésimo es

H;=putr,

Un estimador puntual de u; seria fi, = i+1%, = y, . Ahora bien, si se supone que los errores siguen una dis-
tribucion normal, caday, es una NID(u,, 0%/n). Por lo tanto, si ¢” fuera conocida, podria usarse la distribu-
ci6n normal para definir el intervalo de confianza. Al utilizar MS; como estimador de ¢?, el intervalo de
confianza se basaria en la distribucién z. Por lo tanto, un intervalo de confianza de 100(1 T a) por ciento
para la media u, del tratamiento i-ésimo es ‘

M3, M3,

Vi —Ya2N-a P =Y, o nea n

(3-12)

Un intervalo de confianza de 100(1 — ) por ciento para la diferencia en las medias de dos tratamientos
cualesquiera, por ejemplo u; - u;, seria

2MS, L 2MS,
SEU—pEY, =Y v, n

(3-13)

y.— yj. ~lejaN-a
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Utilizando los datos del ejemplo 3-1 pueden encontrarse las estimaciones de la media global y de los efec-
tos de los tratamientos como 2 = 376/25 = 15.04 y

$,=9 -5 = 9.80-1504=-524
£, =3, - =1540—1504=+0.36
2, =y, —y =17.60—1504=—2.56
£, =3, —7 =21.60—-1504=+6.56

a

=¥ =10.80-15.04=—-4.24

5=

e
A

Un intervalo de confianza de 95% para la media del tratamiento 4 (30% de algodén) se calcula con la

ecuacién 3-12 como
21.60- 2.086"8'—;)6 =u, =21.60+2.086 8—26

21.60-2.65< u, < 21.60+2.65

Por lo tanto, el intervalo de confianza de 95% deseado es 18.95 < u, < 24.25,

Intetvalos de confianza simultineos

Las expresiones para los intervalos de confianza dados en las ecuaciones 3-12 y 3-13 son intervalos de con-
fianza uno a la vez. Es decir, el nivel de confianza 1 -« s6lo se aplica a una estimacion particular. Sin em-
bargo, en muchos problemas, el experimentador tal vez quiera calcular varios intervalos de confianza,
uno para cada una de varias medias o diferencias entre medias. Si hay interés en r de estos intervalos de
confianza de 100(1 —a) por ciento, la probabilidad de que los r intervalos sean correctos simultdneamen-
te es al menos 1-ra. Ala probabilidad ra se le llama con frecuencia indice de error en el modo del experi-
mento o coeficiente de confianza global. El nimero de intervalos 7 no tiene que ser muy grande antes de
que el conjunto de intervalos de confianza se vuelva relativamente falto de informacién. Por ejemplo, si
hayr =5 intervalos y @ = 0.05 (una eleccion tipica), el nivel de confianza simultaneo para el conjunto de
los cinco intervalos de confianza es de al menos 0.75, y sir = 10y a = 0.05, el nivel de confianza simulta-
neo es de al menos 0.50.

Un enfoque para asegurarse de que el nivel de confianza simultdneo no sea demasiado pequefio es
sustituir @/2 con a/(2r) en las ecuaciones 3-12y 3-13 del intervalo de confianza uno a la vez. A éste se le lla-
ma el método de Bonferroni, y le permite al experimentador construir un conjunto de r intervalos de con-
fianza simulténeos para las medias de los tratamientos o las diferencias en las medias de los tratamientos
para los que el nivel de confianza global es de al menos 100(1 —a) por ciento. Cuando r no es muy grande,
éste es un método muy atinado que produce intervalos de confianza razonablemente cortos. Para més in-
formacién, referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.

3-3.4 Datos no balanceados

En algunos experimentos con un solo factor, puede ser diferente el nimero de observaciones que se ha-
cen dentro de cada tratamiento. Se dice entonces que el diseiio es no balanceado. Sigue siendo posible
aplicar el anélisis de varianza descrito arriba, pero deben hacerse ligeras modificaciones en las férmulas
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de las sumas de cuadrados. Sea que se hagan n, observaciones bajo el tratamientoi (i = 1,2, ..., @) y que
N = X{_n,. Las formulas para calcular manualmente $S; ¥ $81raumienos quedan como

a 2
SSp =3 y;_% (3-14)

i=1 j=1

a 2 2
Yi Y.
SSTratamientos = n__ W . (3-15)

. i=1 i
No se requieren més cambios en el analisis de varianza.

Hay dos ventajas al elegir un disefio balanceado. Primera, el estadistico de prueba es relativamente
insensible a las desviaciones pequeias del supuesto de la igualdad de las varianzas de los a tratamientos
cuando los tamaifios de las muestras son iguales. No es éste el caso cuando los tamafios de las muestras son
diferentes. Segunda, la potencia de la prueba se maximiza cuando las muestras tienen el mismo tamafio.

3.4 VERIFICACION DE LA ADECUACION DEL MODELO

La descomposicion de la variabilidad presente en las observaciones mediante la identidad del anélisis de
varianza (ecuacién 3-6) es una relacién puramente algebraica. Sin embargo, el uso de la particién para
probar formalmente que no hay diferencias en las medias de los tratamientos requiere que se satisfagan
ciertos supuestos. Especificamente, estos supuestos son que el modelo
Yy =+t +E;

describe de manera adecuada las observaciones, y que los errores siguen una distribucion normal e inde-
pendiente con media cero y varianza ¢° constante pero desconocida. Si estos supuestos se satisfacen, el
procedimiento del anlisis de varianza es una prueba exacta de la hip6tesis de que no hay diferencias en
las medias de los tratamientos.

Sin embargo, es comtin que en la préctica estos supuestos no se satisfagan exactamente. Por consi-
guiente, en general no es prudente confiar en el andlisis de varianza hasta haber verificado estos supues-
tos. Las violaciones de los supuestos béasicos y la adecuacién del modelo pueden investigarse con facilidad
mediante el examen de los residuales. El residual de la observacion j-ésima en el tratamiento i-€simo se

define como

€=~ | (3-16)
donde §; es una estimaci6n de la observaci6n y; correspondiente que se obtiene como sigue:
$y = h+e,
=5 +(3.-7.)
=Y (3-17)

Ia ecuaci6én 3-17 da el resultado intuitivamente claro de que la estimacién de cualquier observacion en el
tratamiento i-ésimo no es sino el promedio del tratamiento correspondiente.

El examen de los residuales deber4 ser una parte automatica de cualquier anélisis de varianza. Si el
modelo es adecuado, los residuales deberén estar sin estructura; es decir, no deberan contener patrones
obvios. A través de un estudio de los residuales, pueden descubrirse muchos tipos de inadecuaciones del
modelo y violaciones de los supuestos subyacentes. En esta secci6n se indica cémo puede hacerse con fa-
cilidad la verificacién de diagnostico del modelo mediante el andlisis grafico de los residuales y c6mo re-
solver varias anormalidades que ocurren cominmente.
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3-4.1 El supuesto de normalidad

Laverificacion del supuesto de normalidad podria hacerse graficando un histograma de los residuales. Si
se satisface el supuesto de NID(0, %) para los errores, esta grafica debera aparecer como una muestra de
una distribucion normal con centro en cero. Desafortunadamente, cuando se trabaja con muestras pe-
queiias, suelen ocurrir fluctuaciones significativas, por lo que la aparicién de una desviacién moderada de
la normalidad no implica necesariamente una violacion seria de los supuestos. Las desviaciones marcadas
de la normalidad son potencialmente serias y requieren andlisis adicional.

Un procedimiento en extremo 1til es construir una grafica de probabilidad normal de los residuales.
Recuerde que en el capitulo 2 se utilizé una grafica de probabilidad normal de los datos originales para
verificar el supuesto de normalidad cuando se usé la prueba t. En el analisis de varianza, por lo general es
mas eficaz (y directo) hacer lo mismo con los residuales. Si la distribucién fundamental de los errores es
normal, esta gréfica tendra la apariencia de una linea recta. Para visualizar la linea recta, debera prestarse
mas atencion a los valores centrales de la grafica que a los valores extremos.

En la tabla 3-6 se muestran los datos originales y los residuales de los datos de la resistencia a la ten-
sion del ejemplo 3-1. La grafica de probabilidad normal se muestra en la figura 3-4. La impresion general
que surge al examinar esta representacion es que la distribucién de los errores puede tener un ligero ses-
go, con la cola derecha siendo mas larga que la izquierda. La tendencia de la gréfica de probabilidad nor-
mal a curvarse hacia abajo ligeramente del lado izquierdo, implica que la cola izquierda de la distribucion
de los errores sea un tanto mas delgada de lo que se anticiparia con una distribucion normal; s decir, los
residuales negativos no son tan grandes (en valor absoluto) como se esperaba. Sin embargo, esta grafica
no muestra una desviacién marcada de la distribucién normal.

En general, las desviaciones moderadas de la normalidad no-son motivo de gran preocupacion en el
anélisis de varianza de efectos fijos (recuerde el anlisis de las pruebas de aleatorizacién de la seccién 3-3.2).
Una distribucién de los errores que tiene colas considerablemente més gruesas o delgadas que la distribu-
cién normal es motivo de mayor preocupacion que una distribucién sesgada. Puesto que la prueba F sélo se
afecta ligeramente, se dice que el andlisis de varianza (y los procedimientos relacionados como las compa-
raciones miltiples) es robusto con respecto al supuesto de normalidad. Las desviaciones de la normalidad
hacen por lo general que tanto el verdadero nivel de significacién como la verdadera potencia difieran lige-
ramente de los valores anunciados, con la potencia siendo generalmente m4s baja. El modelo de los efectos
aleatorios que se revisard en el capitulo 12 se afecta en forma mas severa por la no normalidad.

Tabla 3.6 Datos y residuales del ejemplo 3-1¢

Peso . p
porcentual Observaciones (j)
del algodén 1 2 3 4 5 y =¥
|-2.8 |28 | 52 | 12 [0
15 7 (%) 7 (19 15 (25) 11 (12) 9 ® 9.8
[-34 | 16 [-3.4 | 26 [ 26
20 12 (8) 17 (14) 12 (1) 18 (11 19 3 154
|-3.6 [ 04 [ 04 | 14 [ 14
25 14 (18) 18 (13) 18 (20) 19 (D 19 O 17.6
[-2.6 | 34 [ 04 —26 | 14
30 19 (22) 25  (5) 22 (2) 19 (24) 23 (10) 21.6
|-3.8 [-08 | 02 | 42 [ 02
35 7 M 10 (21) 1 @ 15 (16) 11 (23) 10.8
“Los residuales se indican en el recuadro de cada celda. Los nlimeros entre paréntesis indican el orden en que se recolectaron los datos.
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Figura 3-4 Griéfica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 3-1.

Una anomalia muy comfin que suele ponerse de manifiesto en las graficas de probabilidad normal es
un residual que es mucho més grande que cualquier otro. A un residual asi se le llama con frecuencia pun-
to atipico. La presencia de uno o mas puntos atipicos puede introducir serias distorsiones en ¢l andlisis de
varianza, por lo que cuando se localiza un punto atipico potencial, se requiere una investigacion atenta.
En muchas ocasiones, la causa del punto atipico es un error en los calculos o un error al codificar o copiar
los datos. Si no es ésta la causa, las circunstancias experimentales que rodean esta corrida particular de-
ben estudiarse con atencion. Si la respuesta atipica ocurre en un valor particularmente deseable (alta re-
sistencia, costo bajo, et¢.), el punto atipico puede ser mds informativo que el resto de los datos. Debera
tenerse cuidado de no rechazar o descartar una observacion atipica a menos que se tengan razones no es-
tadisticas de peso para hacerlo. En el peor de los casos, puede terminarse con dos anélisis; uno con el pun-
to atipico y uno sin €l

Existen varios procedimientos estadisticos formales para detectar puntos atipicos (por ejemplo, ver
Barnetty Lewis [8], John y Prescott [60] y Stefansky [107]). Puede hacerse una verificacién aproximada de

los puntos atipicos examinando los residuales estandarizados
e,
d, = —— - (3-18)

i~ [MS,
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Si los errores £; son N(0, 0°), los residuales estandarizados deberén ser aproximadamente normales con
media cero y varianza unitaria, Por lo tanto, cerca de 68% de los residuales estandarizados deberin estar
incluidos dentro de los limites *1, cerca de 95% de ellos deberén estar incluidos dentro de +2 y virtual-
mente todos ellos deberdn estar incluidos dentro de +3. Un residual mayor que 3 o 4 desviaciones est4n-
dar a partir de cero es un punto atipico potencial.

Para los datos de la resistencia a la tensi6n del ejemplo 3-1, la gréfica de probabilidad normal no pro-
duce indicio alguno de puntos atipicos. Ademads, el residual estandarizado mayor es

e, _ 52 52

= == 183
JMS_ 306 2.84

dy, =

el cual no debera ser motivo de preocupacién,

3-4.2 Griéfica de los residuales en secuencia en el tiempo

La graficacion de los residuales en el orden temporal de la recoleccion de los datos es 1itil para detectar
correlaciones entre los residuales. Una tendencia a tener corridas de residuales positivos y negativos indi-
ca una correlacion positiva. Esto implicaria que el supuesto de independencia de los errores ha sido viola-
do. Se trata de un problema potencialmente serio y cuya soluci6n es dificil, por lo que de ser posible es
importante evitar el problema cuando se colecten los datos. La aleatorizacién adecuada del experimento
€s un paso importante para conseguir la independencia.

En ocasiones las habilidades del experimentador (o los sujetos) pueden cambiar conforme el experi-
mento avanza, o el proceso bajo estudio puede “vagar sin rumbo” o volverse més erratico. Esto producira
con frecuencia un cambio en la varianza del ervor con el tiempo. Esta condicién suele llevar a una grifica
de los residuales contra el tiempo que muestra una dispersién mayor en uno de sus extremos que en el
otro. Una varianza no constante es un problema potencialmente serio. En las secciones 3-4.3 y 3-4.4 se
abundara sobre el tema.

En la tabla 3-6 se muestran los residuales y la secuencia en el tiempo de la recoleccion de los datos
para el experimento de la resistencia a la tensién. En la figura 3-5 se presenta una grifica de estos residua-
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Figura 3-3 Grifica de los residuales contra el tiempo.
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les contra el tiempo. No hay razén para sospechar cualquier violacién de los supuestos de independencia
o de una varianza constante.

3.4.3 Grafica de los residuales contra los valores ajustados

Si el modelo es correcto y se satisfacen los supuestos, los residuales deberédn estar sin estructura; en par-
ticular, no deberén estar relacionados con ninguna otra variable, incluyendo la respuesta predicha. Una
verificacién simple es graficar los residuales contra los valores ajustados ;. (Para el modelo de un experi-
mento con un solo factor, recuerde que $, =y;, el promedio del tratamiento i-ésimo.) Esta grafica no de-
bera mostrar ningin patrén obvio. En la figura 3-6 se grafican los residuales contra los valores ajustados
para los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1. No es evidente ninguna estructura inusual.

Un defecto que sale a relucir en ocasiones en esta grafica es una varianza no constante. En ocasiones la
varianza de las observaciones se incrementa cuando la magnitud de 1a observacién se incrementa. Este serfa
el caso si el error o ruido de fondo del experimento fuera un porcentaje constante de la magnitud de la ob-
servacion. (Esto ocurre comiinmente con muchos instrumentos de medicion; el error es un porcentaje de la
escala de medicion.) Si éste fuera el caso, los residuales se harian mayores conforme y; se hiciera més gran-
de, y 1a grifica de los residuales contray, se veria como un embudo o un megéfono con la boca hacia afuera.
Una varianza no constante también surge en los casos en que los datos siguen una distribucién no normal,
sesgada, porque en las distribuciones sesgadas la varianza tiende a ser una funcién de la media.

Si se viola el supuesto de la homogeneidad de las varianzas, 1a prueba F sélo resulta afectada ligera-
mente en el modelo balanceado (el mismo tamaiio de la muestra en todos los tratamientos) con efectos fi-
jos. Sin embargo, en disefios no balanceados o en casos en que una de las varianzas es considerablemente
més grande que las demis, el problema es mas grave. Especificamente, si los niveles del factor que tienen
las varianzas mayores corresponden también con los tamafios de las muestras mas pequeiios, el indice de
error tipo I real es mayor que lo previsto (o los intervalos de confianza tienen niveles de confianza reales
més bajos que los que fueron especificados). Reciprocamente, si los niveles del factor con las varianzas
mayores tienen también los tamafios de las muestras mayores, los niveles de significacion son mucho me-
nores que lo anticipado (los niveles de confianza son més altos). Fsta es una buena raz6n para escoger ta-
maiios de las muestras ignales siempre que sea posible. Para los modelos con efectos aleatorios, las
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Figura 3-6  Gréfica de los residuales contra los valores ajustados.
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varianzas del error diferentes pueden introducir alteraciones significativas en las inferencias sobre los
componentes de la varianza, incluso cuando se usan discfios balanceados.

El enfoque usual para abordar el problema de una varianza no constante que ocurre por las razones
expuestas antes consiste en aplicar una transformacién para estabilizar la varianza para correr después
el andlisis de varianza en los datos transformados. En este enfoque, debera tenerse presente que las con-
clusiones del anélisis de varianza se aplican a las poblaciones transformadas.

Se han dedicado considerables esfuerzos de investigacion a la seleccién de una transformacién ade-
cuada. Si los experimentadores conocen la distribucién teérica de las observaciones, pueden hacer uso de
esta informacién para elegir la transformacién. Por ejemplo, si las observaciones siguen la distribucién de
Poisson, se usaria la transformacién de la rafz cuadrada y; = M oy, = J1+ ¥, - Silos datos siguen la
distribucion lognormal, la transformacién logaritmica y; = log y, es adecuada. Para datos binomiales ex-
presados como fracciones, la transformacién arcsen y; = arcsen‘/y_ij es til. Cuando no hay una transfor-
macién obvia, el experimentador realizara por lo general la bisqueda empfrica de una transformacién
que iguale la varianza independientemente del valor de la media. Al final de esta seccién se ofrecen algu-
nos consejos al respecto. En los experimentos factoriales, los cuales se introducen en el capitulo 5, otro
enfoque es seleccionar una transformacién que minimice el cuadrado medio de las interacciones, siendo
el resultado un experimento cuya interpretacién es mis sencilla. En el capitulo 14 se revisan con mayor
detalle los métodos para seleccionar analiticamente la forma de la transformacién. Las transformaciones
que se hacen para la desigualdad de la varianza afectan también la forma de la distribucién del error. En
la mayoria de los casos, la transformacién hace que la distribuci6n del error esté mas cerca de la distribu-
cién normal. Para més detalles sobre las transformaciones, referirse a Bartlett [7], Box y Cox [15], Dolby
[38] y Draper y Hunter [39].

Pruebas estadisticas para la igualdad de la varianza
Aun cuando es frecuente el uso de las graficas residuales para diagnosticar la desigualdad de la varianza,
se han propuesto también varias pruebas estadisticas. Estas pruebas pueden considerarse.como pruebas
formales de las hip6tesis

H,:.g!=0}=-.=0?

H,: el enunciado anterior no es verdadero para al menos una g’

Un procedimiento muy utilizado es la prueba de Bartlett. El procedimiento incluye el calculo de un
estadistico cuya distribucién de muestreo est4 aproximada muy de cerca por la distribucién ji-cuadrada
cona -1 grados de libertad cuando las @ muestras aleatorias son de poblaciones normales independien-
tes. El estadistico de prueba es '

ri= 2.3026% | (3-19)

donde

a

qg=(N-a)log, Sﬁ - 2 (n,—1)log,, Slz

i=1

1 a
c=1+3(a_1) ; (n,=1)" —(N—a)"
> (=1)s;
SZ = i=1
P N-a

y S es la varianza muestral de la poblacién i-ésima.
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La cantidad q es grande cuando la diferencia entre las varianzas muestrales S es considerablemente
grande, y es igual a cero cuando todas las S? son iguales. Por lo tanto, H, debera rechazarse para los valo-
res de x; que sean muy grandes; es decir, se rechaza H, s6lo cuando

2 2
XD P xa,a—l

donde x2 ,_, es el punto porcentual & superior de la distribucién ji-cuadrada con a - 1 grados de libertad.
También podria usarse el enfoque del valor P para tomar una decision.

La prueba de Bartlett es muy sensible al supuesto de normalidad. Por consiguiente, cuando la validez
de este supuesto estd en duda, no deberd usarse la prueba de Bartlett.

EJEMPLO 34 « -+« PR R R R R R R R R NI I cesedssancanas

Ya que el supuesto de normalidad no esta en entredicho, la prueba de Bartlett puede aplicarse a los datos
de la resistencia a la tension del experimento del peso porcentual de algodén del ejemplo 3-1. Se calculan
primero las varianzas muestrales de cada tratamientoy se encuentra que S? = 11.2,5; = 9.8, 57 =4.3,5;
= 6.8y S; = 82. Entonces

512 4(11.2)+4(9.8)+4(24(t).3)+4(6.8)+4(8.2) 806

g = 20log,,(8.06)— 4{log,, 11.2+log,, 9.8+log,, 4.3+log,, 6.8+1log,, 8.2]=0.45

y el estadistico de prueba es

(0.45)

=2,
30260 ——= (L10)

=0.93

Puesto que x; o5 4 = 9.49, no puede rechazarse la hipdtesis nula y s¢ concluye que las cinco varianzas son
iguales. Se trata de la misma conclusion a la que se lleg6 al analizar la grifica de los residuales contra los
valores ajustados.

Debido a que la prueba de Bartlett es sensible al supuesto de normalidad, puede haber sitvaciones en
las que serfa titil un procedimiento alternativo. Andersony McLean [2] presentan una atinada revision de
algunas pruebas estadisticas de la igualdad de la varianza. La prueba de Levene modificada (ver Levene
[72]y Conover, Johnson y Johnson [31]) es un procedimiento muy ttil que es robusto en cuanto alas des-
viaciones de la normalidad. Para probar la hip6tesis de que las varianzas son ignales en todos los trata-
mientos, la prueba de Levene modificada utiliza la desviacion absoluta de las observaciones y; de cada
tratamiento de la mediana de los tratamientos, por ejemplo ¥,. Sea que estas desviaciones se denoten por

=172
i =Y~ y,I] L2 .

La prueba de Levene modificada evalda entonces si la media de estas desviaciones es igual o no para to-
dos los tratamientos. Cuando las desviaciones medias son iguales, las varianzas de las observaciones de
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Tabla 3.7 Datos de la descarga pico

Método de
estimacion Observaciones ¥, ¥ S,
1 0.34 0.12 1.23 0.70 1.75 0.12 0.71 0.520 0.66
2 0.91 2.94 2.14 2.36 2.86 4.55 2.63 2.610 1.09
3 6.31 8.37 9.75 6.09 9.82 7.24 7.93 7.805 1.66
4 17.15 11.82 10.95 17.20 14.35 16.82 14.72 15.59 2.77
Método de
estimacion Desviaciones d; para la prueba de Levene modificada
1 0.18 0.40 0.71 0.18 1.23 0.40
2 1.70 0.33 047 0.25 0.25 1.94
3 1.495 0.565 1.945 1.715 2.015 0.565
4 1.56 3.77 4.64 1.61 1.24 1.23

todos los tratamientos seran iguales. El estadistico de prueba para la prueba de Levene es simplemente €l
estadistico F ANOVA usual para probar la igualdad de las medias que se aplica a las desviaciones absolutas.

EJEMPLO3_5.. .................. ves s s e s s s s s sees s s e s s a s s san e

Un ingeniero civil est4 interesado en determinar si cuatro métodos diferentes para estimar la frecuencia
de las inundaciones producen estimaciones equivalentes de la descarga pico cuando se aplican a la misma
cuenca. Cada procedimiento se usa seis veces en la cuenca, y los datos de las descargas resultantes (en
pies cibicos por segundo) se muestran en la parte superior de la tabla 3-7. El anélisis de varianza de los
datos, el cual se resume en la tabla 3-8, implica que hay una diferencia en las estimaciones de la descarga
pico promedio obtenidas en los cuatro procedimientos. La grifica de los residuales contra los valores
ajustados, la cual se muestra en la figura 3-7, es preocupante porque la forma de embudo con la boca ha-
cia afuera indica que no se satisface el supuesto de una varianza constante.

Se aplicar4 la prueba de Levene modificada a los datos de la descarga pico. La parte superior de la ta-
bla 3-7 contiene las medianas de los tratamientos ¥, y la parte inferior contiene las desviaciones d; alrede-
dor de las medianas. La prueba de Levene consiste en realizar un analisis de varianza estindar en las dj;.
El estadistico de prueba F que resulta en este caso es F, = 4.55, para el cual el valor Pes P = 0.0137. Porlo
tanto, la prueba de Levene rechaza la hip6tesis nula de que las varianzas son iguales, coincidiendo en
esencia con el diagnéstico que se hizo a partir del examen visual de la figura 3-7. Los datos de la descarga
pico son un buen candidato para una transformacién de datos.

Seleccién empirica de una transformacién
Se sefald ya que si los experimentadores conocieran la relacién entre la varianza de las observacionesy la
media, podrian usar esta informacién como guia para la seleccién de la forma de la transformacion. Se

Tabla 3.8 Anélisis de varianza de los datos de la descarga pico

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Métodos 708.3471 3 236.1157 76.07 <0.001
Error 62.0811 20 3.1041 '

Total 770.4282 23
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Figura 3-7 Gréfica de los residuales contra §, para el
ejemplo 3-5.

desarrolla ahora este puntoy se presenta un método para seleccionar empiricamente la forma de la trans-
formacion requerida de los datos.

Sea E(y) = 1 lamedia dey, y suponga que la desviacion estindar de y es proporcional a una potencia
de la media de y tal que

a
o, U

Quiere encontrarse una transformacion de y que produzca una varianza constante. Suponga que la trans-
formacién es una potencia de los datos originales, por ejemplo

yr=yt (3-20)
Puede demostrarse entonces que '
0. xptet (3-21)

Evidentemente, si se hace A = 1 — ¢, la varianza de los datos transformados y* es constante.

En la tabla 3-9 se resumen varias de las transformaciones comunes analizadas anteriormente. Obser-
ve que A = 0 implica la transformacién logaritmica. Estas transformaciones se enlistan en €l orden de
fuerza creciente. Por fuerza de una transformacion se entiende la cantidad de curvatura que induce. Una
transformacion suave aplicada a datos que se extienden en un rango estrecho tiene escaso efecto sobre el

Tabla 39 Transformaciones para estabilizar la varianza
Relacion entre

ayu a A=l-a Transformacién Comentario

0, « constante 0 1 Sin transformacion

g, xu? 1/2 12 Raiz cuadrada Datos (nimeros) de Poisson
g, % 1 0 Log

ai oyl 312 -1/2 Raiz cuadrada reciproca

g, o« u 2 -1 Reciproco
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Figura3-8 Grifica de log S; contra logy, paralos datos de
la descarga pico del ejemplo 3-5.

anélisis, mientras que una transformacion fuerte aplicada en un rango amplio puede tener resultados dra-
maéticos. Con frecuencia las transformaciones tienen escaso efecto a menos que el cociente yp,g/ymm S€a
mayor que 2 o 3.

En muchas situaciones de disefio experimental en las que se usan réplicas, a puede estimarse empiri-
camente a partir de los datos. Puesto que la combinacién i-ésimo de los tratamientos o, « ui = 6u{,
donde 8 es una constante de proporcionalidad, pueden tomarse logaritmos para obtener

loga, =logf+alogu, : (3-22)

Por lo tanto, una gréfica de log g, contra logy; serfa una linea recta con pendiente a.. Puesto que no se co-
nocen o, yu;, pueden sustituirse estimaciones razonables de ellos en la ecuacién 3-22 y usar la pendiente
del ajuste de la linea recta resultante como estimacion de a. De manera tipica, se usaria la desviacion es-
tandar S, y el promedio y; del tratamiento i-€simo (0, en términos més generales, la combinacion i-ésima
de los tratamientos o conjunto de condiciones experimentales) para estimar o, y u;. .

Para investigar la posibilidad de usar una transformaci6n para estabilizar la varianza en los datos de
la descarga pico del ejemplo 3-5, en la figura 3-8 se grafica log S; contra logy; . La pendiente de la recta que
pasa por estos cuatro puntos esté cerca de 1/2y, por la tabla 3-9, esto implica que la transformacion de la
raiz cuadrada puede ser apropiada. El anélisis de varianza de los datos transformados y* = vy se presenta
en la tabla 3-10, y en la figura 3-9 se muestra una grafica de los residuales contra la respuesta predicha.
Esta grafica residual muestra una mejoria sensible en comparacion con la figura 3-7, por lo que se conclu-

Tabla 3-10 Andlisis de varianza de los datos transformados de la descarga pico, y* = vy

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Métodos 32.6842 3 10.8947 76.99 <0.001
Error 2.6884 19 0.1415

Total 35.3726 22
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Figura 3-9 Grafica de los residuales de los datos transfor-
mados contra ¥; para los datos de la descarga pico del ejem-
plo 3-5.

ye que la transformacion de la rajz cuadrada ha sido 1til. Observe que en la tabla 3-10 se han reducido los
grados de libertad del error en 1 para tomar en consideracién el uso de los datos para estimar el pardme-
tro de la transformacién a. _

En la prictica, muchos experimentadores seleccionan la forma de la transformacion probando varias
alternativas y observando el efecto de cada transformacién en la grafica de los residuales contra la res-
puesta predicha. Entonces se selecciona la transformacion que produjo la gréfica residual més satisfactoria.

3.4.4 Grificas de los residuales contra otras variables

Si se han recolectado datos de cualesquiera otras variables que posiblemente pudieran afectar la respues-
ta, los residuales deberén graficarse contra estas variables. Por ejemplo, en el experimento de la resisten-
cia a ]a tension del ejemplo 3-1, 1a resistencia puede ser afectada de manera significativa por el espesor de
la fibra, por lo que los residuales deberdn graficarse contra el espesor de la fibra. Si se usaron diferentes
maquinas de prueba para recolectar los datos, los residuales deberéan graficarse contra las maquinas. Los
patrones en tales graficas residuales implican que la variable afecta la respuesta. Esto sugiere que la varia-
ble deberia controlarse con mayor atencion en experimentos futuros o que deberfa incluirse en el analisis.

3.5 INTERPRETACION PRACTICA DE LOS RESULTADOS

Después de realizar el experimento, llevar a cabo el analisis estadistico e investigar los supuestos funda-
mentales, el experimentador esta listo para sacar conclusiones précticas acerca del problema bajo estu-
dio. Muchas veces esto es relativamente ficil, y ciertamente en los experimentos sencillos que se han
considerado hasta este punto, esto podria hacerse de manera un tanto informal, tal vez mediante la ins-
peccidn de las representaciones gréficas, como los diagramas de cajay el diagrama de dispersi6n de las fi-
guras 3-1y 3-2. Sin embargo, en algunos casos es necesario aplicar técnicas mas formales. En esta seccién
se presentaran algunas de ellas.
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3-5.1 Un modelo de regresiéon

Los factores que intervienen en un experimento pueden ser cuantitativos o cualitativos. Un factor cuan-
titativo es aquel cuyos niveles pueden asociarse con puntos en una escala numérica, como la temperatura,
la presi6n o el tiempo. Los factores cualitativos, por otra parte, son aquellos cuyos niveles no pueden or-
denarse por magnitud. Los operadores, los lotes de materia prima y los cambios de turno son factores
cualitativos tipicos, ya que no existe ninguna raz6n para ordenarlos bajo algin criterio numérico particular.

En lo que se refiere al disefio inicial y al anlisis del experimento, ambos tipos de factores se tratan de
manera idéntica. El experimentador estd interesado en determinar las diferencias, en caso de haberlas,
entre los niveles de los factores. Si el factor es cualitativo, como los operadores, no tiene sentido conside-
rar la respuesta de una corrida subsecuente en un nivel intermedio del factor. Sin embargo, con un factor
cuantitativo como el tiempo, el experimentador tiene interés por lo general en el rango completo de los
valores usados, particularmente la respuesta de una corrida subsecuente con un nivel intermedio del fac-
tor. Es decir, si se usan los niveles 1.0, 2.0y 3.0 en el experimento, tal vez quiera predecir la respuesta de
2.5 horas. Por lo tanto, el experimentador tiene con frecuencia interés en desarrollar una ecuacién de in-
terpolacién para la variable de respuesta del experimento. Esta ecuacion es un modelo empirico del pro-
ceso que se ha estudiado.

Al enfoque general para ajustar modelos empiricos s¢ le llama anélisis de regresién, el cual se analiza
en detalle en el capitulo 10. Véase también el material suplementario del texto para este capitulo. En esta
secci6n se ilustra brevemente la técnica utilizando los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1.

En la figura 3-10 se presenta ¢l diagrama de dispersion de la resistencia a la tension y contra el peso
porcentual del algod6n x en la tela para el experimento del ejemplo 3-1. Los circulos huecos de la gréfica
son las resistencias de tensién promedio para cada valor x del peso porcentual del algodén. A partir del
examen del diagrama de dispersion, es evidente que la relacién entre la resistencia a la tensién y el peso
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Figura 3-10 Diagrama de dispersi6én para los datos
de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1.
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porcentual del algodon no es lineal. Como una primera aproximacion, podria intentarse ajustar un mode-
lo cuadritico para los datos, por ejemplo

y= 8, +ﬂ1x+/32x2 +e

donde §,, B, y B, son pardmetros desconocidos que deberan estimarse y £ es un término del error aleatorio.
El método que se usa con mayor frecuencia para estimar los parametros en un modelo como éste es el mé-
todo de minimos cuadrados. Este consiste en elegir estimaciones de las 8 tales que minimicen la suma de
cuadrados de los errores (las ¢). El ajuste de minimos cuadrados en el ejemplo que se considera aqui es

$=—39.9886+4.596x— 0.0886x"

(Siellector no esta familiarizado con los métodos de regresion, vea el capitulo 10y el material suplemen-
tario del texto para este capitulo.) A

En la figura 3-10 se muestra este modelo cuadratico. No parece muy satisfactorio, ya que subestima
de manera drastica las respuestas para x = 30% de algodén y sobrestima las respuestas para x = 25%.
Quiz4 pueda lograrse un mejoramiento agregando un término ciibico enx. El ajuste con el modelo citbico
resultante es

9= 62.6114— 9.0114x+0.4814x> — 0.0076x>

Este ajuste clbico se ilustra también en la figura 3-10. El modelo cibico parece mejor que el cuadratico
porque proporciona un ajuste mejor parax = 25 yx = 30% de algodén.

En general, serfa preferible hacer el ajuste con ¢l polinomio de orden menor que describa adecuada-
mente el sistema o proceso. En este ejemplo, el polinomio ciibico parece un mejor ajuste que el cuadrati-
co, por lo que la complejidad adicional del modelo ciibico se justifica. Sin embargo, seleccionar el orden
del polinomio de aproximacién no siempre es facil, y es relativamente sencillo excederse en el ajuste, es
decir, agregar polinomios de orden superior que no mejoran en realidad el ajuste pero que incrementan
la complejidad del modelo y con frecuencia demeritan su utilidad como predictor o ecuacién de interpo-
lacion.

En este ejemplo, el modelo empirico podria usarse para predecir la resistencia a la tension media
para los valores del peso porcentual del algod6n dentro de la region de experimentacion. En otros casos,
el modelo empirico podria usarse para la optimizacién del proceso, es decir, para encontrar los niveles de
las variables del disefio que dan como resultado los mejores valores de la respuesta. Mas adelante se ana-
lizaran e ilustraran en detalle estos problemas.

3.5.2 Comparaciones entre las medias de los tratamientos

Suponga que al hacer el anélisis de varianza en el modelo con efectos fijos se rechaza la hip6tesis nula. Por
lo tanto, hay diferencias entre las medias de los tratamientos, pero no se especifica exactamente cudles
medias difieren. En ocasiones pueden ser de utilidad en esta situacioén las comparaciones y los analisis
_adicionales entre grupos de las medias de los tratamientos. La media del tratamiento i-ésimo se define
como u; = i + T,y 4; se estima cony,. Las comparaciones entre las medias de los tratamientos se hacen ya
sea en términos de los totales de los tratamientos {y; } o bien de los promedios de los tratamientos {y; }. Es
comiin llamar a los procedimientos para hacer estas comparaciones métodos de comparaciones multi-
ples. En varias de las secciones siguientes se analizan los métodos para hacer comparaciones entre las me-
dias de los tratamientos individuales o de grupos de estas medias.
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3.5.3 Comparaciones graficas de medias

Es muy sencillo desarrollar un procedimiento grafico para la comparaci6n de las medias después de un
andlisis de varianza. Suponga que el factor de interés tiene a niveles y que V1> Y25 s ¥a. 50N lOs promedios
de los tratamientos. Si se conoce o, el promedio de cualquier tratamiento tendria una desviacién estandar
oNVn. Por consiguiente, si todas las medias de los niveles del factor son idénticas, las medias muestrales
observadas y, se comportarian como un conjunto de observaciones tomadas al azar de una distribucion
normal con mediay y desviacién estindar o/Vn. Visualice una distribucién normal con la capacidad de ser
deslizada sobre un eje abajo del cual estén graficadasy, ,y,, ..., y,.. Si todas las medias de los tratamientos
son iguales, deber4 haber una posicion de esta distribucién que haga evidente que los valores y;. s€ sacaron
de la misma distribucién. Si no es éste el caso, los valores y; que no parecen haberse sacado de esta distri-
bucién se asocian con los niveles del factor que producen respuestas medias diferentes.

La tinica falla en esta 16gica es que o es desconocida. Sin embargo, puede sustituirse o con JMS, del
andlisis de varianza y usar una distribucién f con un factor de escalacién \/MS, / n en lugar de la distribu-
ci6n normal. En la figura 3-11 se muestra este arreglo para los datos de la resistencia a la tension del ejem-
plo 3-1.

Para trazar la distribucién ¢ de la figura 3-11, simplemente se multiplica €l valor de la abscisa ¢ por el
factor de escalacion

JMS, /n=,/8.06/5=127

y se grafica contra la ordenada de f en ese punto. Dada la gran similitud entre la distribuciénzy la normal,
excepto porque la primera es un poco més plana cerca del centro y tiene colas més largas, por lo general
este trazo se construye ficilmente a ojo. Si quiere obtenerse mayor precisién, en Box, Hunter y Hunter
[18] se incluye una tabla de los valores de las abscisas t y las ordenadas correspondientes. La distribucion
puede tener un origen arbitrario, aun cuando por lo general es mejor uno que esté en laregion de los valo-
res y, que van a compararse. En la figura 3-11, el origen es 15 lb/pulg’.

Visualice ahora el desplazamiento de la distribucién ¢ de 1a figura 3-11 sobre €l eje horizontal y exami-
ne las cinco medias graficadas en la figura. Observe que no hay ninguna posicion de la distribucion tal que
los cinco promedios puedan considerarse como observaciones tipicas seleccionadas al azar de la distribu-
cién. Esto implica que las cinco medias no son iguales; por lo tanto, la figura €s una representacion grafica
de los resultados del anélisis de varianza. La figura indica que 30% de algodén produce resistencias a la
tensién mucho mas altas que 20 o 25 por ciento de algodén (las cuales son aproximadamente iguales), y
que 15 0 35 por ciento de algodén (las cuales son aproximadamente iguales) producirian resistencias a la
tensién atin més bajas.

o

. HIt e L9
5 10 15 20 25
"Resistencia a la tensjon promedio
(I/pulg?)

Figura3-11 Promedio de la resistencia a la tension del experimento del peso
porcentual del algodén en relacién con una distribucién ¢ con un factor de es-

calacién JMS, /n =/806/5 =127.
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Este procedimiento simple es una técnica aproximada pero eficaz en muchos problemas de compara-
ciones multiples. Sin embargo, existen métodos m4s formales. A continuacion se presenta una breve revi- -
sion de algunos de estos procedimientos.

3-5.4 Contrastes

Muchos métodos de comparaciones miiltiples utilizan ¢l concepto de contraste. Considere el problema
de la prueba de la fibra sintética del ejemplo 3-1. Puesto que se rechaz6 la hip6tesis nula, se sabe que algu-
nos pesos porcentuales del algodén producen resistencias a la tensién diferentes que otros, pero, icusles
son los que causan en realidad esta diferencia? Al principio del experimento podria sospecharse que los
niveles 4y 5 del peso porcentual del algodén (30 'y 35 por ciento) producen la misma resistencia a la ten-
sién, lo cual implicaria que la hipétesis por probar seria

Hy:p,=ps
Hpip, #p,

o, de manera equivalente,

Hypg-p, =0 (3-23)
H:p,—p,#0
Si desde el principio del expérimento se hubiera sospechado que el promedio de los niveles mas bajos del
peso porcentual del algodén (1y 2) no diferia del promedio de los niveles més altos del peso porcentual
del algod6n (4 y 5), entonces la hipdtesis habria sido
Hyp+p, =p,+us
Hpiptp, #p,+ps

Hypytp,—p,—pu;=0 (3-24)
Hyp+p,~p,—ps=0

En general, un contraste e¢s una combinacidn lineal de parimetros de la forma

Ir= 2 CiH;

i=1

donde las constantes de los contrastes c,, ¢,, ..., ¢, Suman cero; es decir, Z7_ ¢, = 0. Las dos hlpotem ante-
riores pueden expresarse en términos de contrastes:

_Ho:z cu; =0

=1 ‘ (3-25)
H,: 2 cu; =0
i=1

Las constantes de los contrastes para las hipdtesis de la ecuacién 3-23 sonc, = ¢, =¢; =0,c, = +1yes =
-1, mientras que para las hipétesis de la ecuacion 3-24 son¢; = ¢, = +1,¢; = 0,y ¢, = ¢5 = ~1.




3.5 INTERPRETACION PRACTICA DELOS RESULTADOS 91

Las pruebas de hip6tesis que incluyen contrastes pueden hacerse de dos maneras basicas. En el pri-
mer método se utiliza la prueba ¢. El contraste de interés se escribe en términos de los totales de los trata-
mientos, obteniéndose

C= Z <Y
i=1

La varianza de C es

V(C)=no?, c? (3-26)
i=1
cuando los tamafios de las muestras de cada tratamiento son iguales. Si la hip6tesis nula de la ecuacién
3-25 es verdadera, el cociente
2 93
i=1

a
no’ 2 c?
i=1

tiene la distribucién N(0, 1). Entonces se sustituiria la varianza desconocida ¢ con su estimacién, el error
cuadritico medio MS;, y se utilizaria el estadistico

T R (3-27)

ty= -
,nMSEZ c‘.2
pa

para probar las hipdtesis de la ecuacion 3-25. La hip6tesis nula se rechazariassi |#,| de la ecuacién 3-27 ex-
cede 2,5 v

En el segundo enfoque se utiliza la prueba F. Entonces, el cuadrado de una variable aleatoria ¢ con v
grados de libertad es una variable aleatoria F con un grado de libertad en el numerador y ¥ grados de li-
bertad en el denominador. Por lo tanto, puede obtenerse

s

i=1

Fy=t}= (3-28)

nMSEEa: ¢}
i=1

como un estadistico F para probar la ecuaci6n 3-25. La hip6tesis nula se rechazaria si F > F,  v.,. Este es-
tadistico de prueba de la ecuacién 3-28 puede escribirse como

_MS, SS./1
°T MS,  MS,

donde la suma de cuadrados de los contrastes con un solo grado de libertad es

s)

i=1

S8, =

= a
3 o
i=1

(3-29)
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Intervalo de confianza para un contraste

En lugar de probar hipGtesis acerca de un contraste, puede ser mas atil construir un intervalo de confian-
za. Entonces el contraste suele expresarse en términos de los promedios de los tratamientos ;- Suponga
que el contraste de interés es

r= 2“: Cil;
i=1

Al sustituir las medias de los tratamientos con los promedios de los tratamientos se obtiene

C= S ;¥
P

2 _a

ve)="-3 ¢

i=1

cuando los tamafios de las muestras son iguales. Si se usa MSg para estimar ¢, el intervalo de confianza de
100(1 - ) por ciento para el contraste 27 c;u; €8

2“: €Y. ~lapN-a My 2 ¢l 55: Cily si ¢;Y: tlopn-a ﬂ:iﬁ: ¢ (3-30)
i=1

n i=1 i=1 i=1 i=1

Evidentemente, si este intervalo de confianza incluye al cero, no podria rechazarse la hipétesis nula en la
ecuacion 3-25. ,

Contraste estandarizado

Cuando hay interés en mas de un contraste, con frecuencia es 1atil evaluarlos en la misma escala. Una for-
ma de hacer esto es estandarizando el contraste para que su varianza sea ¢”. Si el contraste X7, c,u, se
expresa en términos de los totales de los tratamientos como Z_c; y; , al dividirlo por JnZe c? seobtendrd
un contraste estandarizado con varianza ¢ Entonces el contraste estandarizado es en realidad

a4

E Vi

i=1
donde
¢

S
s
i=1
Tamaiios de las muestras desiguales

Cuando los tamaifios de las muestras de cada tratamiento son diferentes, se introducen modificaciones
menores en los resultados anteriores. Primero, observe que la definicién de un contraste requiere ahora

que

a
E nc, =0
i=1
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Otros cambios requeridos son directos. Por ejemplo, el estadistico ¢ de la ecuacidn 3-27 queda como

2 T3/

t = jml

o T T/
JMSEZ ncl
i=1

y la suma de cuadrados de los contrastes de la ecuacién 3-29 queda como

sol

i=1

a

2
S e
i=1

SS, =

3-5.5 Contrastes ortogonales

Un caso especial 1til del procedimiento de la seccién 3-5.4 es el de los contrastes ortogonales. Dos con-
trastes con coeficientes {c;} y {d;} son ortogonales si

a

Y cd, =0

i=1

0, para un disefio no balanceado, si

Para a tratamientos, el conjunto de a — 1 contrastes ortogonales hace la particién de 1a suma de cuadrados
debida a los tratamientos en a — 1 componentes independientes con un solo grado de libertad. Por lo tan-
to, las pruebas que se realizan en los contrastes ortogonales son independientes.

Existen varias maneras de elegir los coeficientes de los contrastes ortogonales para un conjunto de
tratamientos. En general, algin elemento en la naturaleza del experimento deber4 sugerir las compara-
ciones que son de interés. Por ejemplo, si hay a = 3 tratamientos, donde el tratamiento 1 es de control y
donde los niveles del factor en los tratamientos 2 y 3 son de interés para el experimentador, los contrastes
ortogonales apropiados podrian ser los siguientes:

Coeficientes de los

Tratamiento contrastes ortogonales
1 (control) -2 0
2 (nivel 1) 1 -1
3 (nivel 2) 1 1

Observe que el contraste 1 conc; = -2, 1, 1 compara el efecto promedio del factor con el control, mientras
que ¢l contraste 2 con d; = 0, -1, 1 compara los dos niveles del factor de interés.

En general, el método de contrastes (o de contrastes ortogonales) es titil para lo que se llama compa-
raciones preplaneadas. Es decir, los contrastes se especifican antes de llevar a cabo el experimento y de
examinar los datos. La razon de esto es que, si las comparaciones se seleccionan después de examinar los
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datos, la mayorfa de los experimentadores construirian pruebas que corresponderian con las diferencias
grandes observadas en las medias. Estas diferencias grandes podrian ser el resultado de la presencia de
efectos reales o podrian ser el resultado del error aleatorio. Si los experimentadores se inclinan consisten-
temente a escoger las diferencias mds grandes para hacer las comparaciones, inflardn el error tipo I de la
prueba porque es probable que, en un porcentaje inusualmente elevado de las comparaciones selecciona-
das, las diferencias observadas ser4n el resultado del error. Al examen de los datos para seleccionar las
comparaciones de interés potencial se le llama con frecuencia curioseo o sondeo de datos. El método de
Scheffé para todas las comparaciones, el cual se comenta en la seccién siguiente, permite el curioseo o
sondeo de datos.

EJEMPLO 3.6 ==+ -+ cesesansaesas Ceseereanensenas Ceesenneneenas Ceraaasaaas
Considere los datos del ejemplo 3-1. Hay cinco medias de los tratamientos y cuatro grados de libertad en-
tre estos tratamientos. Suponga que antes de correr el experimento se especifico la siguiente serie de
comparaciones entre las medias de los tratamientos (y sus contrastes asociados):

Hipétesis ' Contraste
Hyp, = ps G = —Ya 15
Hyp + py = g+ pis CG= n L 2% P )

Hyp = py C= y —Ys.

Hodp, =+t ptpus  Co=—y, 4y, —y; =y, — s

™
|

Observe que los coeficientes de los contrastes son ortogonales. Utilizando los datos de la tabla 3-4, se en-
cuentra que los valores numéricos de los contrastes y de las sumas de cuadrados son los siguientes:

_ _ _ _ (=54
C = 1108)+1(54)=-54 85, =*57 291.60
(=25)°
C, = +1(49) +I(88)=1(108)=1(54) =25 S8, =5 == 31.25
- - __ _ (=39 _
C, = +1(49) ;(88) | =39 85, =55 152.10

C, =—1(49)+4(77)—1(88)-1(108)- 1(54)=9  SS., = %;—) =081 -

Tabla 3-11 Anadlisis de varianza de los datos de la resistencia a la tensién

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Peso porcentual del algodén 475.76 4 118.94 14.76 <0.001
contrastes ortogonales ‘
Cipy = s : (291.60) 1 291.60 . 36.18 <0.001
Coithy+ gy = p,+ fs (31.25) 1 31.25 3.88 0.06
Cypy =y (152.10) 1 152.10 18.87 <0.001
Codp, = p + s+ py+ ps (0.81) 1 0.81 0.10 0.76
Error 161.20 20 8.06

Total 636.96 24
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Estas sumas de cuadrados de los contrastes hacen la particion completa de la suma de cuadrados de los
tratamientos. Las pruebas de estos contrastes ortogonales se incorporan por lo general en el anélisis de
varianza, como se muestra en la tabla 3-11. Por los valores P se concluye que hay diferencias significativas
entre los niveles 4y 5y 1y 3 del peso porcentual del algodén, pero que el promedio de 1os niveles 1y 3 no
difiere del promedio de los niveles 4y 5 con el nivel ¢ = 0.05, y que el nivel 2 no difiere del promedio de los
otros cuatro niveles.

R I I O L R I I R A I I R R N I I I I I I R A I I R R S N )

3-5.6 Método de Scheffé para comparar todos los contrastes

En muchas situaciones, los experimentadores pueden no conocer de antemano cuéles son los contrastes
que quieren comparar, o pueden tener interés en méas de a — 1 posibles comparaciones. En muchos experi-
mentos de exploracién, las comparaciones de interés s6lo se descubren después del examen preliminar de
los datos. Scheffé [98a] ha propuesto un método para comparar todos y cada uno de los contrastes posi-
bles entre las medias de los tratamientos. En el método de Scheffé, el error tipo I es a lo sumo ¢ para cual-
quiera de las comparaciones posibles.

Suponga que se ha determinado un conjunto de m contrastes

L, =c pu, +c, pu,++c,u, u=12..,m (3-31)

en las medias de los tratamientos de interés. El contraste correspondiente de los promedios de los trata-
mientos y; es

C,=c, 3 +c,, 9, +++¢,. V. u=1,2..,m (3-32)
y el error estindar de este contraste es

S, = \/MSEE (ci /m:) (3-33)

i=1

donde n; es el miimero de observaciones en el tratamiento i-ésimo. Puede demostrarse que el valor critico
contra el que deberd compararse C, es

Sau =Sc, N@=DF, ., (3

Para probar la hipé6tesis de que el contraste I, difiere de manera significativa de cero, se compara C, con
el valor critico. Si |C,| > S, ,, se rechaza la hipétesis de que el contraste T, es igual a cero.

El procedimiento de Scheffé puede usarse también para formar intervalos de confianza para todos
los contrastes posibles entre las medias de los tratamientos. Los intervalos resultantes, por ejemplo C, —
Seu =T, =C, +S,,, son intervalos de confianza simultdneos por cuanto la probabilidad de que todos
ellos sean verdaderos simultdneamente es al menos 1 — .

Para ilustrar el procedimiento, considere los datos del ejemplo 3-1y suponga que los contrastes de in-

terés son
Lo=ptps—py— s

L,=p—n,
Los valores numéricos de estos contrastes son
Ci=%+Y =7, =Js
= 9,804+17.60—21.60—10.80
= 5.00
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y
C,=n~%
=9.80-21.60
=-—11.80

y los errores estdndar se encuentran con la ecuacion 3-33 como

3
Se, = JMSEE (c2/n;)= JBOB(L+1+1+1)/5=2.54

i=]

5
Se, = \/MSEE (ch /n) = JEOGAFT)5 = 1.80

i=1

Por la ecuacion 3-34, los valores criticos de 1% son

Som1 =S¢, \/(a,— 1)y g 010 = 2.544/4(4.43) = 10.69

Soo2 =S¢, J(a— DFy g1 41n-a = 1.80,/4(4.43) = 7.58

Puesto que |C,| < Spo1, S€ concluye que el contraste Ty = u, + g5 — pq — pi5 €8 igual a cero; es decir, no
existe evidencia s6lida para concluir que las medias de los tratamientos 1y 3 como grupo difieren de las
medias de los tratamientos 4 y 5 como grupo. Sin embargo, como | C,| > S, s concluye que ¢l contras-
te I', = 41, —u, DO es igual a cero; es decir, las resistencias medias de los tratamientos 1y 4 difieren signifi-
cativamente.

En muchas situaciones précticas, querrdn compararse s6lo pares de medias. Frecuentemente, €s po-
sible determinar cudles son las medias que difieren probando las diferencias entre fodos los pares de me-
dias de los tratamientos. Por lo tanto, ¢l interés se encuentra en los contrastes delaforma I = u;—u; para-
todai # j. Aun cuando el método de Scheffé podria aplicarse facilmente a este problema, no es el procedi-
miento més sensible para tales comparaciones. Se pasa ahora a la consideracion de los métodos disefiados
especificamente para las comparaciones por pares entre todas las @ medias poblacionales. -

3.5.7 Comparaci6n de pares de medias de tratamientos

Suponga que el interés se encuentra en comparar todos los pares de 2 medias de tratamientosy que las hi-
pétesis nulas que quieren probarse son Hyu; = u; para todai # j. A continuacion se presentan cuatro mé-
todos para hacer estas comparaciones.

Prueba de Tukey
Suponga que, después de un andlisis de varianza en €l que se ha rechazado la hip6tesis nula de la igualdad
de las medias de los tratamientos, quieren probarse todas las comparaciones de las medias por pares:

HO.:,ui ::uj
Hi:p, #p,

paratodai = j. Tukey [111d] propuso un procedimiento para probar hipétesis para las que el nivel de sig-
nificacién global es exactamente ¢ cuando los tamajios de las muestras son igualesy es alo sumo cuando
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los tamanos de las muestras no son iguales. Este procedimiento puede usarse también para contraer los
intervalos de confianza para las diferencias en todos los pares de medias. Para estos intervalos, el nivel de
confianza simultdneo es de 100(1 — @) por ciento cuando los tamaifos de las muestras son iguales y de al
menos 100(1 - «) por ciento cuando los tamafios de las muestras no son iguales. Se trata de un procedi-
miento excelente para curiosear sobre los datos cuando el interés se centra en pares de medias.

El procedimiento de Tukey hace uso de la distribucion del estadistico del rango studentizado

— Vsx ~ Yomin

JMS_/n

donde Y, ¥ Yo 5010 las medias muestrales mayor y menor, respectivamente, sacadas de un grupo de p me-
dias muestrales. La tabla VIII del apéndice contiene los valores de g,(p, f), los puntos porcentuales ¢ su-
periores de g, donde f es el nimero de grados de libertad asociados con MS;. Para tamaios de las
muestras iguales, la prueba de Tukey declara que dos medias son significativamente diferentes si el valor
absoluto de sus diferencias muestrales excede

MS
T, =4.(a, f),fTE (3-35)

De manera equivalente, podria construirse una serie de intervalos de confianza de 100(1 - &) por ciento
para todos los pares de medias de la siguiente manera:

N MS, o
=¥ —4.(4 f) Sp ;=7 +4.(a, ) (3-36)
Cuando los tamafios de las muestras no son iguales, las ecuaciones 3-35 y 3-36 quedan como
4.(a, f) 1.1
T,=-"7= IMS,|—+— 3-37
a ﬁ E (ni ni ] ( )

I Je ‘\/* n. ﬁ

i J

5, 3, —2=(% ) MS[ nl]su,.—yjsy,..—yj_ ACY MS( nl],iatj (3-38)

i)

respectivamente. A la versién para tamafios de las muestras diferentes se le llama en ocasiones el procedi-
miento Tukey-Kramer.

EJEMPLO3-7 lllll L L I B I Y B I R B I I I A I T R I R Y B R A A ) LI B AR B O R B B B DI LI BN B BN )

Para ilustrar la prueba de Tukey, se usan los datos del experimento del peso porcentual del algodén del
ejemplo 3-1. Cona = 0.05y f = 20 grados de libertad para el error, en la tabla VIII del apéndice se obtie-
ne qq05(5, 20) = 4.23. Por lo tanto, por la ecuacién 3-35,

’MS ’8.06
T, 05 = 4o.05(5 20) TE =423 T =537
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¥y 5. Yo Y. Ya.
2.8 10.8 15.4 17.6 2.8

Figura 3-12 Resultados de la prueba de Tukey.

Por lo tanto, cualquier par de promedios de los tratamientos que difieran en valor absoluto por mas de

5.37 implicaria que el par correspondiente de medias poblacionales son significativamente diferentes.
Los cinco promedios de los tratamientos son

=98 y,=154 y =176 y, =216 y, =108
y las diferencias en los promedios son | '

V=9, = 9.8-154= -56*
¥, =3, = 9.8-17.6= —7.8*
J. -3, = 9.8-21.6= —118*
Y, — s, = 9.8-108= —10
¥, — ¥, =154—17.6= —2.2

¥, =¥, =154=216= —6.2*
y, — s =154-108= 46

Vs — ¥, =17.6—-21.6= —4.0

¥, = ¥s =17.6—-108= 6.8~
Yo = ¥s, =21.6—10.8= 10.8*

Los valores marcados con asterisco indican pares de medias que son significativamente diferentes. Suele
ser Wtil trazar una grafica, como la de la figura 3-12, donde se subraya a los pares de medias que no difie-
ren significativamente. Esta grafica da una indicacién de que las medias de los tratamientos forman tres
Grupos: i, y Ms, f2 ¥ M3, ¥ e Sin embargo, la pertenencia a estos grupos no es del todo clara.

Cuando se utiliza cualquiera de los procedimientos para probar las medias por pares, ocasionalmen-
te se encuentra que la prueba F global del anlisis de varianza es significativa, pero la comparaci6n de las
medias por pares falla para revelar cualquier diferencia significativa. Esta situacién ocurre porque la
prueba F considera simultineamente todos los contrastes posibles en los que intervienen las medias de
los tratamientos, no s6lo las comparaciones por pares. Es decir, en los datos a la mano, quizé no todos los
contrastes significativos sean de la forma u; — u;.

Algunos paquetes de software de computadora presentan comparaciones por pares con intervalos de
confianza. Para el procedimiento de Tukey, estos intervalos se calcularfan con la ecuaci6n 3-36 o la 3-38,
dependiendo de si los tamaifios de las muestras son iguales 0 no.

La deduccién del intervalo de confianza de Tukey de la ecuacién 3-36 para tamafios de las muestras
iguales es directa. Para el estadistico del rango studentizado g se tiene

max(y, -.‘;‘1 )—min(y, —4#,)
w=]—
P JMS, /n =4.(a /) ¢
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Si méx(y; —u;) min y, —H;) €s menor o igual que q,,(a DJMS ;. / n, debe serverdadero que | (y; — ) — (.-
u)| = q.(a, HyM. /n para cada par de medias. Por lo tanto,

MS
P[—qa(a,f) R (T RErRs f)‘f.TE)zl_a

Al reordenar esta expresion para aislar u; —; entre las desigualdades se llegara al conjunto de intervalos
de confianza simulténeos de 100(1 -~ ) por ciento dado en la ecuacién 3-38.

. El método de la diferencia significativa minima (LSD) de Fisher
En este procedimiento se utiliza el estadistico F para probar Hyu, = u;
y.—Jy je

Ms£(5+ni]
i j

Suponiendo una hipétesis alternativa de dos colas, los pares de medias u; y 4, se declararian significativa-
mente diferentes si |y, =y, | > tan N_‘,\/MS e(1/n,+1/n,). A la cantidad

ty = (3-39)

1 1
LSD = talZ,N—a MSE ;;-F;l"] (3-40)
se le llama diferencia significativa minima. Si el disefio es balanceado, n, = n, =~ =n, =n,y
2MS .
LSD =t,; 5, n £ (3-41)

Para usar el procedimiento LSD de Fisher, simplemente se compara la diferencia observada entre
cada par de promedios con la LSD correspondiente. Si |y, —y; | > LSD, se concluye que las medias pobla-
cionales y; y u; difieren.

mEMPLO}.B ...._l......‘.........l.’..’.............'..........i...'.....
Para ilustrar el procedimiento, si se usan los datos del experimento del ejemplo 3-1,1a LSD cona = 0.05 es

TMS :
LSD = r_mm/ —F = 2.086,f&506) =375

Por lo tanto, cualquier par de promedios de los tratamientos que difiera del valor absoluto por més de
3.75 implicaria que el par correspondiente de medias poblacionales es significativamente diferente. Las
diferencias en los promedios son

9 -y, = 9.8-154= —56*
y -y, = 9.8-17.6= —7.8*
J, -9, = 9.8-21.6= —11.8*
9, - ¥, = 9.8-10.8= —10

Y, —F, =154-17.6= —2.2

¥, — 7, =154—21.6= —6.2*
9, — ¥, =154—108= 4.6*
¥, -3, =17.6-21.6= —4.0*
y, -y, =17.6-10.8= 6.8*
3, — ¥, =21.6-10.8= 10.8*
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¥ ¥s. ¥, ¥a. ¥a.
9.8 10.8 15.4 17.6 21.6

Figura 3-13 Resultados del procedimiento LSD.

Los valores marcados con asterisco indican pares de medias que son significativamente diferentes.
En la figura 3-13 se resumen los resultados. Evidentemente, los Gnicos pares de medias que no difieren
significativamente son 1y 5y 2y 3, y el tratamiento 4 produce una resistencia a la tension significativa-
mente mayor que los otros tratamientos.

LR R L R R R R T T T R T T Y

Observe que el riesgo global @ puede inflarse de manera considerable al utilizar este método. Especi-
ficamente, cuando 4 se hace més grande, el error tipo I del experimento (el cociente del nimero de expe-
rimentos en los que se comete al menos un error tipo I'y el mimero total de experimentos) se hace grande.

Prueba del rango maltiple de Duncan

Un procedimiento muy utilizado para comparar todos los pares de medias es la prueba del rango miltiple
desarrollada por Duncan [41]. Para aplicar la prueba del rango maltiple de Duncan cuando los tamafios
de las muestras son iguales, los 2 promedios de los tratamientos se arreglan en orden ascendente, y el
error estdndar de cada promedio se determina como

MS,
n

S;, = (3-42)

Para tamafios de las muestras desiguales, se sustituye » en la ecuacion 3-42 con la media arménica n,, del
{n;}, donde ‘

ny =t (3-43)
> (in)
i=]
Observe que sin, = n, = - = n,, n, = n. Enla tabla de Duncan de los rangos significativos (tabla VII

del apéndice) se obtienen los valoresr,(p, f) parap = 2, 3, ..., a, donde « es el nivel de significaciény fes el
nimero de grados de libertad del error. Estos rangos se convierten en un conjunto de a — 1 rangos mini-
mos de significacion (por ejemplo, R,) para p = 2, 3, ..., a calculando

R, =r.(p, [)S;, parap=23 ..., a (3-44)

Entonces, se prueban las diferencias observadas entre las medias, empezando con la més grande contrala
menot, la cual se compararia con €l rango minimo de significacién R,. Después se calcula la diferencia de
la mayor y la segunda menor y se compara con ¢l rango minimo de significacién R, _,. Estas comparacio-
nes se continfian hasta que todas las medias se han comparado con la media mayor. Por Gltimo, se calcula
la diferencia entre la segunda media mayor y la menor y se compara con el rango minimo de significacién
R, _,. Este proceso se continfia hasta que se han considerado las diferencias entre todos los a(a — 1)/2 pa-
res de medias posibles. Si una diferencia observada es mayor que el rango de significacién minima corres-
pondiente, se concluye que el par de medias en cuestion es significativamente diferente. Para evitar
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contradicciones, ninguna de las diferencias entre un par de medias se considera significativa si las dos me-
dias en cuestion se localizan entre otras dos medias que no difieren significativamente.

EJEMPLO 3-9 ¢ vveevvvarencnnuecaannncananns Civeevesttesttescscreanruas

La prueba del rango miltiple de Duncan puede aplicarse al experimento del ejemplo 3-1. Recuerde que
MS, = 8.06, N = 25,n = 5,y hay 20 grados de libertad del error. Al arreglar los promedios de los trata-
mientos en orden ascendente, se tiene

5 = 9.8
y, =10.8
y, =154
y, =17.6
3, =216

El error estandar de cada promedio es §; = V8.06/5 = 1.27. En el conjunto de rangos significativos de la
tabla VII del apéndice para 20 grados de libertad y a = 0.05, se obtiene rys(2, 20) = 2.95, ry5(3, 20) =
3.10, ro9s5(4, 20) = 3.18 y ryes5(5, 20) = 3.25. Por lo tanto, los rangos de significacién minima son

R, =1y (2 20)S;, =.(2.95)(1.27)= 375
R, =ry45(3 20)S; =(310)(L.27)= 394
R, =r,4(4, 20)S; =(318)(1.27)=4.04
Ry =1545(5 20)S;, =(325)(1.27)= 4.13

Los resultados de las comparaciones serian

4vs. 1:21.6 - 9.8 = 11.8 > 4.13 (R,)
4vs.5:21.6 - 10.8 = 10.8 > 4.04 (R,)
4vs.2:21.6 - 154 = 6.2 > 3.94 (R;)
4vs. 3:21.6 - 17.6 = 4.0 > 3.75 (R,)
3vs.1:17.6 - 98 = 7.8 > 4.04 (R,)
3vs.5:17.6 - 108 = 6.8 > 3.95 (Ry)
3vs.2:17.6 - 154 = 22 < 3.75 (R,)
2vs.1: 154 - 9.8 = 5.6 > 3.94 (R,)
2vs.5:154 - 108 = 4.6 > 3.75 (R,)
5vs.1: 108 - 98 = 1.0 < 3.75 (R,)

Por el andlisis se observa que hay diferencias significativas entre todos los pares de medias con excepcién
dela3yla2yla5ylal. Enlafigura3-14 se muestra una gréfica en la que esas medias que no son significa-
tivamente diferentes aparecen subrayadas. Observe que en este ejemplo la prueba del rango multiple de
Duncan y el método LSD llevan a conclusiones idénticas.

¥ ¥s. ¥2. ¥, Y.
98 108 16.4 17.6 21.8

Figura 3-14 Resultados de la prueba de rango miltiple de Duncan.
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Enla prueba del rango miltiple de Duncan se requiere una diferencia observada mas grande para de-
tectar pares significativamente diferentes de medias, cuando el niimero de medias incluidas en ¢l grupo
aumenta. De esta forma, en ¢l ejemplo anterior R, = 3.75 (dos medias) mientras que R, = 3.94 (tres me-
dias). Para dos medias, el valor critico R, ser4 exactamente igual al valor LSD de la prueba ¢. Los valores
r.(p,f) de la tabla VII del apéndice se eligen de tal modo que se obtenga un nivel de proteccién especifi-
~cado. Es decir, cuando se comparan dos medias que estin p pasos aparte, €l nivel de proteccién s
(1-a)~*, donde a es el nivel de significacién especificado para dos medias adyacentes. Por lo tanto, el in-
dice de error de reportar al menos una diferencia significativa incorrecta entre dos medias es 1 — (1-a)*,
cuando el tamaiio del grupo es p. Por ejemplo, si a = 0.05, entonces 1 - (1—0.05)! = 0.05 es el nivel de sig-
nificacién para comparar el par de medias adyacentes, 1 - (1 - 0.05)* = 0.10 es el nivel de significacién
para medias que estdn un paso aparte, y asi sucesivamente.

En general, si el nivel de proteccidn es ¢, las pruebas de las medias tienen un nivel de significacién
que es mayor o igual que a. Por consiguiente, el procedimiento de Duncan tiene una gran potencia; es de-
cir, es muy eficaz para detectar diferencias entre medias cuando existen diferencias reales. Por esta razén,
la prueba del rango miiltiple de Duncan es muy popular.

La prueba de Newman-Keuls
Esta prueba fue creada por Newman [90]. Debido a que un interés renovado en la prueba de Newman fue
generado por Keuls [64], al procedimiento se le llama la prueba de Newman-Keuls. Operacionalmente, el
procedimiento es similar a la prueba del rango miltiple de Duncan, salvo porque las diferencias criticas
entre las medias se calculan en una forma un tanto diferente. Especificamente, se calcula una serie de va-
lores criticos

K, =q4.(p, )S; r=23%..,a (3-45)
donde g,.(p,f) es el punto porcentual « superior del rango studentizado para grupos de medias de tamafio
pyconfgrados de libertad del exror. Una vez que se calculan los valores K, con la ecuacién 3-45, los pares
de medias extremos en los grupos de tamafio p se comparan con K, exactamente igual que en la prueba del
rango miiltiple de Duncan.

iQué método de comparacién por pares debe usarse? \
Ciertamente, una pregunta ldgica en este punto es qué método de comparacién por pares debe usarse.
Desafortunadamente, no hay una respuesta precisa para esta pregunta, y los especialistas en estadistica
estdn con frecuencia en desacuerdo en cuanto a la utilidad de los diferentes procedimientos. Carmer y
Swanson [24] han realizado estudios de simulacién Montecarlo con varios procedimientos de compara-
ciones multiples, incluyendo algunos que no se han considerado aqui. Estos autores reportan que el mé-
todo de la diferencia significativa minima es una prucba muy eficaz para detectar diferencias reales en las
medias si se aplica solo después de que la prueba F en ¢l analisis de varianza sea significativa en 5%. Re-
portan asimismo un buen desempeiio en la deteccién de diferencias reales con la prueba del rango muilti-
ple de Duncan. Esto no es motivo de sorpresa, ya que estos dos métodos son los més poderosos de los que
se han comentado aqui. Sin embargo, estos métodos no incluyen el indice de error en el modo del experi-
mento. Debido a que el método de Tukey efectiia un control sobre el indice de error global, muchos expe-
rimentadores prefieren su uso.

La prueba de Newman-Keuls es més conservadora que la prueba del rango miiltiple de Duncan por
cuanto a que el indice de error tipo I es menor. Especificamente, el error tipo I del experimento es a para
todas las pruebas que incluyen el mismo nimero de medias. Por consiguiente, debido a que « es por lo ge-
neral bajo, la potencia de la prueba de Newman-Keuls casi siempre es menor que la de la prueba del ran-
go miiltiple de Duncan. Para demostrar que el procedimiento de Newman-Keuls lleva a una prueba con
menor potencia que la prueba del rango miltiple de Duncan, se observa por una comparacién de las ta-
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blas VI1y VIII del apéndice que parap > 2 se tiene qa(p,f) > r,(p,f). Es decir, es “més dificil” declara'r'que
un par de medias es significativamente diferente al utilizar la prueba de Newman-Keuls que cuando se
usa el procedimiento de Duncan. Esto se ilustra a continuacién para el caso en que @ = 0.01,a =8y f = 20:

p 2 3 4 5 6 7 8
Foor(p, 20) 4.02 422 433 4.40 447 453 4.58
Qoor(p> 20) 402 4.64 5.02 5.29 551 5.69 5.84

Como se seiial6 antes, existen otros procedimientos de comparaciones miltiples. Algunos articulos
que describen estos métodos son los de Miller [78], O’Neill y Wetherill [91] y Nelson [89]. También se re-
comienda el libro de Miller [77].

3.5.8 Comparacién de medias de tratamientos con un control

En muchos experimentos, uno de los tratamientos es un control, y el analista se interesa en comparar
cada una de las medias de los @ — 1 tratamientos restantes con el control. Por lo tanto, s6lo es necesario ha-
cer a — 1 comparaciones. Un procedimiento para hacer estas comparaciones ha sido desarrollado por
Dunnett [42]. Suponga que el tratamiento a es €l control y que quieren probarse las hipotesis

H 0 : lui = l‘ a

Hi:p, #u,
parai = 1,2, ...,a - 1. El procedimiento de Dunnett es una modificaci6én de la prueba f comiin. Para cada
hipétesis se calculan las diferencias observadas en las medias muestrales

|yi._ya.| . l=1’2:: a-1

La hip6tesis nula Hyu, = u, se rechaza utilizando un indice & de error tipo I si

|y|_ya.|>da(a_1!f) MSE(ni-P;}L) (3'46)

i a

donde la constante d,(a — 1, f) se da en la tabla IX del apéndice. (Pueden hacerse pruebas tanto de una
como de dos colas.) Observe que a es el nivel de significacion conjunto asociado con lasa — 1 pruebas.

EJEMPLO 3-10 »cccvreeresecacnccaccns Creteesesiteacnceannrans
Para ilustrar la prueba de Dunnett, considere el experimento del ejemplo 3-1, asumiendo que ¢l trata-
miento 5 es el control. En este ejemplo,a = 5,a—-1=4,f=20yn, =n = 5. Con el nivel de 5%, en la tabla
IX del apéndice se encuentra que dqs(4, 20) = 2.65. Por lo tanto, la diferencia critica es

do.05(4 20)\/%5‘"&' = Z.GSJ@ =4.76

(Observe que se trata de una simplificacion de la ecuacion 3-46 que resulta de un disefio balanceado. ) Por
lo tanto, cualquier media de los tratamientos que difiera del control por mas de 4.76 se declararia signifi-
cativamente diferente. Las diferencias observadas son

lvs.5:y, —-ys = 98-108=-10
2vs. 5.y, —ys = 154 -10.8= 4.6
3vs. 5y, —ys = 176 - 10.8= 6.8

4vs. 5y, —ys = 216 - 10.8= 10.8
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Sélo las diferenciasy; —ys ¥y, —ys. indican alguna diferencia significativa cuando se comparan con el con-
trol; por lo tanto, se concluye que u; # usy uy # Us.

Cuando se hace 1a comparacién de los tratamientos con un control, una buena idea es usar més obser-
vaciones para el tratamiento de control (por ejemplo, n,) que para los demas tratamientos (por ejemplo,
n), suponiendo un mimero igual de observaciones para los a — 1 tratamientos restantes. El cociente n/n
debera elegirse de tal modo que sea aproximadamente igual a la raiz cuadrada del ndmero total de trata-
mientos. Es decir, se elige n,/n = va.

L I R R I B A A A A A R R TR N A )

3-6 MUESTRA DE SALIDA DE COMPUTADORA

Hay una gran cantidad de programas de computadora para apoyar el diseilo experimental y la realizacién
de andlisis de varianza. En la figura 3-15 se muestra la salida de uno de estos programas, Design-FExpert,
utilizando los datos del experimento con un solo factor del ejemplo 3-1. La suma de cuadrados correspondien-
te al “Modelo” (“Model”) es 1a $S 1 amientos USUal de un disefio con un solo factor. Esa fuente se identifica adi-
cionalmente como “4”. Cuando hay mas de un factor en el experimento, la suma de cuadrados (“Sum of
Squares”) del modelo se descompondra en varias fuentes (4, B, etc.). Observe que el resumen del analisis
de varianza de la parte superior de la salida de computadora contiene las sumas de cuadrados, los grados de
libertad (“DF”, degrees of freedom), los cuadrados medios (“Mean Square”) y el estadistico de prueba F,
(“F Value”) acostumbrados. La columna “Prob > F” es el valor P (de hecho, el limite superior del valor P,
ya que a las probabilidades menores que 0.0001 se les asigna el valor por omisién 0.0001).
Ademas del anlisis de varianza basico, el programa presenta informacién adicional 1til. La cantidad
“R cuadrada” (“R-Squared”) se define como
RZ = SS Modelo 475 76

8S.  636.96

y s¢ interpreta en términos generales como la proporcion de la variabilidad en los datos “explicada” por el
modelo del anélisis de varianza. Por lo tanto, en los datos para probar la resistencia de la fibra sintética, el
factor “peso porcentual del algodon” explica cerca de 74.69% de la variabilidad en la resistencia a la ten-
sion. Evidentemente, debe tenerse 0 < R? < 1, siendo més deseables los valores més grandes. En la salida
se presentan también otros estadisticos en R”. R? “ajustada” (“Adj R-Squared”) es una variante del esta-
distico R* comun que refleja el nimero de factores presentes en el modelo. Puede ser un estadistico ttil
en experimentos mas complejos en los que intervienen varios factores en el disefio, cuando quiere eva-
luarse el impacto de aumentar o disminuir el nimero de términos del modelo. “Desviacién estdndar”
(“Std. Dev.”) es la raiz cuadrada del cuadrado medio del error, v8.060 = 2.839,y “C.V.” es el coeficiente
de variacién, definido como (/MS / ¥)100. El coeficiente de variacién mide la variabilidad no explicada
o residual de los datos como un porcentaje de la media (“Mean™) de la variable de respuesta. “PRESS”
son las siglas de Prediction Error Sum of Squares (suma de cuadrados del error de predicci6n) y es una me-
dida de la adecuacion con que es posible que el modelo del experimento predecira las respuestas en un
nuevo experimento. Son deseables valores pequeiios de PRESS. Alternativamente, puede calcularse una
R? para predicciones con base en PRESS (més adelante se indicaré cémo hacer esto). Esta RZ_, (“Pred
R-Squared”) para ¢l problema tratado aqui es 0.6046, el cual no es irrazonable, considerando que el mo-
delo explica cerca de 75% de la variabilidad del experimento en curso. El estadistico “Prediccién adecua-
da” (“Adeq Precision”) se calcula dividiendo la diferencia entre la respuesta predicha maxima y la
respuesta predicha minima por la desviacién estdndar promedio de todas las respuestas predichas. Son
deseables valores grandes de esta cantidad, y los valores que exceden cuatro indican por lo general que el
modelo tendra un desempeno razonable en la prediccion.,

= 0.746923
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Response: Strength in psi
ANOVA for Selected Factorial Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Sum of Mean F

Source Squares DF Square Value Prob > F

Model 475.76 4 118.94 14.76 <0.0001 significativo
A 475.76 4 118.94 14.78 <0.0001

Residual 161.20 20 . 8.06

Lack of Fit 0.000 0

Pure Error 161.20 20 8.06
Cor Total 636.96 24

El valor F del Modelo de 14.76 implica que el modelo es significativo. S6lo hay una probabilidad de
0.01% de que un "Valor F del Modelo" de esta magnitud pudiera ocurrir debido a ruido.

Los valores de "Prob > F" menores que 0.0500 indican que los términos del modelo son significativos.

En este caso A son términos significativos del modelo.

Los valores mayores que 0.1000 indican que los términos del modelo no son significativos.

Si hay muchos términos del modelo no significativos (sin contar los que se necesitan para apoyar
la jerarquizacion), la reduccién del modelo puede mejorario.

Std. Dev. 2.84 R-Squared 0.7469
Mean 15.04 Adj R-Squared 0.6963
C.V. 18.88 Pred R-Squared 0.6046
PRESS 251.88 Adeq Precision 9.294

La "R cuadrada predicha” de 0.6046 concuerda razonablemente con la "R cuadrada ajustada" de
0.6963. Una diferencia mayor que 0.20 entre la "R cuadrada predicha"y la "R cuadrada ajustada”
indica un posible problema con el modelo y/o los datos.

"Precigion adecuada" mide la relacion de la sefial a ruido. Es deseable una relacién mayor que 4.
La relacion de 9.294 indica una sefial adecuada para usar este modelo para navegar el espacio

- del disefio.

Treatment Means (Adjusted, If Necessary)

Estimated Standard
_ Mean Error

1-15 9.80 1.27

2-20 15.40 1.27

3-25 17.60 1.27

4-30 21.60 1.27

5-35 10.80 1.27

Mean Standard tfor H,

Treatment Difference DF Error Coeff=0 Prob » |t|
1vs2 ~5.60 1 1.80 -3.12 0.0054
1vs3 -7.80 1 1.80 —4.34 0.0003
1vs4 -11.80 1 1.80 -6.57 - <0.0001
1vsb —1.00 1 1.80 —-0.56 0.6838
2vs3 -2.20 1 1.80 -1.23 0.2347
2vs4 -6.20 1 1.80 -3.45 0.0025
2vs5 4.60 1 1.80 2,56 0.0186
3vs4 —-4.00 1 1.80 -2.23 0.0375
3vsb 6.80 1 1.80 379 0.0012
4vs b 10.80 1 1.80 6.01 <0.0001

Los valores de "Prob > |t|" menores que 0.0500 indican que la diferencia en las medias de los
dos tratamientos es significativa.

Los valores de "Prob > |t|" mayores que 0.1000 indican que la diferencia en las medias de Ios
dos tratamientos no es significativa.

Figura 3-15 Salida de computadora de Design-Expert para el ejemplo 3-1.
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Diagnostic Case Statistics

Standard Actual Predicted Student Cook's
Order  Value Value Residual Leverage Residual Distance Outliert
1 7.00 9.80 —2.80 - 0,200 -1.103 0.061 —-1.109
2 7.00 9.80 -2.80 0.200 -1.103 0.061 -1.109
3 15.00 9.80 5.20 0.200 2.048 0.210 2.245
4 11.00 9.80 1.20 0.200 0.473 0.011 0.463
5 9.00 9.80 -0.80 0.200 -0.315 0.005 —-0.308
6 12.00 15.40 -3.40 0.200 -1.339 0.090 —1.368
7 17.00 15.40 1.60 0.200 0.630 0.020 0.620
8 12.00 15.40 -3.40 0.200 -1.339 0.090 —1.368
9 18.00 15.40 2.60 0.200 1.024 0.052 1.026
10 18.00 15.40 2.60 0.200 1.024 0.052 1.025
1 14.00 17.60 -3.60 0.200 -1.418 0.100 —1.457
12 18.00 17.60 0.40 0.200 0.158 0.001 0.154
13 18.00 17.60 0.40 0.200 0.158 0.001 0.154
14 19.00 17.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
15 19.00 17.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
16 19.00 21.60 —-2.60 0.200 —1.024 0.052 —1.025
17 25.00 21.60 3.40 0.200 1.339 0.090 1.368
18 22.00 21.60 0.40 0.200 0.158 0.001 0.154
19 19.00 21.60 —2.60 0.200 -1.024 0.052 —1.025
20 23.00 21.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
21 7.00 10.80 -3.80 0.200 —1.496 0.112 —1.548
22 10.00 10.80 -0.80 0.200 -0.315 0.005 —0.308
23 11.00 10.80 0.20 0.200 0.079 0.000 0.077
24 15.00 10.80 4.20 0.200 1.654 0.137 1.735
25 11.00 10.80 0.20 0.200 0.079 0.000 0.077

Proceder con las gréficas de diagnéstico (el icono siguiente en progresion). Asegurarse de examinar:

1) La gréfica de probabilidad normal de los residuales studentizados para verificar la normalidad
de los residuales. :
2) Los residuales studentizados contra los valores predichos para verificar la constante del error.
3) Los puntos atipicos t contra el orden de las corridas para buscar puntos atipicos,
es decir, valores influyentes o importantes
4) La gréfica de Box-Cox para las ‘ransformaciones de potencia.
Si todos los estadisticos del modelo y las gréficas de diagnéstico estan correctos, finalizar con el icono
Model Graphs (Gréficas del Modelo).

Figura 3-15 (Continuacion.)

Se hace la estimacién de las medias (“Estimated Mean”) de los tratamientos y se muestra el error es-
tandar (“Standard Error”) (o desviacion estdndar muestral de la media de cada tratamiento, | MS,, / n).
Las diferencias entre pares de medias (“Mean Difference”) de los tratamientos se investigan utilizando el
método LSD de Fisher descrito en la seccién 3-5.7.

El programa de computadora también calcula y despliega los residuales, segtin se definen en la ecua-
cién 3-16. El programa producird también todas las gréficas de los residuales que se comentaron en la sec-
cién 3-4. En la salida se muestran asimismo varios diagnésticos residuales més. Algunos de ellos se
revisaran més adelante.

Por tltimo, observe que el programa de computadora incluye también algunas guias para hacer la in-
terpretacion. Esta informacién “aconsejable” es muy comin en muchos paquetes de estadistica para
computadoras personales. Al leer estas guias, recuerde que estdn escritas en términos muy generales, y
quizi no se ajusten exactamente a los requerimientos de redaccién del reporte de un experimentador par-
ticular. Esta salida aconsejable puede ser eliminada por el usuario.



3.7 DETERMINACION DEL TAMANO DELA MUESTRA 107

3.7 DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

En cualquier problema de disefio experimental, una decision critica es la eleccién del tamafio de la mues-
tra; es decir, determinar el niimero de réplicas que deben correrse. En general, si el experimentador tiene
interés en detectar efectos pequefios, se necesitan mas réplicas que cuando el experimentador se interesa
en detectar efectos grandes. En esta seccién se analizan varios enfoques para determinar el tamaiio de la
muestra. Aun cuando la revision se centra en un disefio con un solo factor, la mayoria de los métodos pue-
den usarse en situaciones experimentales mas complejas.

3.7.1 Curvas de operacién caracteristica

Recuerde que una curva de operacion caracteristica es una grifica de la probabilidad del error tipo II de
una prueba estadistica para un tamafio de la muestra particular contra un parametro que refleja la medi-
da en que la hip6tesis nula es falsa. El experimentador puede usar estas curvas como guia en la seleccién
del nimero de réplicas para que el disefio sea sensible a diferencias potenciales importantes en los trata-
mientos.

Se considera la probabilidad del error tipo II del modelo con efectos fijos para el caso en que se usa ¢l
mismo tamafio de las muestras en cada tratamiento, por ejemplo

=1~ P{Rechazar H,|H,es falsa}

(3-47)
=1-P{F,>F,, v |H, esfalsa}

Para evaluar ¢l enunciado de probabilidad de la ecuacién 3-47, es necesario conocer cuél es la distribu-
cién del estadistico de prueba F, si la hipétesis nula es falsa. Puede demostrarse que, si Hy es falsa, el esta-
distico Fy = MSq,umienes/M S S€ distribuye como una variable aleatoria F no central cona -1y N -a
grados de libertad y pardmetro de no centralidad 6. Sid = 0, la distribucion F no central se convierte en la
distribucion F (central) comdn.

Las curvas de operacion caracteristica que se presentan en la parte V del apéndice se usan para eva-
luar el enunciado de probabilidad de la ecuacién 3-47. En estas curvas se grafica la probabilidad del error
tipo II (f) contra un pardmetro @, donde

a
WS
2 = i=1

ac?

P (3-48)
La cantidad & est4 relacionada con el pardmetro de no centralidad 8. Se cuenta con curvas para e = 0.05
y a = 0.01 y un rango de grados de libertad para el numerador y el denominador.

Al usar las curvas de operacion caracteristica, el experimentador debe especificar el pardmetro @.
Con frecuencia es dificil hacer esto en la practica. Una manera de determinar @ es elegir los valores reales
de las medias de los tratamientos para los que querria rechazarse la hip6tesis nula con una alta probabili-
dad. Por lo tanto, si 4, 4, ..., 4, S0n las medias de los tratamientos especificadas, la z; de la ecuacién 3-48
se encuentra como z, = y; — 4, donde u = (1/a)Z%_, _ w; es el promedio de las medias de los tratamientos
individuales. Se requiere asimismo una estimacion de ¢®. En ocasiones se cuenta con este valor por expe-
riencia previa, un experimento anterior o una prueba preliminar (como se sugiri6 en el capitulo 1), o por
una estimacidn discrecional. Cuando no se tiene la seguridad acerca del valor de ¢?, los tamafios de las
muestras podrian determinarse para un rango de valores posibles de 02, a fin de estudiar el efecto de este
paridmetro sobre el tamafo de la muestra requerido, antes de hacer la eleccién final.
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EJEMPLO 3-11 ++++cssrevennnns Cesseser et teateasoninnans Cereenesssaaana
Considere ¢l experimento de la resistencia a la tensién descrito en el ejemplo 3-1. Suponga que el experi-
mentador esté interesado en rechazar la hipdtesis nula con una probabilidad de al menos 0.90 si las me-
dias de los cinco tratamientos son

=11 =12 py=15  p,=18 'y  us=19
Planea utilizar @ = 0.01. En este caso, puesto que = u; = 75, se tiene u = (1/5)75 = 15y

T, =i, —A=11-15=~4
T,=U,—fg=12-15=-3
T,=u,—a=15-15= 0
T,=u,—nA=18-15= 3
T,=U;—A=19-15= 4
Por lo tanto, =;_ 77 = 50. Suponga que el experimentador piensa que la desviacién estandar de la resis-

tencia a la tension con cualquier nivel particular del peso porcentual del algod6n no serd mayor que o=3
psi. Entonces, al utilizar la ecuacién 3-48, se tiene

2
o2 _ﬂ..':’lm._=2(_§9)=111
ac®  53)

Se usa la curva de operacion caracteristicaparaga—1=5-1=4conN-a =a(n-1) = 5(n - 1) grados de
libertad del errory o = 0.01 (ver la parte V del apéndice). Como primera conjetura para el tamano de la
muestra requerido, se prueba con n = 4 réplicas. Esto produce ®* = 1.11(4) = 4.44,® = 2.11y5(3) = 15
grados de libertad del error. Por consiguiente, en la parte V se encuentra que §=0.30. Por lo tanto, la po-
tencia de la prueba es aproximadamente 1 -8 = 1 -0.30 = 0.70, que es menor que el 0.90 requerido, por
lo que se concluye que 7 = 4 réplicas no son suficientes. Procediendo de manera similar, puede construir-
se la siguiente tabla: '

n P2 P a(n-1) B Potencia (1 - )
4 4.44 211 15 0.30 0.70
5 5.55 2.36 20 0.15 085
6 6.66 2.58 25 0.04 0.96

Por lo tanto, deben realizarse al menos n = 6 réplicas para optener una prueba con la potencia requerida.

El tinico problema con este enfoque para usar las curvas de operacién caracteristica es que por lo general
es dificil seleccionar el conjunto de las medias de los tratamientos en el que se basara la decision del tama-
fio de la muestra. Un enfoque alternativo es seleccionar un tamafo de la muestra tal que si la diferencia
entre las medias de dos tratamientos cualesquicra excede un valor especificado, la hipétesis nula deberd
rechazarse. Si la diferencia entre las medias de dos tratamientos cualesquiera es tan grande como D, pue-
de demostrarse que el valor minimo de @ es '

nD’

D’ = _ 3.49
2a0,2 _ ( )
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Puesto que éste es un valor minimo de &7 el tamano de la muestra correspondiente que se obtiene de la
curva de operacion caracteristica es un valor conservador; es decir, proporciona una potencia al menos
tan grande como la que especifico el experimentador.

Para ilustrar este enfoque, suponga que en el experimento de la resistencia a la tension del ejemplo
3-1, el experimentador quisiera rechazar la hipétesis nula con una probabilidad de al menos 0.90 si las me- -
dias de dos tratamientos cualesquiera difieren hasta en 10 psi. Entonces, suponiendo que o = 3 psi, se en-
cuentra que el valor minimo de @ es

P = ﬂ= 111n
2(5)(3%)

y, por el andlisis del ejemplo 3-11, se concluye que se necesitan n = 6 réplicas para obtener la sensibilidad
deseada cuando a = 0.01,

3-7.2 Especificacion de un incremento de la desviacién estandar

Este enfoque es itil en ocasiones para elegir el tamafo de la muestra. Si las medias de los tratamientos no
difieren, la desviacion estdndar de una observaci6n elegida al azar es ¢. Sin embargo, si las medias de los
tratamientos son diferentes, la desviacién estdndar de una observacion elegida al azar es

a? +(2 r? /a)
i=1

Si se escoge un porcentaje P para el incremento de 1a desviacion estdndar de una observacién, més all4 del
cual quiera rechazarse la hipotesis de que las medias de todos los tratamientos son iguales, esto es equiva-
lente a escoger

a? +(i Tl /a]

i;l =1+0.01P (P = por ciento)
o
(2 77/ a)
i=1 =J(1+0.01P)* -1
o
de donde

Jza: 1’ /a
o= = J(1+0.01P)* —1(+n)

o 50

Por lo tanto, para un valor especificado de P, ® puede calcularse con la ecuacion 3-30 y después usar las
curvas de operacidn caracteristica de la parte V del apéndice para determinar el tamafio de la muestra re-
querido.
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Por ejemplo, en el experimento de la resistencia a la tension del ejemplo 3-1, suponga que se desea
detectar un incremento de la desviacion estindar de 20% con una probabilidad de al menos 0.90y a =

0.05. Entonces
®=[1.2)? ~1(vn)=0.66vn

Lareferencia a las curvas de operacidn caracteristica indica que se necesitan = 9 para obtener la sensibi-
lidad deseada.,

3-7.3 Método para estimar el intervalo de confianza

En este enfoque se supone que el experimentador quiere expresar los resultados finales en términos de
intervalos de confianza y que est4 dispuesto a especificar por anticipado cuél es el ancho que desea para
estos intervalos de confianza. Por ejemplo, suponga que en el experimento de la resistencia a la tension
del ejemplo 3-1 se quiere que un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en la resistencia a la
tension media de dos pesos porcentuales del algodén cualesquiera sea +5 psiy una estimacion previa de g
¢s 3. Entonces, al utilizar la ecuacidn 3-13, se encuentra que la precisién del intervalo de confianza es

IMS,
ﬂ_a/ 2,N—-a T

Suponga que se prueba con # = 5 réplicas. Entonces, al usar 0> = 3> = 9 como una estimacion de MS;, la
precision del intervalo de confianza es

12.086\/@ =+

que es mas preciso que el requerimiento. Al probar ¢on n = 4 se obtiene

Al probar con n = 3 se obtiene
Evidentemente, n = 4 es el tamafio de la muestra menor que llevard a la precision deseada.

El nivel de significacion consignado en el ejemplo anterior se aplica a un solo intervalo de confianza.
Sin embargo, puede usarse el mismo enfoque general si el experimentador desea especificar de antemano
un conjunto de intervalos de confianza acerca del cual se hace un enunciado de confianza simultidneo o
conjunto (ver los comentarios acerca de los intervalos de confianza simultaneos de la seccion 3-3.3). Ade-

maés, los intervalos de confianza podrian construirse con respecto a contrastes més generales en las me-
dias de los tratamientos, que la comparacién por pares ilustrada antes.

3.8 IDENTIFICACION DE EFECTOS DE DISPERSION

Nos hemos enfocado aqui en el uso del anélisis de varianza y de otros métodos relacionados para determi-
nar los niveles del factor que resultan en diferencias entre las medias de los tratamientos o los niveles del
factor. Se acostumbra referirse a estos efectos como efectos de localizacién. Cuando ocurrié la desigual-
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Tabla 3-12 Datos del experimento de fundicién

Algoritmo para Observaciones
controlar la 1 2 3 4 5 6
proporcion )
1 4.93(0.05) 4.86(0.04) 4.75(0.05) 4.95(0.06) 4.79(0.03) 4,88(0.05)
2 4.85(0.04) 4.91(0.02) 4.79(0.03) 4.85(0.05) 4.75(0.03) 4.85(0.02)
3 4.83(0.09) 4.88(0.13)  4.90(0.11) 4.75(0.15) 4.82(0.08) 4.90(0.12)
4 4.89(0.03) 4.77(0.04) 4.94(0.05) 4.86(0.05) 4.79(0.03) 4.76(0.02)

dad de la varianza con los diferentes niveles del factor, se utilizaron transformaciones para estabilizar la
varianza y mejorar asf las inferencias hechas sobre los efectos de localizacién. Sin embargo, en algunos
problemas el interés se centra en descubrir si los diferentes niveles del factor afectan la variabilidad; es
decir, el interés est4 en descubrir efectos de dispersién potenciales. Esto ocurrir4 siempre que la desvia-
ci6n estandar, la varianza o cualquier otra medida de la variabilidad se use como variable de respuesta.

Para ilustrar estos conceptos, considere los datos de la tabla 3-12, los cuales se obtuvieron de un expe-
rimento disefiado en una fundicién de aluminio. El aluminio se produce combinando alimina con otros
ingredientes en una celda de reacci6n y aplicando calor al hacer pasar una corriente eléctrica a través de
la celda. La alimina se agrega de manera continua a la celda para mantener la proporcién apropiada de la
misma con respecto a los otros ingredientes. En este experimento se investigaron cuatro algoritmos para
controlar la proporcién. Las variables de respuesta estudiadas se relacionaron con el voltaje de la celda.
Especificamente, un sensor registra el voltaje de la celda varias veces cada segundo, produciendo miles de
mediciones del voltaje durante cada corrida del experimento. Los ingenieros del proceso decidieron usar
como variables de respuesta el voltaje promedio y la desviacion estdndar del voltaje de la celda (indicado
entre paréntesis) en la corrida experimental. El voltaje promedio es importante porque afecta la tempe-
ratura de la celda, y la desviacién estindar del voltaje (llamada “ruido del crisol” por los ingenieros del
proceso) es importante porque afecta la eficiencia global de la celda.

Se llevé a cabo un anélisis de varianza para determinar si los diferentes algoritmos para controlar la
proporci6n afectan el voltaje promedio de la celda. Este reveld que el algoritmo para controlar la propor-
ci6én no tuvo ningin efecto de localizacién; es decir, al cambiar los algoritmos para controlar la propor-
ci6n no hubo ningtn cambio en el voltaje promedio de la celda. (Referirse al problema 3-28.)

Para investigar los efectos de dispersién, lo mejor suele ser utilizar

log(s) o  log(s?)
como variable de respuesta, ya que la transformacion logaritmica es eficaz para estabilizar la variabilidad
en la distribuci6n de la desviacién estindar muestral. Puesto que todas las desviaciones estandar del vol-
taje del crisol son menores que la unidad, se usaré
y=-ln(s)
como la variable de respuesta. En la tabla 3-13 se presenta ¢l anélisis de varianza para esta respuesta, ¢l

logaritmo natural del “ruido del crisol”. Observe que la eleccién de un algoritmo para controlar la pro-
porcién afecta el ruido del crisol; es decir, el algoritmo para controlar la proporcion tiene un efecto de dis-

Tabla 3-13  Anilisis de varianza del logaritmo natural del ruido del crisol

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Algoritmo para controlar la proporcién 6.166 3 2.055 21.96 <0.001
Error 1.872 : 20 0.094

Total 8.038 23
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AN

2 I

L 3 13

200 300 - 4.00
Ruido del crisol logaritmico promedio [-1n (s)]

L B

Figura 3-16 Ruido del crisol logaritmico promedio [-In(s)} de
cuatro algoritmos para controlar la proporci6n en relacién con una
distribuci6n ¢ escalada con factor de escalamiento JMS, /n =

J0.094/6 =0125

persion. Las pruebas estdndares de la adecuacién del modelo, incluyendo las graficas de probabilidad
. normal de los residuales, indican que no hay problemas con la validez del experimento. (Referirse al pro-
blema 3-29.) ‘ :

En la figura 3-16 se grafica el logaritmo promedio del ruido del crisol de cada algoritmo para controlar
" la proporcién y se presenta también una distribucion ¢ escalada que se usa como distribucién de referencia
para discriminar entre los algoritmos de la proporcién. Esta gréafica revela con toda claridad que el algorit-
mo 3 para controlar la proporcién produce mas ruido del crisol o una desviacién estdndar del voltaje de la
celda mayor que los otros algoritmos. No parece haber gran diferencia entre los algoritmos 1, 2 y 4.

3.9 EL ENFOQUE DE REGRESION PARA EL ANALISIS DE VARIANZA

Se ha ofrecido un desarrollo intuitivo o heuristico del anélisis de varianza. Sin embargo, es posible pre-
sentar un desarrollo mas formal. El método ser4 de utilidad m4s adelante para entender los fundamentos
del an4lisis estadistico de disefios mas complejos. Llamada la prueba general de significacién de la regre-
sidn, el procedimiento consiste en esencia en encontrar la reduccion en la suma de cuadrados total para
ajustar el modelo con todos los pardmetros incluidos y la reduccién en la suma de cuadrados cuando el
modelo se restringe a la hipétesis nula. La diferencia entre estas dos sumas de cuadrados es la suma de
cuadrados de los tratamientos con la que puede realizarse la prueba de 1a hip6tesis nula. El procedimien-
to requiere los estimadores de minimos cuadrados de los parametros en el modelo del analisis de varian-
za. Se dieronya (en la seccién 3-3.3) las estimaciones de estos pardmetros; sin embargo, ahora se presenta
un desarrollo formal.

3-9.1 Estimacién de minimos cuadrados de los pardmetros del modelo

Se desarrollan ahora los estimadores de los pardmetros en el modelo con un solo factor
Yy =HtT +E;

utilizando el método de minimos cuadrados. Para encontrar los estimadores de minimos cuadrados de u 'y
7, primero se forma la suma de cuadrados de los errores

=33 =33 ¢-u-r.y’ (3-51)

=1 j=1 i=1 j=1
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y se eligen después los valores de 4 y 7, por ejemplo iy ,, que minimicen L. Los valores adecuados serian
las soluciones de las 2 + 1 ecuaciones simultineas '

oL

a PR

L]

ar;

=0 i=12..,a

PR
Al derivar la ecuacién 3-51 con respecto a u y 7, y al igualar con cero se obtiene

233 3y -p-t)=0

i=1 j=1

-2 (y;,-p-2)=0 i=L2..,a

j=1
de la que, después de simplificar, se obtiene
Nit+nt, +nt, +--+nt, =y

nii+nt, =y
ne 4nt, =y, (3-52)
nix +nt, =y,

Alasa + 1 ecuaciones (ecuacion 3-52) cona + 1 incégnitas se les llama las ecuaciones normales de
minimos cuadrados. Observe que si se suman la dltimas a ecuaciones normales, se obtiene la primera
ecuacién normal. Por lo tanto, las ecuaciones normales no son linealmente independientes, y no existe una
solucién tinica paray, 7y, ..., 7,. Esta dificultad puede superarse mediante varios métodos. Puesto que los
efectos de los tratamientos se han definido como desviaciones de la media global, parece razonable apli-
car la restriccién

Y ¢,=0 (3-53)

i=1

Utilizando esta restriccion, se obtiene como solucién de las ecuaciones normales

A=y (3-54)
2, =5 -3 i=12..,a

Evidentemente, esta solucién no es dnica y depende de la restriccién (ecuacién 3-53) que se ha elegi-
do. Al principio esto puede parecer desafortunado porque dos experimentadores diferentes podrian ana-
lizar los mismos datos y obtener resultados diferentes si aplican restricciones diferentes, Sin embargo,
ciertas funciones del parametro del modelo son estimadas de manera Gnica, independientemente de la
restriccién. Algunos ejemplos son z; ~7;, que se estimaria con#, — 2, = y, — ¥, ., y la media del tratamien-
to i-ésimo u; = u + 7, que se estimarfa con 2, = A+%, =, . '

Puesto que el interés se encuentra generalmente en las diferencias entre los efectos de los tratamien-
tos y no en sus valores reales, no produce preocupacién alguna que t; no pueda estimarse de manera (ni-
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ca. En general, cualquier funcién de los parametros del modelo que sea una combinacién lineal del
miembro del lado izquierdo de las ecuaciones normales (ecuaciones 3-52) puede estimarse de manera
unica. A las funciones que se estiman de manera tnica independientemente de la restriccién que se use se
les llama funciones estimables. Para més informacién, ver el material suplementario del texto de este ca-
pitulo. Nos encontramos listos para usar estas estimaciones de los parametros en un desarrollo general
del anélisis de varianza.

3-9.2 Prueba general de significacién de la regresion

Una parte fundamental de este procedimiento es escribir las ecuaciones normales del modelo. Estas
ecuaciones siempre podran obtenerse formando la funcién de minimos cuadrados y derivandola con res-
pecto a cada pardmetro desconocido, como se hizo en la seccién 3-9.1. Sin embargo, se cuenta con un mé-
todo mas sencillo. Las reglas siguientes permiten escribir directamente las ecuaciones normales del
modelo de cualquier disefio experimental:

REGLA 1. Hay una ecuacién normal para cada parametro del modelo que va a estimarse.

REGLA 2. El miembro derecho de cualquier ecuacién normal es s6lo la suma de todas las observa-
ciones que contienen el parimetro asociado con esa ecuacién normal particular.

Parailustrar esta regla, considere el modelo con un solo factor. La primera ecuacién normal
corresponde al pardmetro 4; por lo tanto, el miembro derecho esy , ya que fodas las observacio-
nes incluyen a u. .

REGLA 3. Elmiembro izquierdo de cualquier ecuacién normal es la suma de todos los parametros
del modelo, donde cada pardmetro estd multiplicado por el niimero de veces que aparece en el
total del miembro derecho. Los pardmetros se escriben con un acento circunflejo (") para indicar
que son estimadores y no los verdaderos valores de los parimetros.

Por ejemplo, considere la primera ecuacién normal en un experimento con un solo factor. De acuer-
do con las reglas anteriores, ésta seria

Np+nt +nt,+---+nt, =y

porque u aparece en las N observaciones, 7, s610 aparece en las n observaciones hechas bajo el primer tra-
tamiento, 7, aparece s6lo en las # observaciones tomadas bajo el segundo tratamiento, etc. Por la ecua-
cién 3-52 se verifica que la ecuacién presentada arriba es correcta. La segunda ecuacion normal
corresponderia a 7, y es

ng+nt, =y,

porque sélo las observaciones del primer tratamiento contienen a t, (esto day, como miembro derecho),
Ay T, aparecen exactamente 1 veces eny, , y todas las demés r; aparecen cero veces. En general, el miem-
bro izquierdo de cualquier ecuacién normal es el valor esperado del miembro derecho.

Ahora bien, considere encontrar la reduccion en la suma de cuadrados ajustando un modelo particu-
lar a los datos. Al ajustar un modelo a los datos se “explica” parte de la variabilidad; es decir, la variabili-
dad no explicada se reduce en cierta cantidad. La reducci6n en la variabilidad no explicada es siempre la
sumia de las estimaciones de los pardmetros, cada una de ellas multiplicada por el segundo miembro de la
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ecuacién normal que corresponde al pardmetro especifico. Por ejemplo, en un experimento con un solo
factor, la reduccién debida al ajuste del modelo completo y; = 4 + 7, + £; es

R(ﬂ, t)= /-A‘y.. +i1y1. +i2)’2. + +faya.
. (3-55)
=1y +z (4

=1

La notacién R(u, 7) significa la reduccién en lasuma de cuadrados a partir del ajuste del modelo que con-
tiene au'y {r;}. A R(4, 7) se le llama en ocasiones la suma de cuadrados “de regresién” del modelo com-
pletoy; = u + 7, + &;. El nimero de grados de libertad asociado con una reduccién en la suma de
cuadrados, tal como R(u, ), siempre es igual al nimero de ecuaciones normales linealmente indepen-
dientes. El resto de la variabilidad no explicada por ¢l modelo se encuentra con

S5Sg = 22 y; — R(m,7) (3-56)

i=1 j=1

Esta cantidad se usa en el denominador del estadistico de prueba de Hyt, = 7, =--- =1, = 0.

A continuacién se ilustra la prueba general de significacion de la regresién para un experimento con
un solo factor y se demuestra que produce el an4lisis de varianza de un solo factor comiin. El modelo es
y;j = # + 7; + &, y las ecuaciones normales se encuentran con las reglas anteriores como

Ni+nt +nt,+--+nt, =y

nji+nt, =y
nji +nt, =D
nit +nf, =y,

Compare estas ecuaciones normales con las que se obtuvieron en la ecuacién 3-52.
Al aplicar la restriccién 2;_ %, = 0, los estimadores de u y 7; son
a=y. 2.=3.-7. i=12..,4a

La reduccién en la suma de cuadrados debida al ajuste de este modelo completo se encuentra con la ecua-
cién 3-55 como

R(u, 7)= ﬂy..."'z Ty

=(7. ). +§a: 3. -3

im]




116 CAPITULO 3 EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR: EL ANALISIS DE VARIANZA

que tiene a grados de libertad porque hay a ecuaciones normales linealmente independientes. La suma de
cuadrados del error es, por la ecuacién 3-56,

SSE = 22’.: yii‘. — R(u,7)

i=1 j=1

3 w-3 1,:*

i=1 j=1 i=1

y tiene N — a grados de libertad.

Para encontrar la suma de cuadrados que resulta de los efectos de los tratamientos (el {z;}), se consi-
dera que el modelo se restringe a la hip6tesis nula; es decit, 7, = 0 para toda i. El modelo reducido es V=
u# + &; Hay una sola ecuacién normal para este modelo:

Na=y,

y el estimador de u €s 2= ¥ . Por lo tanto, la reduccién en la suma de cuadrados que resulta de ajustar el
modelo reducido que s6lo contiene a u es

2

R(u)=(5.)(7.)= %

Puesto que hay una sola ecuacién normal para este modelo reducido, R(u) tiene un grado de libertad. La
suma de cuadrados debida al {7;}, dado que  ya estd incluida en el modelo, es la diferencia entre R, v)y

R(u), que es

R(t|u)= R(, )~ R(i)
= R(Modelo Completo)— R(Modelo Reducido)

1“?y

con a - 1 grados de libertad, que por la ecuacién 3-9 se identifica como SSq,miens: Estableciendo el su-
puesto de normalidad usual, el estadistico apropiado para probar Hy: 1, = 7, =--- =17, = 0 es

o R(tu)/(a~1)

| [2‘,2 ¥ = R(u, r)}/(N-a)

i=1 j=1

que se distribuye como F, ; v, bajo la hipétesis nula. Se trata, desde luego, del estadistico de prueba para
el andlisis de varianza de un solo factor.

3.10 METODOS NO PARAMETRICOS EN EL ANALISIS DE VARIANZA

3-10.1 La prueba de Kruskal-Wallis

En situaciones en las que el supuesto de normalidad no estd justificado, ¢l experimentador quiz4 quiera
usar un procedimiento alternativo del analisis de varianza con la prueba F que no dependa de este su-
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puesto. Kruskal y Wallis [68] han desarrollado este procedimiento. La prueba de Kruskal-Wallis se usa
para probar la hipétesis nula de que los a tratamientos son idénticos contra la hip6tesis alternativa de que
algunos de los tratamientos generan observaciones que son mayores que otras. Debido a que el procedi-
miento esté disefiado para ser sensible al probar las diferencias en las medias, en ocasiones es conveniente
considerar la prueba de Kruskal-Wallis como una prueba de la igualdad de las medias de los tratamientos.
La prueba de Kruskal-Wallis es una alternativa no paramétrica del andlisis de varianza usual.

Para realizar la prueba de Kruskal-Wallis, primero se hace la clasificacion en rangos de las y; observa-
ciones en orden ascendente y cada observacion se reemplaza con su rango, por ejemplo R;, asigndndole a
la observacién menor el rango 1. En el caso de empates (observaciones que tienen el mismo valor), se
asigna el rango promedio a cada una de las observaciones empatadas. Sea R, la suma de los rangos del tra-
tamiento i-ésimo. El estadistico de prueba es

H= (3-57)

S? n, 4

13

L[ S R N(N+1)2J

donde n; es el niimero de observaciones del tratamiento i-€simo, NV es el nimero total de observacionesy

N(N+1)
=53 [ZZ ] (3-58)

Observe que S? es sélo la varianza de los rangos. Si no hay empates, S = N(N + 1)/12, y el estadistico de
prueba se simplifica a

12 & R |
=—N(N+1)Z —=—YN+1) (3-59)

fm] i

Cuando el niimero de empates es moderado, habri pequeiias diferencias entre las ecuaciones 3-57y 3-59,
y puede usarse la forma mas simple (ecuacién 3-59). Si las n; son razonablemente grandes, por ejemplo
= 5, H se distribuye aproximadamente como x> , bajo la hip6tesis nula. Por lo tanto, si

H > x:zz,n—l

la hip6tesis nula se rechaza. También podria usarse el enfoque del valor P,

EJEMPLO 3.12 = ¢+« - P r s e e et e ettt et esaansersaanan

En la tabla 3-14 se muestran los datos del ejemplo 3-1 y sus rangos correspondientes. Puesto que hay un
niimero bastante grande de empates, la ecuacidn 3-57 se usa como el estadistico de prueba. Por la ecua-

cién 3-58 se encuentra
2 N(N +1)?
733w MO

=1 j=1
25(26)*
= [5497 79-= ]

= 5303
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Tabla 3-14 Datos y rangos para el experimento de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1

Peso porcentual del algodén

15 20 25 30 35
Yy Ry Yy Ry, Y3 Ry Y R, Vs Ry
7 20 12 9.5 14 ) 11.0 19 20.5 7 2.0
7 2.0 17 14.0 18 16.5 25 25.0 10 5.0
15 12.5 12 9.5 18 16.5 22 23.0 11 7.0
11 7.0 13 16.5 19 20.5 19 20.5 15 12.5
9 4.0 18 16.5 19 20.5 23 24.0 11 7.0
R 275 ' 66.0 85.0 113.0 335

y el estadistico de prueba es

HZL{ER_LM}

S* & n 4
1 25(26)”
=——|52450— ————
5303{ 4 ]
=19.25

Puesto que H >y}, ,,4 = 13.28, se rechazaria la hip6tesis nula y se concluiria que los tratamientos difie-
ren. (Elvalor P para H = 19.25 es P = 0.0002.) Se trata de la misma conclusién obtenida por el analisis de
varianza usual con la prueba F.

3-10.2 Comentarios generales sobre la transformacién de rangos

Al procedimiento utilizado en la seccién anterior de reemplazar las observaciones con sus rangos se le lla-
ma la transformacioén de rangos. Es una técnica muy poderosa y til. Si se aplicara la prueba F comiin a
los rangos en lugar de a los datos originales, se obtendria

B H/(a—1)
* " (N~1~H)/(N-a)

(3-60)

- como el estadistico de prueba (ver Conover [20], p. 337). Observe que cuando el estadistico H de Krus-
kal-Wallis se incrementa o decrementa, F,, también se incrementa o decrementa, por lo que la prueba de
Kruskal-Wallis es equivalente a aplicar el anilisis de varianza comin a los rangos.

La transformacién de rangos tiene una amplia aplicabilidad en los problemas de disefio experimental
para los que no existe ninguna alternativa no paramétrica para el analisis de varianza. Esto incluye mu-
chos de los disefios de capitulos subsecuentes de este libro. Si los datos estin en rangos y se aplica la prue-
ba F comun, el resultado es un procedimiento aproximado que tiene buenas propiedades estadisticas (ver
Conover e Iman [30a, b]). Cuando existe preocupacion acerca del supuesto de normalidad o por el efecto
de puntos atipicos o valores “absurdos”, se recomienda que el andlisis de varianza comiin se realice tanto
en los datos originales como en Jos rangos. Cuando ambos procedimientos producen resultados similares,
probablemente los supuestos del anélisis de varianza se satisfacen razonablemente, y el analisis estandar
es satisfactorio. Cuando los dos procedimientos difieren, debera darse preferencia ala transformacion de
rangos, ya que es menos posible que sea distorsionada por una condicién de no normalidad o la presencia
de observaciones inusuales. En tales casos, tal vez el experimentador quiera investigar el uso de transfor-
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maciones para la falta de normalidad y examinar los datos y el procedimiento experimental a fin de deter-
minar si hay puntos atipicos y por qué han ocurrido.

3-.11 PROBLEMAS

3-1.

3-2.

3-3.

Se estudia la resistencia a la tensién del cemento portland. Pueden usarse econémicamente cuatro diferentes
técnicas de mezclado. Se han colectado los siguientes datos:

Técnica de mezclado Resistencia a la tensién (Ib/pulg?)
1 3129 3000 2865 2890
2 3200 3300 2975 3150
3 2800 2900 2985 3050
4 2600 2700 2600 2765

a) Probarlahip6tesis de que las técnicas de mezclado afectan la resistencia del cemento. Utilizar @ = 0.05.

b) Construir una representacion grafica como se describi6 en la seccién 3-5.3 para comparar las resistencias
a la tensién promedio de las cuatro técnicas de mezclado. (A qué conclusiones se llega?

¢) Usar el método LSD de Fisher con @ = 0.05 para hacer comparaciones entre pares de medias.

d) Construir una gréafica de probabilidad normal de los residuales. {Qué conclusiones s sacarian acerca de
la validez del supuesto de normalidad?

e) Graficar los residuales contra la resistencia a la tensién predicha. Comentar la grafica.

f) Hacer un diagrama de dispersion de los resultados como ayuda para la interpretacion de los resultados
de este experimento.

a) Resolver de nuevo el inciso b del problema 3-1 utilizando la prueba del rango miltiple de Duncan con a
= (.05. (Hay alguna diferencia en las conclusiones?

b) Resolver de nuevo el inciso b del problema 3-1 utilizando la prueba de Tukey cona = 0.05. iSe llega alas
mismas conclusiones con la prueba de Tukey que las obtenidas con el procedimiento gréfico y/o con la
prueba del rango multiple de Duncan?

c¢) Explicar la diferencia entre los procedimientos de Duncan y de Tukey.

Considere nuevamente el problema 3-1. Encontrar un intervalo de confianza de 95% para la resistencia a la

tensién media del cemento portland que produce cada una de las cuatro técnicas de mezclado. Encontrar

también un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en las medias de las técnicas 1y 3. {Sirve esto de
ayuda para interpretar los resultados del experimento?

Se llevo a cabo un experimento a fin de determinar si cuatro tempcraturas de coccion especificas afectan la

densidad de cierto tipo de ladrillo. El experimento produjo los siguientes datos:

Temperatura Densidad
100 218 219 217 21.6 217
125 217 214 215 214
150 219 218 21.8 21.6 215
175 21.9 217 21.8 214

a) ¢La temperatura de cocci6n afecta la densidad de los ladrillos? Utilizar @ = 0.05.

b) (Es apropiado comparar las medias utilizando la prueba del rango miltiple de Duncan (por ejemplo) en
este experimento?

¢) Analizar los residuales de este experimento. ¢Se satisfacen los supuestos del anlisis de varianza?

d) Construir una representacion gréfica de los tratamientos como se describi6 en la seccion 3-5.3. (Esta
grafica resume adecuadamente los resultados del andlisis de varianza del inciso a?
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3-5.

3-6.

3-7.

3-8.

3-9.
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Resolver de nuevo el inciso d del problema 3-4 utilizando el método 1SD de Fisher. (A qué conclusiones se
llega? Explicar en detalle cémo se modific6 la técnica para tomar en cuenta 1os tamafios de las muestras desi-
guales.

Un fabricante de televisores esté interesado en el efecto de cuatro tipos diferentes de recubrimientos para cines-
copios de color sobre la conductividad de un cinescopio. Se obtienen los siguientes datos de la conductividad:

Tipo de recubrimiento Conductividad
1 143 141 150 146
2 152 149 137 143
3 134 136 132 127
4 129 127 132 129

a) (Hay alguna diferencia en la conductividad debida al tipo de recubrimiento? Utilizar @ = 0.05.

b) Estimar la media global y los efectos de los tratamientos.

¢) Calcular la estimacitn de un intervalo de confianza de 95% para la media del tipo de recubrimiento 4.
Calcular la estimacién de un intervalo de confianza de 99% para la diferencia media entre los tipos de re-
cubrimiento 1y 4.

d) Probar todos los pares de medias utilizando el método LSD de Fisher con a = 0.05,

€) Usar el método gréfico comentado en la seccion 3-5.3 para comparar las medias. ¢ Cudl es el tipo de recu-
brimiento que produce la conductividad mas alta?

/) Suponiendo que el recubrimiento tipo 4 es el que se estd usando actualmente, {qué se recomendaria al
fabricante? Quiere minimizarse la conductividad.

Considere nuevamente ¢l experimento del problema 3-6. Analizar los residuales y sacar conclusiones acerca

de la adecuacion del modelo.

En un articulo de ACI Materials Journal (vol. 84, pp. 213-216) se describen varios experimentos para investi-

gar el varillado del concreto para eliminar el aire atrapado. Se us6 un cilindro de 3 x 6 pulgadas; y el niimero

de veces que esta barra se utiliz6 es la variable del disefo. La resistencia a la compresién resultante de la

muestra de concreto es la respuesta. Los datos se muestran en la tabla siguiente: :

Nivel de varillado Resistencia a la compresién
10 1530 1530 1440
15 1610 1650 1500
20 1560 . 1730 1530
25 1500 1490 1510

a) (Hay alguna diferencia en la resistencia a la compresién debida al nivel de varillado? Utilizar a = 0.05.

b) Encontrar el valor P para el estadistico F del inciso a.

¢) Analizar los residuales de este experimento. ;Qué conclusiones pueden sacarse acerca de los supuestos
fundamentales del modelo?

d) Construir una representacién gréfica para comparar las medias de los tratamientos, como se describié
en la seccién 3-5.3.

En un articulo de Environment International (vol. 18, no. 4) se describe un experimento en el que se investigd

la cantidad de rad6n liberado en las duchas. Se us6 agua enriquecida con radén en el experimento, y se pro-

baron seis didmetros diferentes de los orificios de las regaderas. Los datos del experimento se muestran enla

siguiente tabla:
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Didmetro de

los orificios Radén liberado (%) .
0.37 80 83 83 85
0.51 75 75 79 79
0.71 74 73 76 77
1.02 67 72 74 74
1.40 62 62 67 69
1.99 60 61 64 66

a) ¢El tamaiio de los orificios afecta el porcentaje promedio del radén liberado? Utilizar @ = 0.05.

b) Encontrar el valor P para el estadistico F del inciso a.

¢) Analizar los residuales de este experimento.

d) Encontrar un intervalo de confianza de 95% para el porcentaje promedio de radén liberado cuando el
didmetro de los orificios es 1.40.

€) Construir una representacion grifica para comparar las medias de los tratamientos, como se describié
en la seccion 3-5.3. {Qué conclusiones pueden sacarse?

Se determiné el tiempo de respuesta en milisegundos para tres diferentes tipos de circuitos que po-

drian usarse en un mecanismo de desconexion automitica. Los resultados se muestran en la siguiente

tabla:

Tipo de circuito Tiempo de respuesta
1 9 12 10 8 15
2 20 21 23 17 30

3 6 5 8 16 7

a) Probar la hip6tesis de que los tres tipos de circuitos tienen el mismo tiempo de respuesta. Utilizar
a = 0.01.

b) Usar la prueba de Tukey para comparar pares de medias de los tratamientos. Utilizar ¢ = 0.01.

¢) Usar el procedimiento gréfico de la secci6n 3-5.3 para comparar las medias de los tratamientos, 2Qué
conclusiones pueden sacarse? (Como se comparan con las conclusiones del inciso b?

d) Construir un conjunto de contrastes ortogonales, suponiendo que al principio del experimento se sospe-
chaba que el tiempo de respuesta del circuito tipo 2 era diferente del de los otros dos.

e) Siellector fuera el ingeniero de disefio y quisiera minimizar el tiempo de respuesta, équé tipo de circuito
seleccionarfa?

) Analizar los residuales de este experimento. {Se satisfacen los supuestos del andlisis de varianza ba-
sico?

Se estudia la vida efectiva de los fluidos aislantes en una carga acelerada de 35 kV. Se han obtenido datos de

una prueba para cuatro tipos de fluidos. Los resultados fueron los siguientes:

Tipo de fluido Vida (en horas) con 35 kV de carga
1 17.6 18.9 16.3 174 20.1 21.6
2 16.9 153 18.6 17.1 19.5 20.3
3 214 23.6 194 18.5 20.5 22.3
4 19.3 21.1 16.9 17.5 18.3 19.8
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@) (Hay algin indicio de que los fluidos difieran? Utilizar « = 0.05.

b) iCual fluido seleccionaria el lector, dado que el objetivo es conseguir la vida efectiva mas larga?
¢) Analizarlosresiduales de este experimento. (Se satisfacen los supuestos del analisis de varianza basico?
Se estudian cuatro diferentes tipos de disefios de un circuito digital de computadora para comparar la canti-
dad de ruido presente. Se obtienen los siguientes datos:

Disefio del circuito Ruido observado

1 19 20 19 30 8
2 80 61 73 56 80
3 47 26 25 35 50
4

95 46 83 78 97

a) ¢La cantidad de ruido presente es la misma para los cuatro disefios? Utilizar @ = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento. iSe satisfacen los supuestos del anilisis de varianza?
¢) 4Qué disefio del circuito se seleccionaria para usarlo? El ruido bajo es mejor.

Se pide a cuatro quimicos que determinen el porcentaje de alcohol metilico en cierto compuesto quimico.
Cada quimico hace tres determinaciones, y los resultados son los siguientes:

Quimico Porcentaje de alcohol metilico
1 84.99 84.04 84.38
2 85.15 85.13 84.88
3 84.72 84.48 85.16
4 84.20 84.10 84.55

a) (Los quimicos difieren significativamente? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento.

c) Si el quimico 2 es un empleado nuevo, construir un conjunto razonable de contrastes ortogonales que
podria haberse usado al principio del experimento.

Se someten a estudio tres marcas de baterfas. Se sospecha que las vidas (en semanas) de las tres marcas son

diferentes. Se prueban cinco baterias de cada marca con los resultados siguientes:

Semanas de vida
Marca 1 Marca 2 Marca 3
100 76 108
96 80 100
92 75 96
96 84 98
92 82 100

a) (Las vidas de estas tres marcas son diferentes?

b) Analizar los residuales de este experimento.

c) Construir la estimacion de un intervalo de confianza de 95% para la vida media de la bateria marca 2.
Construir la estimacion del intervalo de confianza de 99% para la diferencia media entre las vidas de las -
baterias marcas 2 y 3. '
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d) (Qué marca seleccionaria el lector para usarla? Si el fabricante reemplazara sin cargo cualquier bateria
que dure menos de 85 semanas, {qué porcentaje esperaria reemplazar la compaiiia?

Se estdn investigando cuatro catalizadores que pueden afectar la-concentracion de un componente en una

mezcla liquida de tres componentes. Se obtienen las-siguientes concentraciones:

Catalizador
1 2 3 4
58.2 56.3 50.1 52.9
57.2 545 54.2 499
58.4 57.0 55.4 50.0
55.8 55.3 51.7

54.9

a) ¢(Los cuatro catalizadores tienen el mismo efecto sobre la concentracién?

b) Analizar los residuales de este experimento.

¢) Construir la estimacién de un intervalo de confianza de 99% para la respuesta media del catalizador 1.
Se llevo a cabo un experimento para investigar la eficacia de cinco materiales aislantes. Se probaron cuatro
muestras de cada material con un nivel elevado de voltaje para acelerar el tiempo de falla. Los tiempos de fa-
lla (en minutos) se muestran abajo:

Material Tiempo de falla (minutos)
1 110 157 194 178
2 1 2 4 18
3 880 1256 5276 4355
4 495 7040 5307 10,050
5 7 5 29 2

a) ¢Los cinco materiales tienen el mismo efecto sobre el tiempo de falla?

b) Graficar los residuales contra la respuesta predicha. Construir una gréfica de probabilidad normal de los
residuales. {Qué informacién transmiten estas grificas?

¢) Conbase enlarespuesta del inciso b, realizar otro anélisis de los datos del tiempo de falla y sacar las con-
clusiones apropiadas.

Un fabricante de semiconductores ha desarrollado tres métodos diferentes para reducir el conteo de particu-

las en las obleas. Los tres métodos se prueban en cinco obleas y se obtiene el conteo de particulas después del

tratamiento. Los datos se muestran abajo: :

Método Conteo
1 31 10 21 4 1
2 62 40 24 30 35
3 53 27 120 97 68

a) (Todos los métodos tienen el mismo efecto sobre el conteo promedio de particulas?

b) Graficar losresiduales contra la respuesta predicha. Construir una grafica de probabilidad normal de los
residuales. ¢Hay motivo de preocupacién potencial acerca de la validez de los supuestos?

¢) Conbase enlarespuesta del inciso b, realizar otro anélisis de los datos del conteo de particulas y sacar las
conclusiones apropiadas.
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CAPITULO 3 EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR: EL ANALISIS DE VARIANZA

Considere la prueba de la igualdad de las medias de dos poblaciones normales, donde las varianzas son des-
conocidas pero se suponen iguales. El procedimiento de prueba apropiado es la prueba ¢ agrupada o combi-
nada. Demostrar que la prueba ¢ combinada es equivalente al analisis de varianza de un solo factor.
Demostrar que la varianza de la combinacién lineal 37_c,y; es 0% n,c’.

En un experimento con efectos fijos, suponga que hay » observaciones para cada uno de cuatro tratamientos.

Sean QF, Q%, (% los componentes con un solo grado de libertad de los contrastes ortogonales. Demostrar que

SSTl'atamiemos = Qz + le + Qg‘

Utilizar la prueba de Bartlett para determinar si el supuesto de la igualdad de las varianzas se satisface en el

problema 3-14. Utilizar & = 0.05. ;Se lleg6 a la misma conclusi6n respecto de la ignaldad de las varianzas con

el examen de las gréficas de los residuales? :

Utilizar la prueba de Levene modificada para determinar si el supuesto de las varianzas iguales se satisface

en el problema 3-14. Utilizar o = 0.05. 4S¢ llegd a la misma conclusién respecto de laigualdad de las varian-

zas con el examen de las grificas de los residuales?

Referirse al problema 3-10. Si quiere detectarse una diferencia mxima en los tiempos de respuesta prome-

dio de 10 milisegundos con una probabilidad de al menos 0.90, iqué tamafio de la muestra debera usarse?

{COmo se obtendria una estimacion preliminar de ¢2?

Referirse al problema 3-14.

a) Siquiere detectarse una diferencia maxima en la vida de las baterfas de 10 horas con una probabilidad de
al menos 0.90, Lqué tamafio de la muestra deberd usarse? Comentar c6mo se obtendria una estimacién
preliminar de o? para responder esta pregunta.

b) Siladiferencia entre las marcas es lo suficientemente grande para que la desviacién estandar de una ob-
servacion se incremente en 25%, iqué tamaiio de la muestra deberd usarse si quiere detectarse esto con
una probabilidad de al menos 0.907

Considere el experimento del problema 3-14. Si quiere construirse un intervalo de conflanza de 95% parala

diferencia en las vidas medias de dos baterias que tenga una precision de *+2 semanas, icudntas baterfas de

cada marca deben probarse?

Suponga que cuatro poblaciones normales tienen medias x, = 50, 4, = 60, 15 = 50y u, = 60. ;Cuéntas obser-

vaciones deberdn hacerse en cada poblacién para que la probabilidad de rechazar la hipétesis nula de la

igualdad de las medias poblacionales sea al menos 0.90? Suponer que a = 0.05 y que una estimacidn razona-

ble de la varianza de error es 02 = 25.

Referirse al problema 3-26.

@) &En qué forma cambiaria la respuesta si una estimacién razonable de la varianza del error experimental
fuera o? = 367

b) (Enqué forma cambiaria la respuesta si una estimacion razonable de la varianza del error experimental
fuera o2 = 497

c) ¢Puede sacarse alguna conclusién acerca de la sensibilidad de la respuesta dada en esta situacién
particular acerca de c6mo afecta la estimacion de ola decision referente al tamafio de la muestra?

d) {Puede hacerse alguna recomendacion acerca de como deberia usarse este enfoque general para elegirn
en la préctica?

Referirse al experimento de la fundicién de aluminio descrito en la seccién 3-8. Verificar que los métodos

para controlar la proporcién de alimina no afectan el voltaje promedio de la celda. Construir una gréfica de

probabilidad normal de los residuales. Graficar los residuales contra los valores predichos. {Existe algiin in-
dicio de que se violan algunos de los supuestos fundamentales?

Referirse al experimento de la fundicién de aluminio de la seccién 3-8. Verificar el anélisis de varianza del

ruido del crisol que se resume en la tabla 3-13. Examinar las gréficas de los residuales usuales y comentar la

validez del experimento.

Se investigaron cuatro diferentes velocidades de alimentacion en un experimento con una mquina CNC que

produce una pieza que se usa en la unidad de potencia auxiliar de un avién. El ingeniero de manufactura a

cargo del experimento sabe que una dimensi6n critica de la pieza de interés puede ser afectada por la veloci-

dad de alimentacién. Sin embargo, la experiencia previa indica que es probable que sélo estén presentes
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efectos de dispersion. Es decir, al cambiarse la velocidad de alimentaci6n no se afecta la dimensi6n prome-
dio, pero podria afectarse la variabilidad dimensional. El ingeniero realiza cinco corridas de produccién con
cada velocidad de alimentaci6n y obtiene la desviaci6n estandar de la dimension critica (en 10 mm). Los da-
tos se muestran abajo. Suponer que todas las corridas se hicieron en orden aleatorio.

Velocidad de alimentacién Corrida de produccién
(pulgadas/minuto) 1 2 3 4 5
10 0.09 0.10 0.13 0.08 0.07
12 0.06 0.09 0.12 0.07 012
14 0.11 0.08 0.08 0.05 0.06
16 0.19 0.13 0.15 0.20 0.11

a) ¢Lavelocidad de alimentaci6n tiene algin efecto sobre la desviacién estdndar de esta dimensi6n critica?

b) Usar los residuales de este experimento para investigar la adecuacién del modelo. i Hay algitin problema
con la validez experimental?

Considere los datos del problema 3-10,

a) Escribir las ecuaciones normales de minimos cuadrados para este problema y resolverlas para iyt,, uti-
lizando la restriccién usual (Z,_,7, = 0) Estimar 7, - 7,.

b) Resolver las ecuaciones del inciso  utilizando la restriccién 7, = 0. {Los estimadores %,y it son los mis-
mos que se encontraron en el inciso a? {Por qué? Estimar ahora z, -z, y comparar la respuesta con la del
inciso a. {Qué afirmacién puede hacerse respecto de estimar los contrastes en las z,?

c) Estimaru +1,, 27, —1,— 1, yu + 7, + 7, utilizando las dos soluciones de las ecuaciones normales Com-
parar los resultados obtenidos en cada caso.

Aplicar la prueba general de significacién de la regresién en el experimento del ejemplo 3-1, Demostrar que

el procedimiento produce los mismos resultados que el anélisis de varianza usual.

Usar la prueba de Kruskal-Wallis en el experimento del problema 3-11. Comparar las conclusiones obtenidas

con las del anilisis de varianza usual.

Usar la prueba de Kruskal-Wallis en el experimento del problema 3-12. {Los resultados son comparables con

los encontrados por el andlisis de varianza usual?

Considere el experimento del ejemplo 3-1. Suponga que la observacién mayor de la resistencia a la tensi6n se

registré incorrectamente como 50. {Qué efecto tiene esto sobre el andlisis de varianza usual? {Qué efecto

tiene sobre la prueba de Kruskal-Wallis?



