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CHAPTER 1

PROCESOS ESTOCASTICOS

Suerte...
—Douglas

1.1 Objetivos del tema

A continuacion se presentan los objetivos que se quieréwaliaste alcance una vez estu-
diado el tema

= Definir procesos estocasticos identificando los elementesgmponen la definicion.
= Reconocer cuando un fenémeno o experimento aleatorio euagp estocastico.

= Caracterizar los distintos procesos estocasticos segespsicio de estados y espacio
de parametros.

» Determinar la distribucién y los momentos de un procesaéstao.
= |dentificar el tipo de proceso de acuerdo a sus propiedades.

Procesos Estocasticos, Primera Edicion. 1
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1.2 Introduccién

En el estudio de las variables aleatorias realizado hasteelento se han estudiado las
caracteristicas aleatorias del fendbmeno pero suponiameltag mismas permanecen con-
stantes a través del tiempo o el espacio. Al incluir en eldéstia presencia de la variable
deterministica tiempo (espacio) se esta considerandodgualguna forma, la variable
aleatoria depende del tiempo(espacio). En otras paldaraariable aleatoria dependera
del fendbmeno probabilistico y del tiempo. En consecuemcialquier funcién que se es-
tablezca en términos de la variable aleatoria, como losa@micion de distribucién o la
funcion de densidad, seran también dependientes del tiempo

Uno de los objetivos de este capitulo es construir un modsongs permita explicar la
estructura y preveer la evolucion, al menos a corto plazandevariable que observamos
a lo largo del tiempo. La variable observada puede ser ecicadif’C, demanda de un
producto, el inventario de un almacén, entre otras), fi¢@aperatura de un proceso, ve-
locidad del viento en una central edlica, concentraciéaatrhdsfera de un contaminante,
etc...), social (nimero de nacimientos, votos de un detera partido, etc...), salud (), ed-
ucacion ().

La teoria de los procesos estocasticos se centra en elegtothdelizacion de sistemas
gue evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de dougrunas leyes no deter-
ministicas, esto es, de caracter aleatorio.

La forma habitual de describir la evolucion del sistema ediamte sucesiones o colec-
ciones de variables aleatorias. De esta manera, se puedigaestomo evoluciona una
variable aleatoria a lo largo del tiempo. Por ejemplo, el elorde personas que espera
ante una ventanilla de un banco en un instaaetiempo; el precio de las acciones de una
empresa a los largo de un afio; el nUmero de parados en ellsetgtaro a lo largo de una
afo.

Considere un sistema que puede caracterizarse por estaakuier de un conjunto de
valores previamente especificado. Suponga que el sisteghacmna o0 cambia de un
estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con cierta lepalémiento, y seaX (t)

el valor del sistema en el tiempo Si se considera que la forma en la que el sistema
evoluciona no es determinista, sino provocada por algUramgmo aleatorio, entonces
puede considerarse qu&(t) es una variable aleatoria para cada valot.desta coleccion
de variables aleatorias es la definicion de proceso estozagtsirve como modelo para
representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo lagfjdi&mpo. En general, las
variables aleatorias que conforman un proceso no son indegges entre si, sino que
estan relacionadas unas con otras de alguna manera fartias distintas formas en que
pueden darse estas dependencias es una de las caraategisédistingue a unos procesos
de otros.

1.3 Definiciébn de Proceso estocastico

La primera idea basica es identificar un proceso estocashicm una sucesion de vari-
ables aleatoriaéX,,,n € IN} donde el subindice indica el instante de tiempo (o espacio)
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correspondiente.

Esta idea inicial se puede generalizar facilmente, pezndd que los instantes de tiempo
en los que se definen las variables aleatorias sean contiAsgsse podra hablar de una

coleccion o familia de variables aleatorigX (t),¢ € R}, que da una idea mas exacta de
lo que es un proceso estocastico.

Se tenia que una variable aleatakiéw) es una funcién que va desde un espacio muestral
2 a la recta real, de manera que a cada punte 2 del espacio muestral se le puede
asociar un namero de la recta real. (Por supuesto dichadfurg@be cumplir con una
condicidn). De igual manera se define el vector aleatorier. figura 1.1).

Variable Aleatoria Vector Aleatorio

Q

Figure 1.1

Formalmente,

Definicion 1.1 (Variable Aleatoria) X : Q@ — RtalqueX (1) € A1 C Ry ademas
se cumple qu&[X ~1(I)] = Plw/X (w) € I]

Definicion 1.2 (Vector Aleatorio) X = (X3, Xo, ..., X)) es un vector aleatorio definido
en(Q, A, P) siy solo si cadaX;(: = 1,2, ...) es una variable aleatoria eff2, A, P)

De este modo, la probabilidad de cada sucesf @¢e puede trasladar a la probabilidad
de que un valor d&(w) caiga en un cierto intervalo o conjunto de nimeros realea. Si
todo esto se le afiade una dimensién temporal o espacialiiseebn proceso estocastico.

De manera formal, la definicion de proceso estocastico tanedase un espacio de
probabilidad((2, 2, P). Por lo tanto una definicién probabilistica y matematicaaesdu-
iente:

Definicion 1.3 (Proceso estocasticdyn proceso estocastico sohi@, A, P), es una fun-
cion X : Q x T — F tal que a la parejaw, t) se le asocia un valor e’ representado
por X (w, t)

Q) representa el espacio muestral de un experimento alegt@ticepresenta un conjunto
de valores asociados generalmente con el tiempo o el espacio

En la figura 1.2 se visualiza graficamente la definicion de ongso estocastico.



4 PROCESOS ESTOCASTICOS

S X(w,,t)

Figure 1.2

EJEMPLO 1.1

Supongamos que una linea de taxi de Mérida tiene a su digposivehiculos. Se
esta interesado en estudiar la velocidad de los vehiculsdocuhacen un viaje de
Mérida al vigia. En este caso podemos defli(t, ) como la velocidad del vehiculo
w al tiempot de haber comenzado el recorrido. Por supuesto la velocatastrada
depende del auto y del instante de tiempo en el que se midéoleided. O

Notemos que la parte aleatoria de un proceso estocastice gda pof). Por lo tanto,
para cada instante t tendremos una variable aleatoriatdisgpresentada pof;, con lo
gue un proceso estocastico puede interpretarse como uesiG@ude variables aleatorias
cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiengropcse ve en la figura 1.3.

Figure 1.3
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En el ejemplo anterior, si fijamds= 15 min., la variableX (w, 15) representa la velocidad
del carraw a los 15 minutos de haber salido de Mérida.

De lo dicho anteriormente, se da a continuacion una defmid@procesos estocasticos
gue es generalmente mas usada

Definicion 1.4 (Proceso estocasticd)yn proceso estocastico sol(i®, .4, P) con espacio
de estados E y conjunto de indices T, es una familia de vasadlleatorias representada
por{X;:teT}.

A los posibles valores que puede tomar la variable aleaserla denominan estados, por
lo tanto al conjunto de todos los posibles valores se le deroespacio de estados. For-
malmente

Definicion 1.5 (Espacio de EstadosEs el conjunto de todos los posibles valoresifje

El espacio de estados puede ser finito o infinito, tal disiimes muy importante porque la
misma da una tipologia de los procesos estocasticos.

El otro elemento importante en la definicion de proceso ést@o es el espacio de pardmetro
conocido también como conjunto de indices.

Definicién 1.6 (Espacio del Pardmetro)Es el conjunto de posibles indices, usualmente
es[0, c0); (—oo,0); {1, 2,3, ...}; etc. Usualmente T representa un conjunto de tiempo.

Al igual que con el espacio de estados, el espacio del pardmezde ser finito o infinito,
y dicha diferenciacion definen una tipologia de los procestmcasticos. En el caso finito,
se acostumbra sustituipor n.

Notacién Es costumbre escribir

{Xp:teT={Xi(w) :weQteT}={Xi ier

EJEMPLO 1.2
SeaX; el nUmero de clientes que se encuentran en una cola en el rrmimen
E=1{0,1,2,...}

T={t:te(—o00,00)}

EJEMPLO 1.3

Lanzamiento de un dado muchas veckses la cara del dado que cae en el momento
t.

E={1,2,3,4,5,6}

T={t:t€(—00,00)}
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Hemos visto que si fijamos el valor d@btenemos una variable aleatoria. Por otro lado,
si filamosw € ) entonces obtenemos una funci@ifw) : 7' — R sobre el conjunto de
parametros, es decir, a cada eventen el espaci® le corresponde una funcion sobre el
conjunto de parametrds.

Por lo tanto, para cada valor deenT’, el mapeav — X,;(w) es una variable aleatoria,
mientras que para cadaen (2 fijo, la funciont — X,(w) es llamada una trayectoria o
realizacion del proceso (6sea que en vez de un valor se trenfuincion de). Es decir, a
cadaw del espacio muestral le corresponde una trayectoria deépoo(ver figura 1.4. Es
por ello que a veces se define un proceso estocastico comaneiéarf aleatoria.

10
|

Figure 1.4 Trayectoria de un Proceso Estocastico

Notacion
» X (w) paraw fijo (w € ) representa una realizacion del proceso estocastico.

= X,(.) parat fijo (t € T) es una variable aleatoria.

EJEMPLO 1.4

Consideremos el proce$d&; : t > 0} que registra el namero de llamadas que llegan a
una central telefonica durante un dia. Escager(2 equivale escoger un dia del afio al
azar. Una vez determinadotenemos una funciéX (w) : R — R, que corresponde

al numero de llamadas telefénicas recibidas hasta el iestadurante el diav. Si
fijamost, entoncesY; es una variable aleatoria que representa el niumero de l&smad
hasta el instante Ahora si fijamos un conjunto finito de indicés, ts, ..., t,) €s un
vector aleatorio n-dimensional. O

EJEMPLO 1.5
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Se lanza una moneda varias veces. Supdngase que cada vefequa s, un jugador
gana 1 unidad vy si sale cruz pierde 1 unidad. Se puede defipirogeso estocastico
gue modeliza la evolucion del juego. Asi, si se denondinaal nimero de unidades
monetarias que quedan después d@nzamientos, el espacio muestralXig es

QO ={n—uplasdecy s}
de modo que el nimero de elementos del conjunto es
N(Q)=2"
y el sigma-algebra que se defineés= P(12), esto es, las partes deSi consider-
amos a todas las posibles- uplas equiprobables entoncé¥w) = 1/2™.
Es un proceso discreto, porque el conjunto paramétrich es {1,2,3,---} y el
posible conjunto d estados es

E={-,-3-2,-10123,}

* Filemosw y construyamos una trayectoria dg(w). Vamos a suponer que= 6y
quew = {¢, ¢, s, s, s, s}, entonces

Xi(w) = 1; Xp(w) = 2; X3(w) =1
Xy(w) = 0; X5(w) = —1; Xg(w) = -2

» Filemost, por ejemplot = 3, y calculemos la distribucién d& 3. Haciendo el
diagrama de arbol es facil ver que

X3 = {_37 _15 173}

y
P(X3=-3)=%=1
P(X3=-1)=35% =3
P(X3=1)=35%=3
P(X3=3)= 2%, =1
O
Resumiendo

1. {X; : t € T} es un punto del espaciby donde para cadac T', X; es un punto en
el espaciav.

2. {X; : t € T} podemos considerarlo como la trayectoria de una partiaudasg
mueve al azar en el espadibsiendoX, la posicion de la particula en un instante

RecordemosE es el espacio de todos los posibles valorexdelLos elementod’; son
los estados del proceso.
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1.4 Clasificacién de los Procesos estocasticos

De acuerdo con la definicion de procesos estocéastico vistgiamente, existen dos el-
ementos muy importantes que los caracterizan, el espacpadEmetro y el espacio de
estados. Por lo tanto, tenemos distintos procesos de acaeaiclichos espacios son dis-
cretos o continuos. Veamos a continuacion dicha clasificaci

Segun T (Espacio del pardmetro) 1. SiT es una secuencia finita o infinita numerable,
entonced X; : t € T'} se dice que es un proceso estocastico de parametro discreto
(Cadena estadistica).

2. SiT esunintervalo entonces se dice qUé : ¢ € T'} es un proceso de paradmetro
continuo.

Segun E (Espacio de estado)l. SiF es un conjunto finito o infinito numerable de esta-
dos, entonce$X; : t € T} es un proceso estocastico discreto en el espacio de
estado o proceso estocastico de estado discreto.

2. SiE es un conjunto infinito no numerable de estados, entoncaseseae{ X; :
t € T} es un proceso estocastico continuo en el espacio de estadespres-
tocastico de estado continuo.

Dicha clasificacién no puede verse de manera separada pygeaeso estocastico esta
definido por ambos espacios a la vez, siendo asi en la siguigoia se muestra dicha
clasificacion

Parametro . .
Discreto Continuo
Estado
Discreto Cadena Proceso Puntual
Continuo secuencia aleatoria  Proceso continuo

Table 1.1 Clasificacion de los procesos estocasticos.

Es decir,
= UnaCadenaes un proceso estocastico en el cual el tiempo se mueve ea disoreta

y la variable aleatoria s6lo toma valores discretos en el@sple estados. Un grafico
tipico de este tipo de proceso se muestra en la figura 1.5.

Xow . ; .

Figure 1.5 Cadena
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Por ejemplo, considere una maquina dentro de una fabrisgydsibles estados de
para la maquina son que esté operando o que esté fuera derfamiénto y la ver-
ificacion de esta caracteristica se realizara al principicada dia de trabajo. Si
hacemos corresponder el estado "fuera de funcionamieato&kvalor 0 y el estado
"en operacion” con el valor 1, se tiene que el espacio de estad = {0,1} y

el espacio del parametro &s= {1, 2, ...,20} correspondientes a los dias laborales,
la siguiente figura muestra una posible secuencia de cardbiestado a través del
tiempo para esa maquina.

ESTADO,
I%O ] © 00 @000 ] 0

—e —¢ —0—»

\
Figure 1.6 Estado de la maquina al inicio del dia

Un Proceso Puntuales un proceso estocastico en el cual los cambios de estados
pueden ocurrir en cualquier momento pero la variable aleaslo toma valores
discretos en el espacio de estados, por ejemplo, unidadésgidas hasta el instante

de tiempat. La representacion grafica comun de este tipo de procesosestrmen

la figura 1.6

X, — — —

X, [— [

Figure 1.7 Proceso Puntual

Por ejemplo consideremos de numero de estudiantes quesefitiétando libros en la
biblioteca de la Facultad de Ciencias Econdmicas y Socales instante de tiempo
al dia. El espacio de estados esta representad& per{0, 1,2, ...,n}, numero de
estudiantes, el cual es discreto, y el espacio de estadagser [0, 480] tomando el
tiempo en minutos, el cual es continuo.

En unasecuencia aleatoridos estados cambian dentro de un conjunto continuo de
estados y en momentos determinados de tiempo. La figura tirbgréfico represen-
tativo de este tipo de procesos pero en este caso la varlabtera es continua. Un
ejemplo de este tipo es la cantidad de lluvia en litros qual@@éamente durante un
mes. La cantidad de agua es una variable aleatoria conéntences = [0, ), ¥

el espacio del parametro seffia= {1, 2, ...,00} dias del mes.
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= En unproceso continuolos cambios de estados se producen en cualquier instante y
hacia cualquier estado dentro de un espacio continuo dosstiaa figura 1.8 muestra
graficamente un proceso de este tipo.

Figure 1.8 Proceso Continuo

Por ejemplo sedX; : ¢t € T} un proceso estocéastico donHg es el flujo de agua en
un rio en un intervalo de tiempo. Sedfires de pardmetro continuo y seglires un
proceso estocastico continuo.

1.5 Distribucion de orden k de un proceso estocastico

Definicion 1.7 La Funcion de Distribucion de ordein del proceso estocésticpX;,t €
T}, es la funcién de distribucién conjunta del vector aleatdiX;, , X4, , ..., X¢, , €S decir

F(xhxg, vy T3ty T, ...,tk) = P[th < xl,th < xo, ...7th < xk]

Definicion 1.8 La Funcién de de masa de probabilidad y la funcién de densittaorden
k del proceso estocastidoX;, t € T'}, estan dadas respectivamente por

P(x1,29, ...y Tk N1, N, ooy ng) = P[Xy, = 21, Xpy = @2, o0y Xin,, = Tk

ak

7F(I1,I2, ...,Ik;tl,tQ, ...,tk)
8,%1,...,1%

f(Il,IQ, ...,Ik;tl,tg, ...,tk) =

EJEMPLO 1.6

Consideremos el lanzamiento de una moneda varias vecea.V€adjue la moneda
cae cara la particula se mueve una posicién hacia atrdssercoatrario se mueve
una posicion hacia adelante. Sea P[{sello}]. SeaX, la posicion de la particula
en el tiempa = 2. Estamos interesados en hallar la funcion de masa de pliolaabi
de ordeny del proceso.

Comon = 2 nos interesa modelar la posicion de la particula una vezayo®heda
ha sido lanzada dos veces. El espacio muestral del expedrmaleatorio es

Q = {ss, sc, cs, cc}
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donde{s} es sello ¥{c} es cara. La variable aleator}, toma los siguientes valores:
* X, = —2 cuando ocurres = {cc},
* X, = 0 cuando ocurre) = {sc} 6w = {cs}
* X, = 2 cuando ocurrer = {ss}
Ahora bien,
* PIXy = —2] = P[{cc}] = (L —p)(1 —p) = (1 - p)?
* P[Xy = 0] = P[{sc}U{cs}] = P[{sc}]+P[{cs}] = (1-p)p+p(1-p) = 2p(1-p)
" P[X>=2] = P[{cc}] = (p)(p) =1°

Por lo tanto,
(1-p)?, siz=-2;
P Xy =z = ¢ 2p(1—p), siz=0;
P2, siz = 2.

1.6 Primery Segundo Momento de un Proceso Estocastico

Asi mismo como la media, la varianza y la covarianza nos ggemaiaracterizar, al menos
parcialmente, variables y vectores aleatorios, tambidéepwms caracterizar un proceso
estocastico con la ayuda de sus momentos.

Definicion 1.9 La mediaE[X;] de un proceso estocasti§d(,,t € T'} en el tiempa se
denota porn x (t). Ademas la funcion de autocorrelacion y la funcion de autacanza
del proceso en el punt@;, t2) son definidas respectivamente por

Rx(t1,t2) = FE[Xy,X,]
Coux(ti,t2) = Rx(t1,t2) —mx(t1)mx(t2)
Finalmente, el coeficiente de correlacion del proceso éstico en el puntdt, t2) es

Covx(tl,tQ)
CO’UX (tl, tl)CO’UX (tg,tg)]l/Q

px(t1,t2) = [

Se usa el prefijo auto porque la funcién es calculada paraaloseg del mismo proceso
{Xi,t € T}. LafuncionRx y (t1,t2) = E[X,,Y},] donde{Y},t € T} es otro proceso
estocéstico, es llamadafancién de Correlacion Cruzada De hecho en nuestro caso
podemos omitir el prefijo.

La funcion Rx (t,t) = E[X?] es llamada la potencia promedio del proceso estocastico.
Ademas lavarianza del proceso en el tiempioes

Var[X:] = Covx(t,t)
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EJEMPLO 1.7

SeaY” unavariable aleatoria que se distribdy@, 1). Definamos el proceso estocastién, t >
0} por
X, =eVt, t>0

Vamos a calcular la funcién de densidad de primer procesueldia y la funcion de
autocorrelacion.

Usando la técnica de la transformacion se tiene que la formedensidad de primer
orden del proceso esta dada por

dln(x/t)

e = (o) = St/ |2

-

flz,t) = [fx,(x) = fy[ln(z/t)] ‘M‘

dt

1 1 1

v = [H = 2ovee e
La media es

1 1
E[X,] = E[¥t]=tE[eY]= t/o eYldy = tev .

= tlet =€) =te—1),t>0

o de manera equivalente,

te 1 te
E[X; = / x—d:c:/ de =z
t Z t

= te—t=tle—1),t>0

te

t

Finalmente,
X Xips = eV tey (t+5) = eXt(t + 5)
Por lo tanto,
Rx(t,t+s) = E[X;, Xis] = E[e®t(t+ s)] = t(t + s)E[e?]
- t(t—i—s)/olezydy—t(t—i—s)% (1): t(t;S)[eQ —1],Vs,t >0

O

EJEMPLO 1.8

Ensayos independientes para los cuales la probabilidaxitdees la misma para cada
uno de estos ensayos son llamados ensayos Bernoulli. Paplejgpodemos lanzar
un dado independientemente un nimero indefinido de vecdsyrdm éxito cuando

cae el "6”, Un proceso Bernoulli, es una sucesi®n Xo, ... de variables aleatorias
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Bernoulli asociadas con ensayos Bernoulli. EstaXgs—= 1 si el k-esimo ensayo es
un éxito yx, = 0 en otro caso. Podemos facilmente calcular

E[X)) = > axP(zx) =0(1—p) +1(p) = p

Ikzo
dondep es la probabilidad de un éxito, y

1 1
RX(klak2) = E[Xlekz]: Z Z xklxkzp[xklxkz]

T, =02k, =0

= Z Z xklxkzp[xkl]P[xkz]

Ty =02k, =0
= 0x0(1—p)Y 2 +0x1(1—p)p+1%0%p(l—p)+1x1+p*=p?
Sik—1=ko =k,

Rx(k,k) = B[X?] = > aiPley] = 0*(1—p)+1xp=p

Ik:()
Entonces,
2 =0 Siky # ko;
Coux (k1 k) = 47 ~P*P=0. i ! 17 ko
Covx(k,k)=p—p*=p(l—p), Siki=ka=k.

1.7 Propiedades de los Procesos Estocasticos

Algunos procesos estocasticos presentan propiedadeslgsecmiten su estudio de man-
era mas facil pues se simplifican los calculos en los mismogske caso vamos a estudiar
tres de las propiedades méas importantes: Procesos estagmprocesos Markovianos y

procesos con incrementos independientes.

1.7.1 Procesos Estacionarios

Intuitivamente, un proceso estacionario es aquel que, adm Idel tiempo, mantiene sus
caracteristicas estadisticas.

Por ejemplo, si se sintoniza un receptor de FM en un canal Iffer oye un ruido de fondo.
Ese ruido de fondo suena siempre igual . No cambia de volumde sonido con el
tiempo, ni a lo largo del dia. Un ejemplo de proceso no estacio seria la temperatura
ambiente en Mérida. Sabemos bien que la temperatura proreedin diferentes épocas
del afio la temperatura promedio es distinta. Esta cordelaitre la épocay, en este caso,
el promedio de temperatura, sugiere la no estacionareilguatceso.

Existen dos clases de procesos estacionarios: Débil gtestri
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Definicion 1.10 (Estacionario Débil) Decimos que el proceso estocasticsi;,t € T}
tal que E[X?] < oo es un proceso estacionario débil o estacionario en sentidpl si

1. E[X,)=mWeT
2. Rx(tl,tg) = Rx(tg — tl)

Esta es la acepcidn de estacionariedad mas utlizada erctecpra

Observaciones:
1. Debe existir el momento de orden 2 de las variables alaator

2. YaqueE[X,] = m, si{X,,t € T} es un proceso estacionario débil entonces

Con(tl,tg) = Rx(tl,tg)—mx(tl)mx(tg):Rx(tg—tl)—m2
= Covx(tg—t1)=COUX(h) h:tg—tl

Es decir que la funcién de autocovarianzas toma el misma yem 2 variables
aleatorias separadas por un retahden el proceso, independientemente de donde se
encuentren estas 2 variable s aleatorias en el tiempo.

3. Siseleccionamog = t, = t obtenemosix (t,t) = E[X?] = Rx(0)Vt. Ademas
Covx (t,t) = E[X}?] — m? = Var[X;] = Rx(0) —m? no depende d&

4. Sitomamosg; =tyto =t+s

Rx(t1,t2) = Rx(ta —t1) = Rx(t + s —t) = Rx(s)

Definicion 1.11 (Estacionario Estricto) Decimos que el proceso estocast{c;,t € T'}
es un proceso estacionario estricto si su funcién de distiitn es invariante bajo cualquier

cambio de origen
F(x1,22, oy Tpiti, tay ey tn) = F(21, 22, ooy Tpj t1+8, ta+58, ooy tn+S) Vs, m,t1, ..., tn

esdecirsivn € N,Vs € TyV{ty,ts,....tn} € T las variables aleatoriaéX;,, X:,, ..., Xz )
tiene la misma distribucion conjunta qU&, +s, Xt,1s, -y Xt,+5)

Observaciones:

1. En la préctica es dificil demostrar que un proceso esiesg estricto (Excepto en
el caso de un proceso gaussiano). En consecuencia, a mewsidorriormamos con
una version mas simple de la nocién de estacionariedadnald=rar sélo los casos
cuandon =1yn =2.

2. Si{X,,t € T} es un proceso estacionario estricto entonces cuardad
F(x;t) = F(x;t+ s)

es decir, todas las variables aleatorias tienen la misntabdision y si suponemos
queE[X}] < oo entoncesn x (t) = m la cual es la condicion 1 del proceso débil.
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Cuando n=2
F(xt,, w0, t1,t2) = F(x1, 20;t1 + 8,10 4+ 5) = F(x1, 205 t2 — t1)
esto implica que
Rx(t1,t2) = Rx(t2 —t1)
la cual es la condicion 2 del proceso estacionario débil.

Por lo tanto, si un proceso es estacionario estricto ensogxestacionario débil. Lo
contrario por lo general no es cierto.

EJEMPLO 1.9
El proceso Poisson,denotado cofié;, t > 0} tiene las siguientes caracteristicas
E[N(t)] = At, Rx (t1,t2) = Amin(ty ta)

es facil ver que no es estacionario pugsV;| depende de.
Ahora si definimosX; = % entonceF[X;] = A no depende deperoRx (t1,t2)
no puede escribirse confx (¢t2 — t1). Por lo tanto tampoco es estacionario. O

EJEMPLO 1.10

Consideremos el ejemplo 1.6, que por comodidad reescrgianfoinciéon de masa de
probabilidad de orden 2

(1-p)?, siz=-2
PXy; =z = ¢ 2p(1—p), siz=0;
P2, siz = 2.

1.7.2 Procesos Markovianos.

La caracteristica principal de los procesos estocastieskavianos es que la distribucion
de X,,+1 s6lodepende de la distribucién &g, y no de las anteriores que el estado futuro
del proceso, s6lo depende del estado presente, y no debeestiados pasados. Formal-
mente se expresa como:

Vne NyVt <. <ty

P(Xy, <zplXey, <z1,00, Xy, <@poi1) =P(Xy, <aplXy, , < Tno1)

n—1

Cuando el espacio de estadé®s discreto, entonces se puede escribir

P(Xt = xn|Xt1 =T, ...,th71 = xnfl) = P(Xt = In|th71 = Infl)

n n
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1.7.3 Procesos de incrementos independientes.

Se dice que un procedoX; tal quet € T'} es de incrementos independiente¥'si €
N,Vty,...,t, € T, cont; < ... < t,, las variables aleatorias

o o= Xy — Xy
y2 = Xy — Xy,
Yn—1 = Xy, — Xy,

Son independientes.
Proposicién 1.1 Todo proceso de incrementos independientes es un procekoviamno.
Justificacion
Supongamos un proce$& 1, X2, X3} y hay que demostrar que
P(Xg = I3|X2 = IQ,Xl = Il) = P(Xg = I3|X2 = IQ)

para ver que es markoviano.

Asi (dado que se conocéfy = 22y X7 = 1)

P(Xg = 1‘3|X2 = I'Q,Xl = ,Tl) = P(Xg — X2 = T3 — 1‘2|X2 = .’L‘g,Xg — X1 = T2 — 1‘1)(*)
= P(Xg—X2=$3—$C2|X2:$C2)
= P(Xg = $3|X2 = IQ)

(*) por hipotesis, los incrementos son independientes.
Quedando asi probado.

1.8 Ejercicios

Los ejercicios estan disponibles en mi pagina web.
COSAS QUE DEBO MEJORAR EN LA CLASIFICACION



CHAPTER 2

CADENAS DE MARKQOV

2.1 Introduccién

Muchas decisiones deben tomarse dentro de un contexto de
aleatoriedad. Fallas aleatorias de los equipos, tasasodielg@r
cidn fluctuantes y demandas desconocidas son todas page de |
decisiones normales que hay que tomar. En un esfuerzo de cuan
tificar, entender, y predecir los efectos de la aleatorigldadoria
matematica de la probabilidad y de los procesos estocasiao
sido desarrollada, y en este capitulo, un tipo especial aeepo
estocastico llamado Cadena de Markov es introducido. En par
ticular una cadena de Markov tiene la propiedad de que aldutu
es independiente del pasado dado el presente. Estos ps@oeso
llamados asi debido al probabilista Andrei Markov, quiéblico

una serie de trabajos a inicio de 1907 los cuales llevaros tufedamentaciones tedricas

para las cadenas de Markov de estados finito.

En este capitulo estudiamos un tipo especial de procestéssitto de pardmetro discreto
gue es un poco mas complicado que una sucesion de variabégerals independientes
idénticamente distribuidas; llamemoslo cadenas de Markatuitivamente una cadena
de Markov es un proceso de parametro discreto en el cualubfes independiente del
pasado dado el presente. Por ejemplo, suponga que dos@edsmiden participar en un
juego con una moneda insesgada. Cada uno comienza con 5asgnkathizan la moneda
varias veces. Si cae cara, el jugador 1 se gana una monedagcdettario, el jugador

Procesos Estocasticos, Primera Edicion.
By D. Rivas, R. Delgadillo Copyrigh®) 2016 Universidad de Los Andes.
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2 se gana la moneda. El juego continua hasta que uno de loedpseda con las 10
monedas. La sucesién de caras y sellos obtenida de loswagksizamientos forman un
proceso estocastico i.i.d., la sucesion representadaporaro total de monedas que tiene
el jugador 1 serd una cadena de Markov. Para ver esto, asistpraaespués de varios
lanzamientos, el jugador 1 tiene tres monedas. La probadilile que después del prox-
imo lanzamiento el jugador 1 tenga cuatro monedas es 0.5gnelcimiento del pasado
(es decir, cuantas monedas el tenia uno o dos lanzamiertéss ao ayuda en el calculo de
la probabilidad de 0.5. Por lo tanto, el futuro (cuantas ndaseendra después del prox-
imo lanzamiento) es independiente del pasado (cuantasdasienia en los lanzamientos
anteriores) dado el presente (cuantas monedas tieneraetutal)).

Sea{ X, },>0 una secuencia de variables aleatorias, doXigleepresenta el estado de
un sistema en el instantey el conjunto de estaddg esta dado poE = {E; : j =
0,1,2,...}.

Notacion
X, = j. valor que toma la variable aleatotiaen el instantex.

Definicion 2.1 Se dice que las variables aleatorids, s = 0,1, 2, . .., n sonmutuamente
independientesi y sélo si

P{X,=j/Xo=ti0,X1=11,X0=142,...,. X1 =in_1}) = P{Xn=7})

Definicion 2.2 (Cadena de Markov) Es una familia de variables aleatorigd X,, : n €
IN}, tales que para tode y para todos los valores posibles de [&5 se cumple

p ({Xn = .]/XO = iOaXl = ila B 7Xn71 = infl}) = P({Xn = j/anl = infl})
2.2 Ejemplos de algunas Cadenas de Markov

2.2.1 Cadenas de Ramificaciéon

Considere una particula que es capaz de producir nuevasdejeada tipo. Para cada
miembro seay, k = 0,1, 2, ... la probabilidad de credr nuevos miembros. Los descen-
dientes directos de la generaciéfiorman la generacio(m + 1). Los miembros de cada
generacion son independientes de otros. SupongamaX ges el tamafio de la-esima
generacion, es claro qué, solo depende «,, ; ya queX,, = Z;:ll Y; dondeY; es el
namero de hijos delesimo miembro de la generacian- 1. Por lo tanto X ,, representa
una cadena de Markov. Las reacciones nucleares en cadeobyéaida de los apellidos
familiares, la mutacién de gensy las lineas de espera emsistde colas son ejemplos de
procesos de ramificacion.

EJEMPLO 2.1 Reaccién Nuclear en Cadena

En una reaccion nuclear en cadena una particula tal comoutronese activa con
probabilidady, creandon particulas nuevas,y= 1 — p representa la probabilidad de
gue esta permanezca inactiva sin descendientes. En esteloasico nimero posible

de descendientes es ceremacon probabilidad y p respectivamente. $ies cercano

a uno, es muy probable que el nUmero de particulas se inctemienefinidamente,
llevando a una explosion, mientras que €is cercano a cero el proceso puede nunca
iniciarse.
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EJEMPLO 2.2 Sobrevida del Apellido Familiar

En la sociedad victoriana producia preocupacion la pid#nllde que los apellidos
aristocraticos se estuviesen extinguiendo.

El francés 1.J. Bienaymé fue el primer estadistico del qu&se constancia que con-
sidero este problema, en 1845. Paralelamente a Bienaysi@ykstigadores britani-
cos Francis Galton y Henry William Watson estudiaron de ngydpio el problema de
la propagacién de los apellidos, publicando sus resultad@alton y Watson (1874),
entre otros documentos. Para una historia detallada, \@rd#l, 1966) y (Kendall,
1975).

Para la realizacion del estudio se considera una poblaoiMcvarones adultos en la
gue, en cada generacionaglpor ciento de los varones adultos no tiene hijos varones
que alcancen la vida adulta, @ por ciento tiene un hijo varon que llega a adulto,
el as tiene dos y asi sucesivamente hastasepor ciento que tiene 5. El problema
plantea, en esas circunstancias, dos cuestiones:

¢, Qué proporcién de los apellidos se ha extinguidortigeneraciones?

¢En cuantos casos el mismo apellido sera compartidoygmersonas?

Si bien Galton y Watson realizaron grandes avances en Iatigaeién del Prob-
lema, la solucion definitiva al mismo llegd bastante masetaeth 1930, de la mano
de J.F. Steffensen. Este matemaético demostrd, entre asas,ajue la probabilidad
de extincion de una familia (del apellido que comparte digmilia) depende del
namero medio de hijos de cada individuo (con la notacidnramfede la cantidad
r = a1 + 2a2 + 3az + ... Sir < 1 la probabilidad de que un apellido familiar se
extingaes 1y s > 1, dicha probabilidad de extincion tomaré un valor entre Oy 1.
Estos estudios crearon el llamado proceso de Galton-Waioseen un principio se
aplicé Gnicamente al problema de la extincion de los apslidSin embargo, pronto
se empez6 a emplear en el campo de la biologia, para modelieatension de los
seres vivos. Hoy en dia, se aplica en multitud de disciplidasde la teoria de colas
hasta la propagacion de virus informaticos.

EJEMPLO 2.3 Genética

En el problema de la mutacién genética, todos los genestigmehance de reaparecer
en susk descendientes directos con probabiligadk = 1,2,.... Una mutacion
esponténea produce un gen simple que juega el rol de unaytarh la generacion
cero. La dispersion del gen a través de las siguientes gaoees sigue una cadena
de Markov. Una cuestion de interés puede ser que tan probaljee el gen este
presente e nacimientos.

EJEMPLO 2.4 Lineas de Espera

En cualquier tipo de colas o lineas de espera, los clierggarl aleatoriamente y
esperan a ser servidos. Un cliente que llega cuando el seresda libre recibe in-
mediatamente el servicio, de lo contrario el cliente se uleeala y espera por el
servicio. El servidos atiende a los clientes de acuerdounaldisciplina de la cola,
como por ejemplo primero en llegar primero en salir. La didratotal de servicio
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ininterrumpido desde que inicia én= 0 es conocido como el periodo de ocupacion.
Bajo el supuesto de que el tiempo de varias llegadas y el tefaservicio son vari-
ables aleatorias independientes, entonces podria seledésiconocer el nimero total
de clientes durante el periodo de ocupacion, la duraciépatédo de ocupacion, la
probabilidad del tiempo de terminacion, entre otras. Comeesd, las colas estan
universalmente caracterizadas dependiendo de la disithitbdlel tiempo de servicio
y el nimero total de servidores. Por ejemplo, los tiemporediggadas y servicio
pueden ser distribuidos exponencial, mientras que el mideservidores puede ser
uno o varios en paralelo.

SeaX,, el niumero de clientes que esperan en la cola en el instarteando eln-
esimo cliente se va del sistema después de completar etiselSi consideramos que
el primer cliente que llega y recibe de inmediato el servicimo la generacion cero,
entonces los descendientes directos sorXlpslints que llegan durante el tiempo de
servicio del primer cliente y forman la cola. Y de esta maeépmoceso continua. Es
claro que el nimero de clienteX,, que esperan servicio en | tiempg forman una
cadena de Markov.

2.2.2 Caminatas Aleatorias

Una caminata aleatoria es una cadena de Markov que en sarvarés sencilla considera
gue una particula, en el tiempo 0, esta en el origen. Lueg@éa gnidad de tiempo,
aleatoriamente la particula se mueve a la derecha o a l&izguiPor lo tanto, la variable
aleatoriaX,, denota la posicién de la particula después de un tiempatonces el espacio
de estado ef0, 1, 2, 3, ...}. Es claro que la posicion siguiente de la particula solo népe
de la posicion actual, entonces se cumple la propiedad dkaViai estando la particula
en el estadé esta sélo se puede mover a los estaded y i — 1, con probabilidades y

q respectivamente, entonces se tiene

p, J=i+l,

P({anj/Xn_lzz'D:{ -
q, J=I-1.

Una generalizacién de la caminata aleatoria es consideiailayparticula puede per-
manecer en el mismo estado en una transicién, si denotamaslpgprobabilidad de
gue eso ocurra se tiene que
p, JFi+l
P({X0=j/Xn1=i}) =g, [=l;
r, =i
Otra manera de generalizar la caminata aleatoria es asumlag probabilidadesy ¢ (y
r en el caso anterior) pueden depender del estddade la particula esta. Asi, tenemos
pi, JEi+1,
P({Xn=j/Xn1=1})=q @ =l

ri, =L

EJEMPLO 2.5 Ruina del Jugador
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Supongamos que 2 jugadores Antonio y Bonifacio, particgrann juego solamente
ellos dos. Antonio dispone debolivares y Bonifacio dé bolivares, por lo tanto se
dispone de: = a + b Bs. SeaX,, la fortuna de Antonio en el instante Suponga
gue Antonio gana con probabilidad/ pierde con probabilidagl Como la fortuna de
Bonifacio solo depende de su fortuna actual entofiégs} es una cadena de Markov,
cuyo espacio de estado €5 1,2,3,...,c = a + b}.

EJEMPLO 2.6 Borrachito

Un borracho se mueve aleatoriamente en el eje de las absois@asiso unitario. Sea
r; : probabilidad de quedarse .

p; : probabilidad de pasardg;, a ;.

¢; : probabilidad de pasar dg; a E; ;.

Supongamos que

pi > 0;q; > 05y > 0;Ve > 1

pi+q+ri=1Vi>1

ro+po =170 = 0;pp = 0.

SeaX,, la posicion del borracho en el instante Como la posicion siguiente del
borrachito solamente depende de la posicion acfugl,} una cadena de Markov con
espacio de estadds = {Ey, E1, E», ...}

EJEMPLO 2.7 Vendedor

Un vendedor vive en el puebla’ y es responsable de los puebles’ v’ y '¢’. Cada
semana se requiere visitar un pueblo diferente. Cuanddeééasasa, es indiferente
el pueblo que el visitara a la semana siguiente, por lo tamza una moneday si cae
cara el visita al pueblt’ de lo contrario visita al puebl@’. Sin embargo, cuando el
esta por fuera tiene cierta preferencia de ir a casa, ponto,tél lanza dos monedas,
si las dos monedas caen cara el visita el otro pueblo que Aceassu casa. Los
sucesivos pueblos que el visita forman una cadena de Madfoespacio de estados
E = {a,b,c} donde la variable aleatori&,, es igual &a’,’ b’ 0’¢’ de acuerdo a su
ubicacidn en la semana

2.2.3 Otros Ejemplos

EJEMPLO 2.8 Acciones

Considere el siguiente modelo para el valor de una acciéfinélde un dia dado se
registra el precio. Sila accién subid, la probabilidad de suba mafiana es. Sila
accion bajo, la probabilidad de que suba mafiana eEvidentemente el valor de la
accion al dia siguiente depende el valor actual, por lo tanig, representa el valor

de la accion el dia, entonced X, } es una cadena de markov, cuyo espacio de estado
es{s, b} dondes representa que la accion subié gue la accion bajo.
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EJEMPLO 2.9 Inventario

Este es un ejemplo tomado del Hillier- Lieberman (Investiggade operaciones). Una
tienda de camaras tiene en almacén un modelo especial deacquease puede or-
denar cada semana. Se@n, D-, ... las demandas respectivas de esta camara duran
te la primera, segunda,..., semana. Se supone qui& lssn variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas que tienenldisidn Poisson con media 1.
SeaX el nUmero de camaras que se tienen en el momento de iniciescgo, X

el numero de camaras que se tienen al final de la semaXiadl,nimero de camaras
gue se tienen al final de la semana 2, etc. SupongaXgue- 3. El Sadbado en la
noche la tienda hace un pedido que le entregan en el momergtorida tienda el
lunes. La tienda usa la siguiente politica para ordenao kiay camaras en el inven-
tario, ordena 3 camaras, de otra manera, si se cuenta comasaemael almacén, no
se hace el pedido. Se supone que las ventas se pierden caateindnda excede el
inventario. Entonce§X,,;n = 0, 1,2...} es una cadena de Markov de la forma que se
acaba de describir. Los estados posibles de la cadena semtéred), 1,2, 3, ... que
representan el nimero posible de camaras en inventari@btiiia semana.

EJEMPLO 2.10 Mantenimiento de una maguinaria

Considere un granjero que usa un viejo tractor. El tractar@senudo en reparacion
pero solo dura un dia para entrar nuevamente en funciontmida primer dia
fuera de reparacion el siempre trabaja pero un dia cuaiguigiependientemente
de su historia previa, hay cierto de chance de que se dafie lp panto sea en-
viada a reparacién. SeaX, X1, ... variables aleatorias que denotan la condiciéon
diaria del tractor, donde un uno denota la condicion tratslgay cero la condicion
fallando. Como el estado siguiente del tractor depende ddatle actual, entonces
{X,;n=0,1,2...} es una cadena de Markov.

2.3 Definiciones

Definicion 2.3 (Probabilidades Iniciales) Sea
PV =P(Xo=j) V¥j=0,12,..

(0

Losp; ) reciben el nombre dprobabilidades inicialesEn forma matricial se tiene

0 0 0
p©@ =, p\? pP. ]

Definicion 2.4 (Probabilidades de Estado)Sea
P =P(X,=j) Vj=01,2.¥n1=012,..

p§") es la probabilidad de que en el momentel sistema esta en el estagloEn forma
matricial .
E(n) = [pon apln 7p2n 7]

Definicion 2.5 (Probabilidades de Transicion)Sea

Dij = P(Xn = j/Xn—l = Z) VZ,j = 07 1,27 ..Vn = 172,
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p;; €s la probabilidad de que en el momentel sistema esta en el estagldado que en
el instante anterior estaba en el estado

Nota: Silosp;; no dependen de, se dice que la cadena es homogénea.

Definicion 2.6 (Matriz de Probabilidad de Transicion)

Ey E1 Ey --- E,

Ey {poo por Poz ‘' DPor

Ei| pio puiit pi2 - pir

P— E2| p2o D21 D22 - Dpor
Er Pro Pri1 Pr2 e DPrr

Caracteristicas deP:
2. Zgzopij:1Vi:O,1,2,...,T

2.3.1 Ejemplos

EJEMPLO 2.11

Considere un granjero que usa un viejo tractor. El tractar@&sienudo en reparacion
pero solo dura un dia para entrar nuevamente en funciontmignprimer dia fuera

de reparacion el siempre trabaja pero un dia cualquierapamtientemente de su
historia previa, hay un 10% de chance de que se dafie y portlm daa enviada a

reparaciéon. SeaX, X1, ... variables aleatorias que denotan la condicién diaria del

tractor, donde un uno denota la condicion trabajando y eecomdicion fallando. En
otras palabras,
L

X - el tractor esta trabajando;
" )0, eltractoestaen reparacion.

Por lo tanto, Xy, X1, ... €s una cadena de Markov cuyo espacio de estago{0,1}.
Las probabilidades de transicidn son

P(Xp41=0/X,=0)=0
P(Xpi1=1/X,=0)=1
P(Xp1=0/X,=1)=0.1
P(Xpi1=1/X,=1)=0.9

Por lo tanto, la matriz de transicién esta dada por

Ey E;

Ey (0O 1
E; \ 0.1 0.9
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EJEMPLO 2.12 Ruina del Jugador

Supongamos que 2 jugadores Antonio y Bonifacio, particgrann juego solamente
ellos dos. Antonio dispone debolivares y Bonifacio dé bolivares, por lo tanto se
dispone de: = a + b Bs. SeaX,, la fortuna de Antonio en el instante Suponga
gue Antonio gana con probabilidad/ pierde con probabilidagl Como la fortuna de
Bonifacio solo depende de su fortuna actual entofiégs} es una cadena de Markov,
cuyo espacio de estado §3,1,2,3,...,c = a + b}. Por lo tanto, las probabilidades

de transicidn de un paso son:

( )

(Xn =1 )
pro=P(X,=0/X,_1=1)=¢q
pn=PX,=1/X,_1=2)=0
pa=PX,=2/X,_1=1)=p
p1j=P(X,=j/Xn-1=2)=0
poo=P(X,=0/X,_1=2)=0
po1=P(X,=1/X,_1=2)=q
peo=P(X, =2/X,-1=1)=0
pos = P(X, =3/X,_1=2)=p

(Xn =1 )

y asi sucesivamente. La matriz de transicion de estados es

1

q
p=|o0

o O

-

EJEMPLO 2.13 Borrachito

Un borracho se mueve aleatoriamente en el eje de las absois@asiso unitario. Sea

r; : probabilidad de quedarse &h.

Vi >0

Vi >2

Vj >3

oR o

p; : probabilidad de pasardg; aFE; .

¢; : probabilidad de pasar d€; a E; ;.

Supongamos que

kN o o
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pi > 0;q; > 0;my > 0;Ve > 1
pit+tq+ri=1vi>1

ro+po=1;79 = 0;p0 > 0.

Sea
X, : {Es la posicion del borracho en el instahfe

Como la posicién siguiente del borrachito solamente depeledia posicion actual,
{X,} una cadena de Markov con espacio de estddos {Ey, F1, F»,...}. Las
probabilidades de transicion de estados son

poo = P(X, =0/X,_1=0)=r¢

por = P(X,, =1/X,-1=0) =po

poj = P(Xp=7/Xn-1=0)=0 Vj>1
po=PX,=0/X,1=1)=q
pn=PX,=1/X,_1=2)=n
pr2=P(X,=2/X,1=1)=p
pij=PX,=j/Xn1=2)=0 Vj>3
po =P(X,=0/X,,_1=2)=0
po1=P(Xp,=1/Xp-1=2) =
pee=P(X, =2/X,,_1=1)=mr

p2s = P(X, =3/X,-1=2) =p2

p2j = P(Xn=j/Xn1=2)=p Vj>4
y asi sucesivamente. La matriz de transicién de estados es

To Po 0 0
gt mm p1 O

P:
0 g 7T po
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EJEMPLO 2.14 Vendedor

Un vendedor vive en el puebla’ y es responsable de los puebles’ v’ y '¢’. Cada
semana se requiere visitar un pueblo diferente. Cuanddeééasasa, es indiferente

el pueblo que el visitara a la semana siguiente, por lo tamzal una moneday si cae
cara el visita al pueblt’ de lo contrario visita al puebl@’. Sin embargo, cuando el
esta por fuera tiene cierta preferencia de ir a casa, ponto,tél lanza dos monedas,

si las dos monedas caen cara el visita el otro pueblo que Aceassu casa. Los
sucesivos pueblos que el visita forman una cadena de Madfespacio de estados

E = {a,b,c} donde la variable aleatori¥,, es igual da’, b’ 0’c’ de acuerdo a su
ubicacidon en la semana Las probabilidades de transicion de estados estan dadas po

Paa = P(Xpn =a/Xp_1=0a)=0
Pap = P(X,, =b/Xp,_1=a) =05
Pac = P(X,, =c¢/Xp_1=10a) =05
Pra = P(X, =0a/Xp,_1=b)=0.75
poy = P(Xp, =b/Xpn-1=0)=0
Phe=P(Xn=c/Xp_1=b)=0.25
Pea = P(Xp =0a/Xp_1=1¢)=0.75
peb = P(X,, =b/X,,-1 =¢) =025
Pee =P(Xp=c¢/Xpn_1=¢)=0

La matriz de transicion esta dada por

a b c

a 0 0.5 0.5
b107 0 025
b \0.75 025 0

EJEMPLO 2.15 Modelo de Colas en Tiempo Discreto.

Supongamos que observamos el nimero de clientes que esiaa enla delante de
un cajero automatico. Se#,, el nimero de clientes en el momer#o{0,1,...}.

Es decir, observamos el sistema en instantes de tiempaasegguor una unidad de
tiempo, por ejemplo cada hora o cada 10 minutos (una uniddigmi@o puede ser
un nimero arbitrario de minutos), etc. Supongamos que slieme esta usando el
cajero automatico en el momento entonces la probabilidad que este finalice antes
del momento: + 1 esq € (0, 1). Finalmente, suponga que la probabilidad de fue
clientes lleguen durante una unidad de tiempo esta dado por

e~k
k!




DEFINICIONES 27

parak = 0,1,2,... y que para cualquiet € {0,1,2,...}. Es decir el nimer®,, de
llegadas al sistema en el intervdla n + 1) se distribuye Poisson con parameiro
para todae. Por lo tanto, tenemos que

) X+ Y, con probabilidagb;
" (X, —1)+Y,, conprobabilidad.

Hemos encontrado qu§,,,n = 0,1, 2, ... es una cadena de Markov cuyas probabili-
dades de transicién son:

e Mk e Lar . . ) _

p k!)\ +4q (k-i\l)! , Slj=1i+k,t€N,

PXpp1 =j/Xn =i = qe™?, sij=i—1,i€N;
6723’6, sij=k,i=0.

j =i+ k ocurre cuando no sale nadie y llegapersonas o cuando alguien sale y
llegank + 1.

e—)\/\k e—k)\k-i—l

P[X, 1 =7/X, =i =pP(Y, =k)+qP(Y, =k+1) =
(Xny1 =17/ i] = pP( )+ qP( +1)=p x +q(k+1)!

j =1 —1nollega nadie y alguien se fue

PXnt1=j/Xn=1i=qP(Y,=0)= qe_k
j = k,i = 0no habia nadie en el sistema y llegakon

e~k

PXui1 = /X =i = P(Yy = k) = —

EJEMPLO 2.16

Este ejemplo es tomado de Parzen, ilustra que el parameitocse refiere necesaria-
mente al tiempo. Considere una pagina de texto y represetatales por ceros y
las consonantes por unos. Por lo tanto la pagina es una cddem@#ios y unos. Esto
indica que la secuencia de vocales y consonantes en el jerfsmamoan forman una
cadena de Markov, donde una vocal siempre sigue una cortegnana vocal sigue
otra vocal con probabilidad de 0.51. Por lo tanto, la sedaeateceros y unos de una
pagina de texto Samoan se comporta de acuerdo a la siguiafrie de transicién

E, E
Eo (051 0.49
EE\1 0

Teorema 2.1 Una cadena de Markov esta completamente definida una veaanattiz
de probabilidad de transicién y las probabilidades inigalestan especificadas. Es decir,

» P(Xo =10, X1 =141, X1 =tn-1,Xn = in) = PigPiir " * * Pin—sin_1Lin_1in
. B(n) _ E(O)P"
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Para la primera parte se tiene que

P = PXpn=in/Xo=1t0,X1=1t1, Xpn1 =1n-1)

P(Xg=1d0, X1 =1, Xpn-1 =in-1)

= PX,=in/Xn-1=t1n-1)P(Xo =10, X1 =41, Xp—1=14pn-1)
Dip1,in P (Xn—1 =1n_1/Xo =10, X1 =141, - , Xpn_2 = in_2)

P(Xg=1i0, X1 =41, , Xpn_—2=1n_2)

Dip 1in P (Xn—1 =in—1/Xn—2 =in—2)P(Xo =i0, X1 =41, - , Xn—2 = in_2)
= Pin1,inPip_sin_ 1 P(Xo =10, X1 =41, , X2 =in_2)

*

*

= DPip 1inPin_oin_1 " Pisiy PiyigPio

Para la segunda parte, recordando el teorema de probdbiljﬂﬂpg."), probabilidad de
estado, puede escribirse como

B = PXu= )= 30 P = J/Xars = HIP(Xuct = )
k=0
= ip(xn,l =k)P(Xp =7/Xn_1=Fk)
k=0

oo

—1
E pé" )pkj
k=0

Doj
= (e ) [

Ahora,plg.") es la componentg del vectorp(™, por lo tanto tomando en cuenta todas las

componentes se tiene que el vegitY (vector de las probabilidades de estado) esta dado
por

Poo Po1
PM™ = (pg"’l) pinY ) Pio P11

(=1 . p

P
P2 xPxP =P" 2 4 p?

©) s pn

I
")



PROBABILIDAD DE TRANSICION DE N PASOS 29

EJEMPLO 2.17

Suponga que se inspecciona una maquina la cual se pueddraneorios siguientes
estados

FEy = Funcionando

E, = En reparacion de inmediato

Supongamos que
Ey Ey

p_ o (06 04
T E; \ 0.8 0.2
Si hoy la maquina esta funcionando ¢ Cual es la probabilidaglé pasado mafiana
este en reparacion?

Es evidente que se esta interesado en obtemézr}a Para ello usamos el resultado
obtenido anteriormente, es degif?) = p(®) « P" paran = 2. El vector de probabil-
idades iniciales esta dado por

2= )0 o

y P2 seria
P2 _ PP — 0.6 0.4 0.6 0.4 _ 0.68 0.32
0.8 0.2 0.8 0.2 0.64 0.36
Por lo tanto,
0.68 0.32
P® =pO . p? = (1 0) - (0.68 0.32)
0.64 0.36

Entoncep!? = 0.32

Luego de que una cadena de Markov ha sido formulada, hay mpceguntas que podrian
ser de interés. Por ejemplo, ¢ En qué estado estara la caelbteakbv después de 5 pasos?
¢ Qué porcentaje de tiempo se mantendra en un estado dadaittig Ageoun estado, sera
que la cadena no llegara a otro estado?

2.4 Probabilidad de Transicion de 1 pasos

Las cadenas de Markov proveen informacién directa acertsdeobabilidades de tran-
sicién de un paso y estas a su vez pueden ser usadas parardakyrobabilidades para
transiciones de mas de un paso. Por ejemplo suponga queaso@a vendedor se quiere
calcular la probabilidad de que estando en el pueblo "b” @stsu casa en la segunda se-
mana, esta no es una probabilidad de un paso pues los cambmsatidad del vendedor
son semanalmente, por lo tanto, estamos en presencia delocdé una probabilidad de
dos pasos. Para resolverlo veamos la siguiente definicion.
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Definicion 2.7 (Probabilidad de Transicion den pasos) Denotaremos copl(;l) la prob-

abilidad de ir del estadoal estadoj en exactamente pasos. Es demp(") es la probabil-
idad condicional de entrar al estad®; en eln—ésimo paso dado que estaba inicialmente
en el estadd;. Simbdlicamente

pg;l) P(Xn-Hn = ]/Xm = Z) n,m >0
donde

2O 5, = L, i=7;
" 700, i

EJEMPLO 2.18

Volviendo al ejemplo del vendedor se quiere calcdéaX, = a/ X, = b). Al tomar
todas las posibles combinaciones se obtiene la siguieptesgn

P(XQZCL/X():b) = P(Xl—a/Xo—b)P(XQ—CL/Xl—CL)
+ P(X1=0/Xo="bP(Xy=0a/X1=0)
+ P(Xl = C/Xo = b)P(XQ = a/Xl = C)

P(b,

b,a)P(a,a)+ P(b,b)P(b,a) + P(b,c)P(c,a)
(0,75)(0) + (0)(0,75) + (0,25)(0,75) = 0, 1875

Definicion 2.8 (Matriz de Transicion den pasos (etapas))Seapz(.;‘) la probabilidad de
transicion den pasos, entonces

P — [pz(?)}

Teorema 2.2 (Ecuaciones de Chapman KolmogorovgeaP(™+") |a matriz de transi-
cion dem + n pasos, entonces la componefitej) de la matrizP(™+") dada por

(m+n) Z pz(;n)pl(c’]l) (2.1)
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Prueba:
(m4n) . N P(Xern :j7X0 = Z)
ij - P(Xm'f'n_]/XO_Z)_ P(XOZ’L)
B i": P Xmin=179X0=1,Xm=F)
P P(Xo =1i)
B i": P(Xpmin=17/X0=1,Xpm =k)P(X,, =k, X0 =1i,)
P P(Xo =)
_ i P(Xpmin =7/Xm =k)P(Xpm = k/Xo =i)P(Xo = 1)
=0 P(XO = 2)
= > PXpin=j/Xm=k)P(Xpn =k/Xo=1)
k=0
= S oy
k=0

A partir de este teorema obtenemos el siguiente resultatiicrab
Teorema 2.3 SeaP(") la matriz de transicion dé pasos, entonces
pntn) — pmpm) (2.2)

Prueba:
La prueba se basa en el resultado de las ecuaciones de Chagoh@oegorov.

Teorema 2.4 SeaP (™ |la matriz de probabilidad de transicion depasos yP™ la n-esima
potencia de la matriz de probabilidad de transicion, enesc

P =pn
PruebaPor el teorema anterior
P — pr-LHp)
pr—2plpM)
PP...P=P"

EJEMPLO 2.19

Volviendo al ejempld?? en el cual se tiene los siguientes estados
E, = {Funcionand$¢

E, = {En reparacion de inmedigto
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con la siguiente matriz de transicién de estados

Ey Ei
p_ Eo (06 04
~ B \08 02

Si quisiéramos hallar todas las probabilidades del estada thaquina en dos dias,
tendriamos que calcul®(?, para ello sélo basta con calculB?, el cual est4 dado
por

Si hoy la maquina esté funcionando ¢, Cual es la probabilidagid pasado mafiana
este en reparacion?
Es evidente que se esta interesado en obtemézﬁa Para ello usamos el resultado
obtenido anteriormente, es degif?) = p(®) « P" paran = 2. El vector de probabil-
idades iniciales esta dado por

P _p.p_ <0.6 0.4) (0.6 0.4) _ (0.68 0.32)
0.8 0.2/ \0.8 0.2 0.64 0.36
Por ejemplo si quisiéramos conocer la probabilidad de gosfguina este funcionado
pasado mafiana dado que hoy esta funcionando, espf)%himomamos la celda cor-
respondiente a la interseccion de la fila 1 y la columna 1 deal@in®P?, el cual esta
dado por0.68. De igual manera, para conocer la probabilidad de que la magste
funcionado pasado mafiana dado que hoy esta reparaciérciegnﬁé, tomamos la

celda correspondiente a la interseccion de la fila 2 y la coluinde la matriP?, el
cual esta dado par.64.

Por lo general no es necesario calcular completanihtpara obtener la probabilidad que
gueremos calcular, solo basta con multiplicar la fila de im@ra matriz y la columna de
la segunda matriz que se requieren para obtener el valoadimsé®ara una ilustracion,
consideremos que se quiere calcwgt), entonces se tiene varias alternativas de calculo,
veamos algunas de ellas '

= Se tiene qu®@™ = P"!'P entonces se toma la i-esima filaB&~! y se multiplica
por la j-esima columna dB

= Se tiene qu®™ = PP" ! entonces se toma la i-esima fila Bey se multiplica por
la j-esima columna dB”~!

= Se tiene quéP™ = P3P" 3 entonces se toma la i-esima fila Bé y se multiplica
por la j-esima columna dB™—3

Teorema 2.5 SeaP "™ el vector de probabilidades de estado en el moménte m)
y P la matriz de transicion de un paso, entonces

pirtm) — ppm
Prueba:

|
lg°}
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EJEMPLO 2.20

En el ejemplo de la maquina considere que se tRit8) = (0.5 0.5) y se quiere
calcularP®?, entonces

0.68 0.32
P — pROp2 _ (0,5 0_5) = (0.66 0.34)
0.64 0.36

Cbémo obtenerP™
Supongamos que se puede encontraectores caracteristicos (vectores propios) lin-
ealmente independientes para la maftizseanX; (i = 1,2, ..., k) vectores linealmente
independientes de la matr2. LlamemosH la matriz formada por los k vectores

H:é(l X, .. Xk)

Puesto quéd{ es no singular entonces
H'PH = D = diag(\; * 6ij)
ademas
HH'PH=HD=PH=HD= PHH '=HDH '=P=HDH™'

En consecuencia
pr=HD"H™!
ya que
P’=pPxP=HDH 'HDH '=HD?H™!

2.5 Costos o Beneficios Esperados

Las cadenas de Markov son utilizadas para analizar el casémeficio esperado de una
operacion y por lo tanto necesitamos considerar una furdgd@osto o beneficio impuesta
al proceso.

Por ejemplo, supdngase que toda la semana en el pueblo tdtaresn un beneficio de
1000 unidades monetarias (UM), toda la semana en el puebleshlta en un beneficio
de 1200 UM y toda la semana en el pueblo "c” resulta en un bénefc1250 UM. En-
tonces podriamos preguntarnos ¢ Cuanto deberia ser eldi@esfierado si inicialmente
estamos en el pueblo "a™?. O de manera mas general, ¢ Quéchmdefieria esperarse en
la n-esima semana si inicialmente estaba en el pueblo a?.

No debe ser dificil convencerse que los siguientes calddben ser apropiados

E[Beneficio para la semanh= 1000P") + 1200P" + 1250
Por lo tanto se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.6 Sea{X,,,n = 0, 1,2, ...} una cadena de Markov con espacio de estato
matriz de transicionP, vector de probabilidades inicialeB®) y funcién de benefici
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(es decir cada vez que se visite al estadon beneficiaB (i) es obtenido). El beneficio
esperado en et-esimo paso esta dado por:

E[B(X,)/Xo = i| = P P" B(i)

Por lo tanto en el ejemplo del vendedor, el beneficio espatatimte la segunda semana
dado que estaba inicialmente en el pueblo "a” es

E[B(X5)/Xo=a] = P“P’B(a)
0.75 0125 0.125\ /1000
(1 0 0) 0.1875 04375 0.375 | | 1200
0.1875 0375 04375/ \1250

1000

- (0.75 0.125 0.125) 1200
1250

= 1000(0.75) + 1200(0.125) + 1250(0.125) = 1056.25

Hasta ahora hemos visto que el estado inicial era conocid@n$bargo no siempre es asi.
El gerente del vendedor puede no saber la ubicacién del dendwor el contrario, sabe
que hay una funcién de masa de probabilidad que describaacidn inicial.
Nuevamente usando el ejemplo del vendedor, supongamosagse esta seguro de la
ubicacion inicial del vendedor pero se sabe que tiene uncehdel 50% de que este en el
pueblo "a”, un 30% en el pueblo "b” y 20% en el pueblo "c”. Ahgnaguntamos ¢,Cual
es el beneficio del vendedor en la segunda semana?

E[B(X,)] = P“P?B(a)
0.75  0.125 0.125\ /1000
(0.5 0.3 0.2) 0.1875 04375 0.375 | | 1200
0.1875 0375 0.4375) \1250

1119.375

EJEMPLO 2.21 Tomado de Feldman

Un analisis de mercado sobre el comportamiento de clieetastths ha sido realizado.
El cambio del estilo de los carros ha sido registrado conitpsentes resultados:

Se asume que estos datos son representativos del commntapriomedio de los
clientes y se asume que los supuestos de Markov se cumplen.

Desarrollamos una Cadena de Markov para describir el catetbigpo de carro de un
cliente (se asume que la edad no influye). Definimos la Cademadkov como el

tipo de carro que el cliente tiene inmediatamente despuéambiarlo, por lo tanto
el espacio de estado & =1 s, w, ¢} dondes es para identificar el sedam,para la

camioneta y para el convertible.
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Table 2.1
N° de clientes Cambio de Tipo

275 Sedan por Sedan
180 Sedan por Camioneta

45  Sedan por Convertible

80 Camioneta por Sedan
120 Camioneta por Camioneta
150 Convertible por Sedan

50 Convertible por Convertible

Determinacion de la matriz de transicion de estados.Se observa que de 500
clientes 275 se quedaran con un sedan, por lo tanto el element de la matriz de
probabilidades de transicion s&%/500. Por lo tantoP serdP=

S w C

s [275/500 180/500 45/500
w | 80/200 120/200 0
¢ \150/200 0 50/200

Asumamos que tenemos un cliente cuyo comportamiento estdgsor este mod-
elo. Ademas, el cliente siempre compra un carro nuevo erpateetodos los afios.
Suponiendo que estamos comenzando enero de 1997, ¢ cadhgmdbabilidad de
gue compre un sedan si actualmente tiene un sedan?. De acoerth matriz ante-
rior se tiene que

P(X1997 = S|X1996 = S) = 275/500 =0.55

¢, Cudl es la probabilidad de que un cliente pase esta afio)(@28i7convertible y el
préximo afio a un sedan?. Es evidente que esta probabilittadata por

Py Py =0.09%0.75 = 0.0675

Ahora queremos predecir el tipo de carro que tendrd comédnzamero del 2000.
Note que la pregunta envuelve 3 transiciones de la cadenadeW) por lo tanto se
debe calculaP(®) = P3, haciendo los célculos se tiene €)=

S w C

s (0.5023 0.4334 0.0643
w | 0.4816 0.4680 0.0504
¢ \0.5355 0.3780 0.0865

Por lo tanto, hay aproximadamente un 50% de chance de quergedenga un sedan,
43% una camioneta y casi 7% un convertible

¢ Cudl es la probabilidad de que un cliente quien comenz6d®9dn seda, se man-
tenga con un sedan y en el afio 200 tenga un sedan?. En esteieessmas calcular
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PP(X1997 = 8, X2000 = 8| X1996 = 5), para ello se tiene que
P(X1996 = s, X1997 = 5, X2000 = 5)
P(X1996 = 5)
= P(X2000 = 5| X1997 = 5)P(X1997 = 5| X 1996 = 5)
pgs * pgs = 0.28

P(X1997 = 5, X2000 = 5|X1996 = 5)

Note que no se hace mencion del tipo de carro en los afios edérs) de este modo,
el cliente pudo o no cambiar el carro en los afios 1998 y 1999.

= Suponiendo que un sedan deja un beneficio de 1200 UM, una metait500 UM
y un convertible 2500 UM. ¢ Cual seria el beneficio esperadel aefio 1999 quien
comenzé con un sedan en 1997? En este caso calculamos

E[B(X1999)| X1006 = 5] = POPEB(s)
0.5023 0.4334 0.0643 1200

(1 0 O) 0.4816 0.4680 0.0504 1500
0.5355 0.3780 0.0865 2500

1200
(0.5023 0.4334 0.0643) 1500
2500

1416.61
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2.6 Clasificacion de las Cadenas y los Estados de una Cadena de Markov

Para dar una tipologia de las cadenas de Markov y de los estadsentes en dichas
cadenas es necesario definir algunas terminologias, aaanton se define el concepto de
comunicacién que es necesario para definir cadenas ceyradées Gltimo caracteriza las

cadenas de Markov.

2.6.1 Comunicacion

Definicion 2.9 (Estado Accesible)Un estadoE; se dice accesible desde un estdgcsi
existe algun entera > 1 tal quepz(»;?) >0

Gréaficamente esto se representa
El' —— Ej

EJEMPLO 2.22

Considere la siguiente cadena de Markd, } con matriz de probabilidad de transi-
cionP=
0 1 2
0 /0.7 02 0.1
11 0 06 04
2\05 0 0.5

Es evidente que el estad®y es accesible desde todos los estados pjglés> 0 para
n = 1y paratoda = 0, 1, 2. El estadaF, es accesible desde el estaipenn = 1

y accesible desde el estadlp paran = 2, ya que;p%) = p12P>o > 0. El estadaF;

es accesible desde el Estaflpenn = 1y accesible desde el estadlg paran = 2,

ya quepg) = pooFPy1 > 0.

Definicion 2.10 (Intercomunicacion) Dos estado#s; y E; cada uno accesible al otro, se
dice que ellos se intercomunican, siy soélo si

E; <~ E;

EJEMPLO 2.23

Consideremos el ejemplo anterior, es evidente que todasstaslos se intercomuni-
can.

Una vez teniendo claras estas dos definiciones es propjmiesentar graficamente una
cadena de Markov, ya que dicha representacion se basa eroeseptos.

Representacion Gréfica de una Cadena de Markov
La representacion grafica de una cadena de Markov es coramitagrafo, donde

= Los estados estan representados por nodos.

= La probabilidad de comunicacion entre los estados por fiecha



38 CADENAS DE MARKOV

EJEMPLO 2.24

Sea{X;}ier una cadena de Markov con matriz de probabilidad de tramsitédla
por
Ey Ey E, FE3 E

Eo (1/2 0 1/2 0 0

Ey|l 0 1/4 0 3/4 0

B, 0 0 1/3 0 2/3

Es|1/4 1/2 0 1/4 0

E,\1/3 0 1/3 0 1/3

La siguiente figura es la representacion grafica de una cateltarkov. Los nodos
representan los estadgs de la cadenayy las flechas las ficdutes de transicion.

:
b

1
i

B

=

W=

1
3

Teorema 2.7 El concepto de intercomunicacién constituye una relaciéredquivalencia
en el conjunto de estados, es decir,

1. E; + E;. (Reflexiva)

2. E; < E; y E; + E;. (Simétrica)

3. E; & E; YE; & By, = E; + Ej. (Transitiva)
Prueba:

1. Esreflexiva, ya que; < E;, Vi, al serpl(?) =1>0

2. Es simétrica, ya qué; < E; < En,m/pl(»?) > 0 yp%”)
PV > 06 Ej ¢ E.

(m)

>0ep; >0y

3. Es transitiva, ya que
E;, < Ej =4 Hnl,ml/pl(-;“) > prxnl) > Oy
(m2)

Ej By Jng,ma/p?) > 0ypi®) >0

Por lo tanto,3n = nl + n2 ym = my + mo tal que
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P = pipl = plpl > 0y
P = g i plre) > pipl) > 0
EntoncesE; «+ E}

Por lo tanto, como la relacién de comunicacion es de equicageentonces se puede hacer
una particion de los estados en clases de equivalenciastados en una clase de equiva-
lencia son aquellos que se comunican unos con otros. Pueplessiele, comenzar en una
clase, entrar a alguna otra clase con probabilidad positévaer asi, es evidente que no es
posible regresar a la clase inicial, o de lo contrario lasallases deben juntas formar una
sola clase.

Es decir, estando en una clase de equivalencia, se deja pan&ra clase con una proba-
bilidad positiva pero sin regresar a ella.

EJEMPLO 2.25
Sea{ X, };:cr una cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién

Ey E1 Ey E3 E4
Eo [1/6 0 1/6 0 2/3
Eil 0 14 0 0 3/4
B, | 1/4 3/8 1/8 1/4 0
E3 0 0 0 1 0
E\N0 1/3 0 0 2/3

El grafo de la cadena se muestra en la siguiente figura

2/3

(\ 1/3 1/4
& o)

(5

1/4

Note que se tienen las siguientes clases:
1. Cl = {El,Eg}
2. Cg = {E27E5}
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3. Cs = {Ey}

Puesto que de la clase 1 se puede ir a la clase 2 y a la clase @aaddl se le da el
nombre de transicién. La clase 2 es una clase cerrada. ls&s@ay 3 son conocidas

como ergodicas

EJEMPLO 2.26

Sea{ X, };cr una cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién

E1 E2 E3 E4 E5
Ey (1/2 1/2 0 0 0

Ey|1/4 3/4 0 0 0
Es|l o o o 1 o0
Esl 0o 0o 1/2 0 1/2
Es\0 0 0 1 0

El grafo de la cadena se muestra en la siguiente figura

1/2 1/2 3/4
@
1/4
1 1
o ole
1/2 1/2

La cadenatiene 2 clases
1. Cy ={E1, E2}
2- CQ - {E37E47E5}

Definicién 2.11 (Conjunto de Estados Cerrados)Se dice que el conjunt@ es un con-
junto de estados cerrado si no es posible pasar de un estdadod@ntoC a otro estado

fuera deC, es decir,
Dij = 0 A E, e€C Yy Ej ¢ C

Los conjuntos cerrados tienen la siguiente propiedad:
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Paratodon > 0y paratodoi € C, se tieneZ?ecpE;?) =1

Es decir, después detransiciones, el sistema se encuentra siempi@.ebsta propiedad
permite constatar que un conjunto cerrado constituyecadana independienteA partir
de la definicion de conjuntos cerrados se puede estableaarlation que estos tienen
con losestados absorbentgsdar la definicion deadenas irreducibles

Definicién 2.12 (Relacién entre conjuntos cerrados y estad@bsorbentes)Si un estado
E; constituye un conjunto cerrado entonces se dice qestaldo es absorbentg en este

caso ocurre que,” = 1 para todon.

Es decir si un conjunto cerrado contiene un solo estadopdistado es upstado ab-
sorbente

Definicion 2.13 (Cadena Irreducible) Es una cadena en la que todos los estados se co-
munica entre si, es decir, la cadena no contiene ningun syboto cerrado excepto el
conjunto de todos sus estados.

EJEMPLO 2.27

Sea{ X, };:cr una cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién

Ey E1 E
By [0 1/2 1/2
E (13 1/3 1/3
B, \1/4 0 3/4

El grafo de la cadena se muestra en la siguiente figura

Contiene una sola clasé = { Ey, F1, E» }, por lo tanto, la cadena es irreducible.
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2.6.1.1 Ejercicios

1. Demostrar la propiedad de los conjuntos cerrados, es deci
Paratodon > 0y paratodoi € C, se tiene ", pz(.;‘) =1

2. Se consideran cuatro cadenas de Markov, cada una conicesigaestadoF =
{E\, E», E5, E4} y con matrices de transicion respectivas P, Ps, P, dadas por

E, E, E3 E,4 E, E, E; E,

Ex/1 0 0 0 Ex /1 0 0 0

p_ Ba|1/2 12 0 0 p_Bf 1 0 0 0

Y B 1/3 173 0 1/3 2T Byl 172 172 0 0

Es\1/4 1/4 1/4 1/4 Es\1/3 2/3 0 0

E, E, Es; E4 E, E, Es E,

Ex/0 0 1 0 Ey (1/2 1/2 0 0

Ex2f 1 0 0 0 Ey[1/3 1/3 1/3 0
P3: P4:

Es|1/2 1/2 0 0 Es|1/4 1/4 1/4 1/4
E,\1/3 1/3 1/3 0 E, \1/4 1/4 1/4 1/4
Determinar las clases de estas cadenas.

3. Determinar las clases de la cadena de Markov que admituii@iste matriz de tran-
sicion
Ey Ey; E; FE; F;
E, (1/2 0 1/2 0 0
Ey;| 0 14 0 3/4 0
Ps=E3| 0O 0o 1/3 0 2/3
Es|1/4 1/2 0 1/4 0
Es;\1/3 0 1/3 0 1/3

2.6.2 Periodicidad de una Cadena de Markov

El concepto de periodicidad es necesario para entenderainiemto de un sistema es-
tocastico. Puede ser el caso de que ciertos movimientosstighs s6lo se pueden com-
pletar en momentos cuyas longitudes son multiplos de, digaom cierto nimera.

Como un ejemplo, pensemos en la caminata aleatoria simptbedos pasos sofil. Re-
tornar a cero solo puede ocurrir en pasos cuyas longitugiesases, ya que cada positivo
debe ser compensado por un paso negativo.

Definicion 2.14 (Periodo de un Estado (Periodicidad)El periodo de retorno "i” al es-
tado E;, representado pod(i), es el maximo comun divisor del conjunto de entergs 1

para el cual se cumple qqé?) > 0. Simbdlicamente

d(i) =med{n > 1 i > 0}

K22

Nota: Recordemos que el maximo comun divisor de 2 6 mas nimerosres/el nimero
entero, comun a todos, que permite dividirlos a todos. Ptarito, al descomponer los
ndmeros en sus factores primos el maximo comun diviso esduptos de los factores
comunes con su menor exponente.
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EJEMPLO 2.28

Supoéngase que quiere determinar el maximo comuan divisorOde3@ y 12. Al
descomponer dichos nimeros en sus factores primos e tienedqu= 23 x 5,
36 = 22 x 32y 12 = 22 x 3. Por lo tanto el maximo comun divisor €3 = 4,
es decirmed{40,36,12} =22 =4

EJEMPLO 2.29
Comprobar que el maximo comun divisor de 48 'y 60 es 12.
De la definicion se puede extraer que

1. Si{n >1: pgf) > 0} = 0, entoncesi(i) = 1. Sid(i) = 1 se dice queE; es
aperiodico y en caso contrario llamamogacomo periddico con periodd(i).

2. Sin es diferente de un multiplo d&4), entonce@ﬁ” =0.

3. El estada se reproduce Unicamente después de un nimero de transioiditteles
ded(i). Es decirpgf) > 0 solo cuanda es multiplo dei(:), otra manera de decirlo
es gque regresamos4 solamente en pasos que son multiplog/(e.

De acuerdo a lo anterior, el retorno al estado inicial se yredn las fechas + sd(i),
s=0,1,2,...,donder; en el minimo nimero de etapas para un primer retorno.

EJEMPLO 2.30 Tomado del Karlin
Considere la siguiente cadena de Markov

Ey, E, FE, B
Eo /0 1 0 0

E.l o 0o 1 o0
E|l o 0o o0 1
Es\1/2 0 1/2 0

El grafo de la cadena se muestra en la siguiente figura
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Se quiere determinar el periodo #g. Para ello veamos de que manera partiendo de
Eq puedo volver &
Ey—>F - F, - FEs— FEy=n=4
Ey—>F - Fy - FE3s— FEy— FE3s— FEy=n=256
Luegon = 8,10, ....

Por lo tantod(0) = med{4,6,8,10,...} = 2

EJEMPLO 2.31
Considere la siguiente cadena de Markov

E, Ey Es3 E,
Ey 0 1 0 0

Ey|1/2 0 1/2 0
Es{ o o o 1
E;,\0 0 1 0

El grafo de la cadena se muestra en la siguiente figura

Se quiere determinar el periodo Bg. Para ello veamos de que manera partiendo de
E; puedo volver &

EFi—>FE, —-FEF=>n=2

Fi—FE,—-F —-FE,—>FE =n=4
Luegon = 6,8, 10, ....

Por lo tantod(0) = med{2,4,6,8,10,...} = 2

A continuacion se enuncian sin demostracion tres propesibdsicas de las cadenas de
Markov.

Teorema 2.8 Todos los estados de una clase de equivalencia tienen ebnpisrfodo, es
decir sii «» j entoncesl(i) = d(j)
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Este teorema muestra que el periodo es una constante enlaséale estados que se
comunican, la prueba esta en Ross.

Teorema 2.9 Si el estada tiene periodai(:) entonces existe un enteld que depende de
i tal que para todos los enteros> N

i

>0

Este teorema asegura que un retorno al estapi@ede ocurrir en numeros suficientes
grandes que son multiplos del periadi@)

Teorema 2.10Sip7; > 0, entonce@?f”d(i)

temente grande.

> 0 para todon (entero positivo) suficien-

2.6.2.1 Ejercicios de Periodo

1. Demostrar que todos los estados de una clase de equiggienen el mismo periodo.

2. Determinar el periodo de los estados para las siguieatienas de markov

@)

Ey E1 E»
FEy 0 1 0
FEy 0 0 1
FEs 1 0 0

(b)
E, Ey E3 FE4
FEy 0 1 0 0
FEs 0 0 1 0
Es| 0 1/2 0 1/2
Es\1/2 0 1/2 0

3. Determinar el periodo de los estados de la siguiente eatkeMarkov

Ey Ei By -+ B,
Eo 0 1 0 - 0
E; 0 0 1 - 0
E,n|l 0 0 o 1
E, 1 0 0 0

2.6.3 Primera Visita

Para dar una clasificacion de los estados de Markov es nicdsénir algunos términos
relacionados con las probabilidades y el nimero de visitas estados de una cadena de
Markov. Veamos a continuacion tales términos.

Definicién 2.15 (Tiempo de primera visita) SeaA un subconjunto del espacio de esta-
dos de una cadena de Markw,, : n > 0}. El tiempo de primera visita al conjuntd
es la variable aleatoria
min{n >1: X, € A}, siX, € Aparaalginn > 1;
T =
4 00, otro caso.
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Es decir,74 es el primer momento positivo en el cual la cadena toma umn dalatro de
la coleccién de estados, si ello eventualmente sucede. Estaremos interesadasgain
mente en el caso cuando el conjunt@onsta de un solo estagpy si suponemos que la
cadena inicia en, entonces el tiempo de primera visita al estade escribe;; . Cuando
los estados y j coinciden se escribe simplemente En general no es facil encontrar la
distribucion de probabilidad de la variable aleatotia Definiremos a continuacion como

& 1a probabilidad de que;; tome el valor n.

Definicién 2.16 (Probabilidad de la primera visita) Seafl.(j”) la probabilidad de que es-
tando inicialmente el sistema en el estadwisite por primera vez el estagodespués de
n transiciones, es decir

fE) = P(ryy =n) = P(Xp = j, X # j¥k = 1,2,..,n — 1/Xo = i)
Sii = j, entonces
F = P(Xo = j, Xu # ¥k = 1,2, ..;n — 1/ X = j)

fj(;‘) se define como lprobabilidad de retorno por primera vez y se lee como la prob-

abilidad de que, comenzando en el estadoetorne por primera vez al estagieen la
n-ésima transicion.
Note que

1=
2. {0 =0

3. f)) = P(Xo0 = j/Xu-1 =) = ps5

El uso de la letrg para esta probabilidad proviene del término en in§iéspara indicar
gue es la probabilidad de primera visita; saber esto ayudecadar su significado.

El siguiente resultado establece que la probabilidad dewel estadg, a partir dei, en

n pasos, puede descomponerse en las probabilidades de mbssdisjuntos en los que se
presenta la primera visita, la cual puede efectuarse eine¢ppaso, o en el segundo paso,
y asi sucesivamente, hasta el Ultimo momento posible

Teorema 2.11 (Teorema de la primera visita)Seai # j entonces para cada > 1

(n) (k) (" k)
DPij Z ij
k=1

Antes de realizar la prueba veamos el comportamiento daubec&m del teorema

n = 0: p(o) = 0 por definicion

n=1: pE’ 15'v = £ =1
n=2: pz Zk 1fla G = f pJJ +fw pn = wnpg +f

(k) (3—k) 1) (3),.(0) 1), (2)
n(2—) 31) pz 3 Zk lfl ( f( pn +fw pn +flj)p§J 1(J)p§J +
Ti; 'pii + 13
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Ahora si veamos la prueba del teorema.

Prueba del teorema ??
Para probar este teorema definamos los siguientes eventos

A = [X,, = 5, X1 = j,Xo = i] Voy aj por primera vez en el instante 1.
A = [X,, = j, X2 = j, X1 # j, Xo = i] Voy aj por primera vez en el instante 2.

As = (X, = j, X5 = 5, X2 # j5,X1 # j,Xo = i] Voy aj por primera vez en el
instante 2.

Y asi sucesivamente

An - [Xn = qun = qun—l 7& ju"'uXQ # qul 7é quO = 7’] Voyaj por
primera vez en el instante n.

Los eventos4; son disjuntos pued; N A4; = 0 Vi # j. Ademas)? | A; = [X,, =
Jj, Xo = 1]. Por lo tanto,

PX,=j,Xo=1i = PULA]=) P[A]
i—1
= P[X, =4, X1 =j,Xo =1+ P[X, =j,Xo =3, X1 # j, Xo =1]
+PXn =5, Xs=5,Xo#5, X1 #j, Xo=1]+---
+P[Xn =3, X0 = J, X1 # Jy s X2 # 5, X1 # J, Xo = 1]
= P[X, =j|X1 =j]P[X1 = j|Xo =] P[Xo =] +
PIX,, = j| X2 = j, X1 # j, Xo = i|P[X2 = j, X1 # j, | Xo = i|P[Xo =] + - -
PIXy = j|Xn = j, X1 # Jy o, X2 # 5, X1 # J, Xo = 1]
PlXn =j,Xn-1 # J, .y X2 # §, X1 # j|Xo = i|P[Xo = i

n
n
n
n

[
[
[
[
[
[

—  PIX, = j|X1 = jIP[X1 = j| X0 = i|P[Xo = i] +
P[X,, = j| X2 = j]P[X2 = j, X1 # j,|Xo =] P[Xo =] + - -

PXyn = j| Xk = j|P[Xk = j, Xo—1 # J; -, X2 # . Xy # | Xo = i] P[Xo = 1]

Il
bl
I M:
L

Entonces

) P(Xp = j/Xo=1i) = P(Xp = j, Xo = i)/ P(Xo = i)

ST P(Xy = j|Xk = ))P(Xi =, X1 # j,- - Xa 7, X1 # j| Xo = 1)
k=1

_ N plnh) ()
= 2B L
k=1

Concluyendo asi la prueba.
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Sii = j entonces

(k) (n—k) 0) _
pn ijj Py . nzl f

El cual sera definido como &orema del primer retorno. Recordemos que

L p{ = P(Xonin = §/Xm = j)

n n n—Fk (n—k k
2. p§j) =2 k=0 Pj(j )f;J Zk 1 P )f( )

Teorema 2.12

(n) _  (n) (k) (n—k)
f =bj; — Z faa 27
k=1

Definicién 2.17 Sea

R RS

n=1

f; se define comia probabilidad de que alguna vez el estagisea visitado.
Sifj=1 entonces{f}?} constituye una distribucion de probabilidad

EJEMPLO 2.32

Considere una cadena de Markov con espacio de esfadbsy con matriz de tran-
sicion
Ey Ey

Ey (1—a a
Eq b 1-b

donde0 < a,b < 1. Vamos a calcular las probabilidades de primera visita da ca
estado.

(") = (1—a)" laparan > 1. [Me quede(n — 1) veces en 0 y en el momentovoy a 1]

ég) = a(l — b)"~2p paran > 2. [Voy de 0 a 1, me quedén — 2) veces en 1y en el
momenton voy a 0]

(n) _ (1

1o, = (1—b)""1bparan > 1. [Me quede(n — 1) veces en 1y en el momenkovoy a 0]

1(;’) = b(1 — a)"2a paran > 2. [Voy de 1 a 0, me quedén — 2) veces en 0y en el
momenton voy a 1]
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EJEMPLO 2.33 Tomado de Lefebrev (pag. 81)

Considere la siguiente matriz de probabilidades de tramsde estados

0o 1 2
0/1/3 1/3 1/3
1 o 172 172
2\ 1 0 o0

En este caso no es facil calcular una expresion pﬁ?a pero podemos para algunos

valores den.
1 1
( )= p((n) =1/3

2 1
= pe) * pby oy * ply = (1/3)(1/3) + (1/3)0 = 1/9

= ) pSy 4 pSy * oSy +plt +ply #ps iy = (1/3)(1/3)+(1/3)(1)(1/3) +
(1/3)(0)(0) = 4/27

y asf sucesivamente.

Otra manera de determinar estas probabilidades es usaedadaion obtenida del
teorema de la primera visita, usandola de manera recuké@emos como hacerlo.

Sabemos qupéll) = 1/3, entonces

1/3 = po f01 p111 n_ (1) f(l)
(1 _
entonces,;’ = 1/3.

como
0o 1 2
0/4/9 5/18 5/18
P@=p2=1|(1/2 1/4 1/4
2\1/3 1/3 1/3

Entoncesoffl) = 5/18, usando la férmula se tiene

k
5/18—p01 —Zp121 )f01 foi)Pgll +f1 p11 = (1/3)(1/2)+ 01 =1/6+ fo )
k=1

entonces 2 =5/18 — 1/6 = 1/9.
Por altimo, como

0 1 2
0 /23/54 31/108 31/108

PO =p3=1( 5/12 7/24 7/24
2\ 4/9 5/18  5/18



50 CADENAS DE MARKOV

Entoncesogfl) = 31/108, usando la férmula se tiene

31/108 = iy = Zp(g DI P + 1P + £

= (1/3)(1/4) + (1/9)(1/2) + £§}
= 1/2+1/18+ £ =5/36 + [V

entoncesféf) =31/108 — 5/36 = 4/27.

2.6.3.1 Ejercicios

1. Realizar la prueba del teorema de la primera visita.
2. Resolver los ejemplos dados en clase.
3. Considere la siguiente matriz de probabilidades deitigmsde estados

0 1
P (1) <1{3 2(/)3)

Calcular las probabilidades de primera visita de cada estad

2.7 Recurrenciay Transitoriedad

2.7.1 Definicién de Recurrencia y Transitoriedad

Veremos a continuacion que los estados de una cadena dewpardden ser clasificados,
en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo si Eneaek capaz de regresar con
certeza al estado de partida.

Definicién 2.18 (Estado recurrente o persistenteEl estadaF; se dice recurrente o per-
sistente si la probabilidad de eventualmente regresay aparuendo det; es 1, es decir si
f; = 1. El sistema, saliendo d&;, pasaréa otra vez por el estadg;, durante su evolucion.

Definicion 2.19 (Estado transitorio) El estadoE; se dice transitorio si y solo sf; < 1.
El sistema, saliendo d&;, puede (tiene "chance”) de no retornar al estadp.

Es decir que un estado que no es recurrente se llama tramsjten ese caso la probabili-
dad es menor a uno.

De manera intuitiva, un estado es recurrente si con prabdatilino la cadena es capaz de
regresar eventualmente a ese estado, y cuando ello ocuatglBnmomento finito, por la
propiedad de Markov, se puede regresar a él una y otra vezrobaljlidad uno. Debido

a este comportamiento es que al estado en cuestion se lerbaomaente. En cambio, el
estado se llama transitorio si existe una probabilidactipagie que la cadena, iniciando
en él, ya no regrese nunca a ese estado.
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EJEMPLO 2.34

Considere una cadena de Markov con espacio de esfadbsy con matriz de tran-
sicion

Eoy Ey
Ey (1—a a
E b 1-b
donded < a,b < 1. En esta cadena ambos estados son recurrentes pues:

= Para el estado:

(1)

0 = l-a
A
B — (1 —b)b=ab(l—b)
00 - -
W= a1 = b)(1 = b)b = ab(1 — b)?
G = ab(l—b)"?
Por lo tanto,
fo= if(n) = (1—a)+abi(1—b)"_2:1—a+a—b =1
n=1 o n=2 b

» Muchachos probar la recurrencia del estado 1

EJEMPLO 2.35

Considere la matrix de transicion

Ey, Ei By Fy

E() q p 0 0
E1 q 0 p 0
q

la cual corresponde a una cadena de rachas. En esta cadesddam@stados son
recurrentes. Solo analizaremos el estado 0
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= Para el estado:
1 _

oo — 4

2

éo) = pq

3

W= ppg = qp?
4

&= pppg = qp®
ég) = gt

Por lo tanto,
() N e q
fOZZféo):qu 1:1Tp:1
n=1 n=1

» Se deja al estudiante como tarea probar la recurrenciataelces

2.7.2 Otros criterios para determinar si un estado es recurr ente o transitorio

Ademas de la definicion, tenemos el siguiente criterio patarchinar si un estado es
recurrente o transitorio.

Proposicion 2.1 El estadoE; es

oo (n)

a) recurrente siy solosy -, pj; =00

OO SV 86 oo (n)
b) transitorio siy sélosd "~ , P <00

Larecurrenciay la transitoriedad son propiedades de,@as#ecir, si dos estados estan en

una misma clase de comunicacién, entonces ambos estadoecsorentes 0 ambos son

transitorios.

Corolario 2.1 La recurrencia es una propiedad de clase, es decir
a) Sii <> j y Sii es recurrente entoncgses recurrente.

b) Sii <» j y sii es transitorio entonceges transitorio.

En consecuencia, cuando una cadena es irreducible y altgadoess recurrente, todos los

estados son recurrentes, y se dice que la cadena es reeuli@mbién puede presentarse
la situacion en donde el espacio de estados conste de asas de comunicacion recur-

rentes, en tal caso la cadena también se llama recurrente.

En contraparte, una cadena es transitoria si todos lososssad transitorios, ya sea con-
formando por una sola clase de comunicacién de estadogdrarsso varias de ellas. Sin
embargo, demostraremos mas adelante que cuando el espasitados es finito, siempre
existe por lo menos un estado recurrente, y por lo tanto tegxcadenas finitas transito-
rias. De este modo el espacio de estados de una cadena deviadde descomponerse
en dos subconjuntos ajenos de estados, aquellos que seitaiias y aquellos que son
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recurrentes. Cada uno de estos subconjuntos puede comsiiagdna, una o varias clases
de comunicacion.

Proposicién 2.2 Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un estado recta.

Prueba: Por contradiccion, suponga que todos los estados son t@nss. Entonces para

cualesquiera estadasy j, se cumple que la sunjg, -, p” es finita. Sumando sobre el
conjunto finito de todos los posibles estaga® obtiene

o0
Do p <o
j n=1
Por otro lado, intercambiando el orden de las sumas se llefgaadirmacion contraria,
o0 oo
n
D> n =3 1=00
n=1 j n=1

Por lo tanto es erréneo suponer que todos los estados soritoaios, debe existir por lo
menos uno que es recurrente.

En consecuencia, toda cadenafinita e irreducible es retaridas adelante demostraremos
gue en tal caso, con probabilidad uno la cadena visita cauldeisus estados una infinidad
de veces.

Teorema 2.13 Un estado es recurrente o transitorio segiin la probabilidadegreso a él
en un ndmero infinito de veces es uno o cero.
Prueba: Sean

Q§3‘) P{(Estando el sistema efi; regrese aF; n veces }

Q; = lim Q\

n—oo

P{(Estando el sistema efi; regrese aE; un namero infinito de vecg$

Ahoran?) se puede escribir como

(n)  _ m) A(n=1) _ ~(n—1) (m)
ij - ZfJJ QH QJJ Zf

m=1
n—1
= ng )fj
Por recurrencia se tiene que
n n—2 n—2
ng) Qg] )fJfJ Q )(fj)

y asi sucesivamente, con lo cual se obtiene que

QW = QW ()t = (f;)

ya queQ%) = f; por definicion. Por lo tanto

Qj; = lim Q( = lim (f;)" =

n—oo n—oo

1, siE; esrecurrente;
0, sikj estransiente.
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2.7.3 Tiempo medio de Recurrencia

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estadoreste,entonces regresa
a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Y hemos defilitiempo de primera
visita a un estadg, a partir de cualquier estadp como la variable aleatoria discreta
7i; = min{n > 1: X,, = j|X, = i}, con la posibilidad de que tome el valor infinito.
Vamos a definir el tiempo medio de recurrencia (también codieammo tiempo medio del
primer retorno) como la esperanza de esta variable alaa@nrél caso cuando el estado a
visitar es recurrente.

Definicion 2.20 (Tiempo medio de recurrencia)El tiempo medio de recurrencia de un
estado recurrentg, a partir del estada, se define como la esperanzawg y se denota
por u;;, es decir

pij = E(rig) = Y _nf}”
n=1

Recordemos que cuando el tiempo de primera visita se refiprisimo estado de inicio y

de llegada j, se escribg en lugar der;;. En este caso el tiempo medio de recurrencia se
escribe simplemente comg . Esta esperanza puede ser finita o infinita, y representa el
numero de pasos promedio que a la cadena le toma regrestadd escurrentg.

EJEMPLO 2.36

La cadena de Markov de dos estados es irreducible y recarraahda:, b € (0, 1).
Vamos a calcular los tiempos medios de recurrencia de estosstados. Tenemos
que

foo =1-a
" = 4(1 — b)"~2b paran > 2

Por lo tanto,

o0

po=y_nfly) = (1—a)+aby n(l—b)"2
n=2

n=1
b+1
= (1_a)+ab< b2 )

a+b
b

De manera analoga, se encuentrague- (a + b)/a. Observe que estos dos tiempos
medios de recurrencia son, en general distintos. Esto éifeagl hecho de que los
tiempos medios de recurrencia no son necesariamenteddgmara cada elemento
de una misma clase de comunicacion recurrente.

2.7.4 Recurrencia Positiva y Nula

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estadoreste, entonces regresa
a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Sin embasfa, recurrencia puede
presentarse de dos formas: cuando el tiempo promedio dmoets finito o cuando es
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infinito. Por lo tanto el tiempo medio de retorpg lleva a la siguiente clasificacion de
estados recurrentes.

Definicién 2.21 Se dice que un estado recurrerjtes:
* recurrente positivo sii; < oo
* recurrente nulo sj; = co

Demostraremos a continuacion que la recurrencia positavegcurrencia nula son propiedades
de las clases de comunicacién. Es decir, dos estados en smaiase de comunicacion
recurrente, son ambos recurrentes positivos o recurrefds.n

Proposicién 2.3 Seaj un estado recurrente. Entonces,
a) sij es recurrente positivo ¢ «+» ¢ entonces es recurrente positivo.
1. sij es recurrente nulo ¢ <> i entonceg es recurrente nulo.

De esta forma, el espacio de estados de toda cadena de Markde gescomponerse en
tres grandes subconjuntos ajenos de estados: transitmemsrentes positivos y recur-
rentes nulos.

EJEMPLO 2.37

Demostraremos ahora que la cadena de Markov de rachas de &itecurrente pos-
itiva. Recordemos que dicha cadena es irreducible y retigrr€omprobaremos que
el tiempo medio de recurrencia del estado 0 es finito. Enafect

oo . oo . oo o 1
;L():Znéo):Zn(l—p)p 1:(1—13)2"1) 1:ﬂ<00
n=1 n=1 n=1

Esto demuestra que el estado 0 es recurrente positivo yoslanthdena irreducible, es
recurrente positiva. Por lo tanto, el tiempo medio de remaia de cada estado es finito.
Hemos aprovechado la facilidad del célculo de las prolsgiiies de primer regreso al
estado 0.

Definicién 2.22 (Estado Ergodico)Se dice que el estadd; es ergddico si es recurrente-
nulo y aperiodico.

2.7.5 Representacion Canonica de una matriz de transicion

Se trata de reordenar la matriz de transicion separandastadas recurrentes de los tran-
sitorios. A su vez, los estados recurrentes se tienen queenear juntando aquellos que se
comunican entre si.

Los estados de una cadena se puede dividir en dos subcanglisitintos (alguno puede
ser()): uno esta formado por los estados transitorios y el otrdgsorecurrentes, de modo
gue los estados transitorios son inaccesibles desde &mossiecurrentes.

Los estados recurrentes se pueden subdividir de manera éniconjuntos cerrados e
irreducibles. Dentro de cada conjunto cerrado todos l@xestse comunican y son del
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mismo tipo (recurrentes positivos o recurrentes nulos)ryetanismo periodo en su caso.
Si dos estados estan en distintos conjuntos cerrados, nedempcomunicar. Ademas, si
dos estadosy j pertenecen al mismo conjunto cerrado e irreducible entnce

fijg = fi=1

y si estan en conjuntos distintos entonces

Jij=Ffji=0

De acuerdo con este resultado se puede hacer una reordedadi® estados, y asi de las
filas y columnas de la matriz de transicion, colocando loadest transitorios en altimo
lugar.

R 0 0 0
0 Ry O 0
P= 5
0 0 Rn O
Dy Dy --- D,

donde las submatrice, : = 1,...,r estan asociadas a subcadenas recurrentes cerradas,
Qi, 1 =1,...,r dan la probabilidad de pasar a los estados recurrentes ttahagtorios y
@ da la probabilidad de pasar de transitorios a transitorios.

EJEMPLO 2.38

Sea{ X,,} una cadena de Markov con espacio de est&des{1,2, 3,4, 5,6}, y cuya
matriz de probabilidades de transicion es

1 2 3 4 5 6
1/2 1/2 0 0 0 0
3/4 1/4 0 0 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4 0 0

1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
0O 0 0 0 1/2 1/2
0o 0 0 0 1/2 1/2

S U W N~

La cadena tiene dos clases cerra@as= {1,2} y co = {5,6}, por lo tanto los es-

tados 1,2,4,5 son recurrentes. Los estados 3 y 4 son thaosipmrque una vez que
salgamos de ellos no es probable que volvamos a ellos (popkjesi salimos de uno
de ellos y vamos a la clase 1, con seguridad no volveremogs).ell

Reordenando la matriz se tiene
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1/2 1/21 0 010 0
1/2 1/2, 0 0,0 0
b 0 0 ,1/2 120 0 0
00zl o
1/4 1/4 0 0 '1/4 1/4
1/4 0 10 1/411/4 1/4

Todo esto se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 2.14 (Teorema de descomposicion de las Cadenas derkiar) El espacio de
estadosS de una cadena de MarkdX, }, tiene la siguiente particion Unica:

S=TURIURyU---

dondeT” es un conjunto de estados transitoriofRyson clases cerradas e irreducibles de
estados recurrentes.

Nota: El teorema de descomposicién nos muestra las posibilidaaepueden darse en
una cadena de Markov. Esto es,)§ € Rj, entonces la cadena nunca abandonara la
claseR;, y entonces, podemos considerar el espacio de esfado®).. Por otra parte, si

Xo € T entonces, o la cadena permanece por siempfie @se mueve a una clagg, y
permanece ahi por siempre. Asi, o la cadena siempre tonras&lo el conjunto de estados
transitorios o acaba en un conjunto cerrado recurrentetddassdonde permanecera por
siempre. Recordemos que cuando la cadena es finita no tadestémlos son transitorios.

2.8 Evolucién de distribuciones

Una matriz estocastica establece una dindmica en el corgeras distribuciones de prob-
abilidad definidas sobre el espacio de estados de la congigmbe cadena de Markov.
Para explicar la situaciéon de manera simple consideraremespacio de estados finito
0,1,...,n y una distribucién de probabilidad inicial = (7§, #?,...,70). Después de

transcurrida la primera unidad de tiempo, la cadena se atreten cualquiera de sus posi-
bles estados de acuerdo a la distribueiénr= (7}, 71, ..., L), en donde la j-ésima entrada

de este vector es

= Y P(X1=j|Xo=i)P(Xo =)
=0

n
_ 0
= E T Dij
i=0

Es decir, el vector! se obtiene a partir del vectaf y de la matriz de probabilidades de
transicionP a través de la multiplicacion! = 7P, esto es,

Poo - DPon
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A su vez el vectorr! se transforma en el vectaf a través de la ecuaciort = 7'P =
79P2, y asi sucesivamente. En general, parz 1

™ =g P = 70pm™ (2.3)

De esta forma se obtiene una sucesion infinita de distribeside probabilidad®, =!, 72, ...
en donde cada una de ellas, excepto la primera, es obtenigadterior multiplicada a la
derecha por la matriz de probabilidades de transicion eraso.[Es natural preguntarse si
existe algun limite para esta sucesion de distribucionedagsiguientes secciones estu-
diaremos tal problema y encontraremos condiciones bajulales existe un Gnico limite
para esta sucesion.

EJEMPLO 2.39

Considere la matriz de probabilidades de transicién

0 1 0
P=|0 o0 1
1/2 1/2 0

con distribucion inicial el vector® = (1/10,0,9/10). Los subsecuentes vectores de
probabilidadpiy, 72, ... se calculan a continuacion

= 7P =(0.45,0.55,0)
7 = 7P =(0,0.45,0.55)
7 = 7P = (0.275,0.275,0.45)
at = 7P =(0.225,0.5,0.275)

¢ Existira el limite para esta sucesion de vectores de pititzat?

EJEMPLO 2.40

Considere la matriz de probabilidades de transicion

(1)

con distribucién inicial el vector® = (o, 1 — «), con0 < « < 1. Los subsecuentes
vectores de probabilidat , 7o, ... son
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gue claramente no es convergente, pues tiene un compontarogilatorio, a menos
quea = 1/2.

Antes de encontrar condiciones bajo las cuales la sucesidtisttibuciones de proba-
bilidad definidas por (3.5) es convergente, estudiaremasmtnuacion el caso particular
cuando la distribucion inicial no cambia al ser multipliagzbr la derecha pd?. A tales
distribuciones se les llama estacionarias o invariantet gempo

2.9 Distribuciones Estacionarias

Definicién 2.23 Una distribucion de probabilidag = (mg, 71, ...) €s estacionaria o in-
variante para una cadena de Markov con matriz de probabdade transicié® si

T = E TiPij
i

En términos matriciales, la distribucion de probabilidaels estacionaria ¢ = 7P. Esta
identidad tiene como consecuencia el hecho de que parauteraigimero naturah se
cumpla quer = 7P™, es decir;r es también una distribucion estacionaria para la matriz
P™. Esto significa que si la variable aleatoria inick tiene esa distribucion, entonces

la distribucion deX,, también esr puesP(X,, = j) >, mpg;?) = 7, , es decir, esta dis-
tribucion no cambia con el paso del tiempo y por ello es que dkiina estacionaria o
invariante. Observe que el vector de ceros cumple la cahdici= 7P, sin embargo no
corresponde a una distribucién de probabilidad. Los sidagejemplos muestran que las
distribuciones estacionarias pueden no ser Unicas y puecleso no existir.

EJEMPLO 2.41 Existencia Mdltiple

Considere una cadena de Markov sobre el conjunto de estadb<2} con probabil-
idades de transicion dada por la siguiente matriz

1 0 0
P=|1/3 1/3 1/3
0o 0 1

Es facil probar que el vector = (1 — «,0, ) satisface el sistema de ecuaciones
m = wP para cadax € [0, 1]. Existen entonces una infinidad de distribuciones esta-
cionarias para esta cadena. Observe que el véctery, 0, «) se puede escribir como

la combinacion lineall — «)(1,0,0) + «(0,0,1).

EJEMPLO 2.42 No existencia

Para la caminata aleatoria simétrica simple sébneo existe ninguna distribucion
estacionaria pues la condician= 7P se traduce en el sistema de ecuaciones
1 1

7Tj:§7Tj_1+§7Tj+1, jEZ

0 bienw;j . —m; = m; — m—1. Mas explicitamente, iniciando con la identidad
m — 9 = m — T, Y escribiendo algunas de estas diferencias en términoa de |
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diferenciar; — 7y se encuentra que

™™ — Ty = 71 —T0
2 — 71 = T1 —To
w3 — Ty = T1 — T
Tp —Tp—1 = 71 —To

Sumando estas ecuaciones se llega a que para todo enterol,
T — mo = n(m — 7o)

El lado izquierdo es acotado pues es la diferencia de doapilatades mientras el
lado derecho crece sin limite cuanda@s grande, a menos quge — 7o = 0. Esto
demuestra que todas las diferencias- w;_; conj € Z son cero, y por lo tanta;

es constante para cualquier valorjdées decir, el vector constante es la solucion del
sistema de ecuaciones en las diferencias planteadas,|@p@sdhcompatible con la
condicion) . m; = 1. Por lo tanto no existe ninguna distribucion de probabdigta
gue cumpla la igualdad = 7P para esta cadena.

EJEMPLO 2.43 Existencia Unica

La cadena de Markov de dos estados dada por la matriz

1—a a

b 1-b

P =

tiene una Unica distribucion estacionaria dada por

b a
™= (7T077T1) = a——i—b’a——i-b

cuandoz + b > 0.

Con base en los ejemplos anteriores haremos algunas otisees sobre las distribu-
ciones estacionarias. Primeramente observe que paratearcema posible distribucién
estacionaria de una cadena con maRizun primer método consiste en resolver el sis-
tema de ecuaciones = 7P, sujeto a la condici(’)lzj m; = 1. Por otro lado, suponga
quer y 7’ 1 son dos distribuciones estacionarias distintas para at@z®. Entonces la
combinacion lineal convexar + (1 — a)n’, paraa € [0, 1], también es una distribucién
estacionaria pues

(ar+(1—-a)f)P=arP + (1 —a)r’P =ar + (1 — a)r’

Por lo tanto, si existen dos distribuciones estacionaigmths para una cadena, entonces
existe una infinidad de ellas. Esto demuestra que el confletstribuciones estacionar-
ias es un conjunto convexo. Tomando en cuenta las obsenescimteriores y de acuerdo
a los ejemplos mostrados, s6lo hay tres situaciones soleddencia de distribuciones
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estacionarias para una cadena de Markov cualquiera: nte exigyuna distribucion esta-
cionaria, existe una distribucion estacionaria y es Urmcaxiste una infinidad de dis-
tribuciones estacionarias. Dadas estas consideracies@stural plantearse el problema
de encontrar condiciones necesarias y suficientes paramgueaglena tenga alguna dis-
tribucién estacionaria. Primeramente demostraremos gaedo existe una distribucion
estacionaria, ésta tiene como soporte el conjunto de esstadorrentes positivos.

Proposicién 2.4 (Soporte de una distribucién estacionarjaSear una distribucion esta-
cionaria para una cadena de Markov. $ies un estado transitorio o recurrente nulo,
entoncesr; = 0.

En particular, sit; > 0, entonceg es un estado recurrente positivo. Esto es una conse-
cuencia inmediata del resultado anterior y para ello pusdese un argumento por con-
tradiccion. Por otro lado, la proposicién también nos ayadarroborar nuevamente, por
ejemplo, que una caminata aleatoria simétrica simple me tibstribucion estacionaria,
pues se trata de una cadena cuyos estados son todos rexsundos y por lo tanto; = 0

para cualquier valor entero ge Se presenta a continuacién una solucién al problema de
encontrar condiciones suficientes que garanticen la existg unicidad de la distribucion
estacionaria.

Proposicién 2.5 (Existencia y unicidad de la distribucién stacionaria) Toda cadenade
Markov que es irreducible y recurrente positiva tiene unaamlistribucion estacionaria

dada por

1
7Tj:—>0
e

en dondeu; es el tiempo medio de recurrencia del estgdden particular, toda cadena
finita e irreducible tiene una Gnica distribucién estacioiaa

EJEMPLO 2.44

La cadena de Markov de dos estados es finita e irreduciblelouan b > 0, y por lo
tanto es recurrente positiva. Por la Proposicion antexisteuna Unica distribucion
estacionaria para esta cadena. Resolviendo el sistemaidei@rest = 7P para
m = (mo, ) CONTy + ™ = 1, Se encuentra que

( ) = b a
T, ) = a+b a+b

Como otra aplicacion de la proposicién anterior encontsamgevamente que, sin
hacer calculos mayores, los tiempos medios de recurrencia s

1 1 a+b a+b
(,u()vﬂl): ’ = b )
o 71 a

EJEMPLO 2.45

La cadena de racha de éxitos, aunque no es finita, es irréelycibcurrente posi-
tiva. Por lo tanto tiene una Unica distribucién estacianddda por la distribucion
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geomeétrica con parametio- p, es decir el sistema de ecuaciones 7P juntos con
>_;m; = ltiene como unica solucion la distribucion

;= (1—p)p’, j=0,1,2,..

Como consecuencia de la proposicién anterior, se resuelpeblema dificil de man-
era inmediata: los tiempos medios de recurrencia para camdailos estados de esta

cadena son ) )
M-:—:i_’ j:0,1,2,---
Toom (-pp
En particulargy = 1/(1 — p). esto confirma los calculos realizados pasaa partir

de la formulguy = 307, nfég)-

2.10 Distribucién Limite

Como hemos mencionado antes, toda matriz de probabilidiedigansiciorP determina
una sucesion de distribuciones de probabilid4dr!, ... sobre el espacio de estados, dada
por

" =a""1P = P, n>1 (2.4)
Bajo ciertas condiciones tal sucesion es convergente a igtrébdcion de probabilidad
limite 7. Imaginemos por ahora que tal es el caso y supongamos estpuee

7= lim 7"
n—oo

Examinaremos algunas propiedades de esta distribuciée lifomando el limite cuando
n N8en las dos igualdades de (3.10) se tiene que

T =7P (2.5)
y
_ .0 : n
T="7 (nh_{gOP ) (2.6)

Estas igualdades revelan varias cosas. Primero, la sapdissibucién limite es una dis-
tribucion estacionaria?(?). Segundo, la distribucion limite no depende de la distittu
inicial, pues nuevamente la iguald&®) indica quer se determina a través de la ecuacion
(?7?). Tercero, la distribucién limite esta dada por el limitelake potencias d®, (??).
Cuarto, a partir de??), el limite de las potencias d@ es una matriz con todos sus ren-
glones idénticos, siendo este renglén la distribuciontémin esta seccion se establecen
condiciones para obtener rigurosamente estos resultados.

Definicion 2.24 Considere una cadena de Markov con matriz de probabilidagesan-
sicionP y distribucién inicialz®. Se llama distribucion limite de esta cadena al vector

o0

. H opn _ 13 0,(n)

™=l WP =l
n=1

Esta convergencia significa que, en corridas gran@des- oo), la probabilidad de que la

cadena de Markov se encuentre en el esta@s aproximadamente; y no importa del

estado del que venga.
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EJEMPLO 2.46

Consideremos la siguiente matriz de transicion

p_ 0.33 0.67
0.75 0.25

Veamos lo que ocurre con la matiza medida que aumenta el valor de

P2 _ 0.6114 0.3886 p3 _ 0.4932 0.5068
0.4350 0.5650 0.5673 0.4327
pt_ 0.5428 0.4572 p5 _ 0.5220 0.4780
0.5117 0.4883 0.5350 0.4560
po _ 0.5307 0.4693 7 _ 0.5271 0.4729
0.5253 0.4747 0.5294 0.4706

Se puede notar que para = 7 los valores de las probabilidades de transicion en cada
columna estan muy cercanos, lo cual indica que, por ejengpprdbabilidad de estar en

el estadaF), es aproximadamente 0.52 (se vera mas adelante que es 0ibd8pgndien-
temente de si estaba en el estdipo F;. Lo mismo se aprecia caof;.

Observe que el vector limite en la definicién anterior podria no ser una distribucion
de probabilidad verdadera, a pesar de esto mantendremb®dérmino en la definicién.
Como se ha mencionado, toda posible distribucién limitestesc@onaria pero el reciproco
es en general falso, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.47

Es inmediato comprobar que la distribuci@n’2, 1/2) es estacionaria para la cadena

con matriz
0 1
P =
10

Sin embargo las potencias éeno convergen, pues para cualquier 0

P2’n.+1 _ O 1 PQn _ 1 O
1 0 0 1

El siguiente resultado es valido para espacios de estadtwms fminfinitos, y establece

que si el limite de las probabilidadﬁgb), cuandon — oo, existen y no dependen de
entonces la distribucion limite podria ser una distribn@étacionaria. Esto es solamente
una posibilidad, pues los limites podrian ser todos ceroelEaso finito, sin embargo,
demostraremos que tales limites conforman una distribu@drobabilidad verdadera.

Proposicion 2.6 Considere una cadena de Markov con probabilidades de tcansp;;

tales que los limites; = lim pE;l) existen para cadg, y no dependen del estado
n—oo

Entonces
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1. Zj 7Tj S 1
2. mj =), MiDij

Ahora se establecen condiciones suficientes para que ekigtate de las probabilidades
de transicion cuando el nimero de pas@sece a infinito. Este resultado es una especie de
reciproco del resultado anterior, pues supone la existelecuna distribucion estacionaria
para concluir que los limites de las probabilidades existen

Teorema 2.15 (Convergencia a la distribucidn estacionarjaConsidere una cadena de
Markov que es:

a) irreducible,
b) aperiddica, y
¢) con distribucién estacionaria

Entonces para cualesquiera estadgsj, lim pl(;-l) =,
n—oo :

EJEMPLO 2.48

Encontrar la distribucién limite de una cadena de Markoweamatriz de transicién es

Ey E B
Ey /0.40 0.50 0.10
E; [ 005 070 0.25
E, \0.05 0.50 0.45

Solucién: Las ecuaciones que determinan la distribucion limite son:

0.40m + 0.0571 + 0.05m2 = mg (2.7)
0.50mp + 0.70m1 + 0.50m2 = m (2.8)
0.10mg + 0.25m1 + 0.45m = m (2.9)

mo+m+m = 1 (2.10)

Recordemos que una de las ecuaciones anteriores es retiurfelamo tanto dejando
la tercera ecuacion por fuera y resolviendo el sistema decemues se obtiene

_ 1
.7T0_1_3
.
.7T1:§
oy = 3L

—-
o
=

Teorema 2.16 (Convergencia para cadenas de MarkouWonsidere una cadena de Markov
que es:

a) irreducible,

b) aperiddica, y
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C) recurrente positiva

Entonces las probabilidades limitg = lim pE;l) = existe, y estan dadas poy = 1/,
n—oo

y constituyen la Gnica solucion al sistema de ecuaciones
T = ZW iDij
4

sujeto a las condiciones; > 0y Zj mi=1



