CHAPTER 3

PROCESOS DE MARKOV DE TIEMPO
CONTINUO

3.1 Introduccién

En este capitulo consideramos el analogo en tiempo continuo de las Cadenas de Markov
de tiempo discreto. Como en el caso de tiempo discreto, ellas estan caracterizadas por
la propiedad Markoviana de que dado el estado presente, el futuro es independiente del
pasado.

3.2 Cadenas de Markov Tiempo Continuo

Consideremos un proceso estocastico de tiempo continuo { X (¢),¢ > 0} que toma valores
en el conjunto de los enteros no negativos. En analogia con la definicién de una cadena de
Markov de tiempo discreto, dada en el capitulo anterior, decimos que el proceso { X (¢),¢ >
0} es una cadena de Markov de tiempo continuo si para todo s,¢ > 0, y enteros no
negativos i, j, z(u),0 < u < s

PIX(t+s)=4X(s) =i, X(u) =2(u),0 <u<s]=PX({t+s)=jX(s) =i

En otras palabras, una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico que
tiene la propiedad Markoviana de que la distribucion condicional del estado futuro en el
tiempo ¢ + s, dado el estado presente s y todos los estados pasados depende solamente del
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estado presente y es independiente del pasado.

Al igual que el caso discreto, p;;(t) = P[X(t + s) = j|X(s) = ] se conocen como las
probabilidades de transicion. Si, ademés, P[X (t + s) = j|X(s) = 4] es independiente
de s, entonces la cadena de Markov de tiempo continuo se dice tener probabilidades de
transicion estacionarias u homogéneas. Todas las cadenas de Markov que consideramos
seran asumidas a tener probabilidades de transicion estacionaria.

Suponga que una cadena de Markov de tiempo continuo entra en el estado ¢ en algln
tiempo, digamos en el tiempo 0, y suponga que el proceso no deja el estado 7 (eso es no
ocurre ninguna transicion) durante las proximas s unidades de tiempo, ¢cudl es la proba-
bilidad de que el proceso no deje el estado 7 durante las siguientes ¢ unidades de tiempo?.
Para responder esto note que como el proceso esta en el estado 4 en el tiempo s, se sigue ,
por la propiedad Markoviana, que la probabilidad de que permanezca en ese estado durante
el intervalo [s, s + t] es justo la probabilidad no condicional de que este permanezca en el
estado ¢ para al menos ¢ unidades de tiempo. Es decir, si denotamos como ; la cantidad de
tiempo que el proceso permanece en el estado 4 antes de hacer una transicion a un estado
diferente, entonces

Plr; > s +t|1; > s] = Plr; > 1]

para todo s,¢ > 0. Por lo tanto, la variable aleatoria continua 7; , posee la propiedad de
pérdida de memoria, y por lo que se ha visto en cursos de probabilidades solamente la
distribucion exponencial posee esta propiedad. Por lo tanto concluimos que 7;, tiene dis-
tribucién exponencial, con parametro A;, el cual, por lo general, depende del estado i.

Ademas, la propiedad de Markov también implica que el préximo estado visitado, j, es
independiente de 7;. Asi, cuando el proceso deja el estado ¢, este entra al estado j (£ ¢)
con probabilidad p;; (por definicion), donde

piiZOVi y Zpij:1Vi
j=0

De hecho, lo anterior nos da una manera de construir una cadena de Markov de tiempo
continuo. Ya que una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico que
tiene las propiedades de que cada vez que entra en un estado ¢

(i) la cantidad de tiempo que permanece en ese estado antes de hacer una transicion a un
estado diferente se distribuye exponencial con pardmetro \;, y

(ii) cuando el proceso deja el estado ¢, este entrara al estado j con alguna probabilidad,
llamemosla p; ;, donde Z#i pij =1

El proceso { X (t),t > 0} es llamado una cadena de Markov de tiempo continuo, el cual se
define formalmente como

Definicién 3.1 Sea { X (¢),t > 0} un proceso estocastico de tiempo continuo cuyo espacio
de estado es S = {0,1,...}. Decimos que {X(t),t > 0} es una cadena de Markov de
tiempo continuo si

PIX (t+s) = j|X(s) = i, X (u) = 2(u),0 S u < s] = P[X(t+s) = j|X(s) = i] = pi; (?)

Vs, t>0yVi, jz(u) €S.
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Nota: Por lo general, no es facil calcular p;;(¢) explicitamente. Mas adelante veremos
unos teorema que nos proveen unas ecuaciones diferenciales cuya solucion son los p;; (¢).
Un estado ¢ para el cual A; = oo es llamado un estado instantaneo ya que cuando entra en
el instantdneamente lo deja. Aunque tales estados son tedricamente posibles, asumiremos
que 0 < \; < oo paratodo 7. (Si A\; = 0, entonces el estado 7 es [lamado absorbente ya
que una vez entrado en el nunca se sale). Por lo tanto, para nuestros propdésitos una cadena
de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico que se mueve de estado a estado
en concordancia con una cadena de Markov de tiempo discreto, pero de manera que la
cantidad de tiempo que permanezca en cada estado, antes de proceder al préximo estado,
se distribuye exponencial. Ademas, la cantidad de tiempo que el proceso permanece en el
estado ¢, y el proximo estado sea visitado, deben ser variables aleatorias independientes.
Ya que si el préximo estado visitado fuese dependiente de 7;, entonces la informacion en
cuanto al tiempo que el proceso haya permanecido en el estado i debe ser relevante para la
prediccion del préximo estado - y esto contradice el supuesto Markoviano.

3.2.1 Procesos de Nacimiento y Muerte

El nimero de individuos de una determinada colectividad en un cierto momento ¢ consti-
tuye el rango de una variable aleatoria X,;. La variacion de dicho nimero se debe a dos
causas; la primera de las cuales es que haya incorporacién (nacimientos) de nuevos indi-
viduos a la colectividad y la segunda a que haya desincorporacion de individuos (muerte).
Por tanto, este numero representa un proceso estocastico de parametro continuo (momen-
tos diferentes de tiempo en que se observa o se considera el nimero de individuos que
componen la colectividad) y de espacio de estado discreto (nimero de individuos que in-
tegran dicha colectividad).

Representando por Ey, E1, ..., E,, los diferentes estados del proceso se tiene que a un de-
terminado estado, E,,, se puede llegar solo desde dos estados inmediatos, E,,—1, Y, En+1;
esto es, para un intervalo de tiempo pequefio At, solo se produce una incorporacién o una
desincorporacién o ninguna de ambas.

Si se representa por \,, el promedio de individuos que se incorporan al sistema en la unidad
de tiempo cuando éste esté en el estado E,,; y,. por p,, el promedio de desincorporacion en
la misma situacién anterior, se tiene que

P[Xt+At =n-+ 1|Xt = TL] = )\nAt + Ol(A)

por otro lado
P[Xiiar =n— 11Xt =n] = up At + 01(A)

es la probabilidad de que estando en el estado F,, en el momento ¢, este en el estado F,,
en el momento ¢ + At (Haya una desincorporacion).

Representando por P, (t + At) la probabilidad de que el proceso esté en el estado F,,
en el momento ¢ + At, se tiene que esta probabilidad es igual a la probabilidad de que
esté en dicho estado en el momento ¢ y no haya cambios en el intervalo [¢,¢ + At] mas
la probabilidad de que esté en el momento ¢ en el estado E,,_; y haya una incorporacion
durante el intervalo [t,t + At], mas la probabilidad de que esté en el estado E,, ;1 en el
momento ¢ y haya una desincorporacion durante dicho intervalo [t, ¢ + At].
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P(Xiint) = P(Xi=n)[1— (MNAt+01(AL)][1 — (unAt + 02(Al))]
P(X; =n—1)[ At 4 01(A1)] + P(Xy = n+ 1) [un At + 02(At)]

Reescribiendo en la notacion usada

P.(t + At) (B[ = An AL+ 01 (AD))][1 — (ttn At + 02(At))]

_1(O)[AnAL + 01 (AD)] + Pty (8)[pen At + 02(Al)]

= Po(t)[1 — pn At — 09(AL) — A At + Ay pin (A1)? 4+ N, Atoa (Al)
—01(At) + pn Ator (At) + 01(At)og (AL)] + Pr—1 () A At
P 1(£)01(A) + Pyt () ptn At + Py (t)02(At)

= Pu(t) — Po(t)pn At — P, (t)0o(At) — Pr(t) A\ At 4 Pry(t) Ay pin (AL)?
+ Py () An Atos (At) — Py ()01 (At) 4+ P (t) pnAtor (AL)]
+P,(t)o1(At)oa (At) + Ppo1 () A AL+ Py_1(t)o1(AL)
+ Py 1 () pn At + Pryr (t)oa (At)

Py
Py

Po(t+At) — Po(t) = —Po(t)unAt — P, (t)oz(At) — Py ()M At + P (t) A jin (AL)?
+ P, (6) AnAtos (At) — P (t)o1 (AL) + Pr(t) pn Atoy (At)
P, (t)o1 (At)oa(AL)] + Pu_1 () A At + Po_y(t)o1(A)
+ Pt () pin At + Py ()02 (Al)

Dividiendo por At

P20 B0~ — P2 B0+ PaA (A1)
+Pa()An02( A1) — Po(t) Ol(AAtt) + Pu(t)mor (At)
(2R p 1), 4P (200
+Por1(t)pn + Prya(t) OQ(AAtt)
Aplicando lima;_,q Se tiene
P?{L(t) = 7,UnPn(t) - AnPn(t) + Anpnfl(t) + ,unPnJrl(t) (31)

La ecuacidn (3.1) es una ecuacidn diferencial cuya integracién debe hacerse por recurren-
cia.

Supongamos que queremos hallar P(X;a: = 0), es decir la probabilidad de que el pro-
ceso este en el estado Ey en el momento ¢ + At. En este caso se tiene que dicha probabili-
dad es igual a la probabilidad de que este en dicho estado en ¢ y no hayan cambios durante
el intervalo [t,t 4+ At], mas la probabilidad de que estando en el E; en el momento ¢ se
produzca una desincorporacion en el intervalo [¢, ¢ + At].
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P(Xipar=0) = Polt+At) = Po(t)[1 — (AL + 01 (AL)]
+ P (t) [ At + 02(At)]
Py(t) — Po(t)AoAt — Po(t)or(At) + Pr(t)u At + Py (t)oz (At)

Entonces
Po(t + At) — Po(t) = 7P0(t))\0At — Po(t)01 (At) + P1 (t),LLlAt + P1 (t)OQ(At)

Dividiendo por At

BUEBD RO~ gy - A2 4 Pyt + P 2220
Aplicando limite
Py(t) = =XoPo(t) + p Pr(t) (3.2)

Por lo tanto, el proceso queda caracterizado por las ecuaciones diferenciales

P7/L(t) = —pnPou(t) = A Pu(t) + NP1 () + pnPrya (1)
Py(t) = —XoPo(t) + pmPi(t)

La integracion de estas dos ecuaciones diferenciales no es sencilla para expresiones difer-
entes de )\, Y u,. A continuacion se obtienen expresiones diferentes de (3.1) y (3.2) cuya
integracion resulta mas sencilla.

3.2.2 Proceso de Nacimiento y Muerte cuando A,, = Ay f,, = nu

En el proceso de nacimiento y muerte no es una restriccion exigente al considerar que
An = A, yaque X representa la integracién al colectivo de, a lo sumo, un individuo en el
intervalo [t, ¢ + At]. Por tanto, para un colectivo de n individuos en un momento determi-
nado, se puede elegir a 6t con esta condicion.

En lo que respecta a la desincorporacion la relacion u,, = nu, donde p es una constante,
parece razonable, ya que suponer a y,, constante haria que el colectivo creciera indefinida-
mente. Por tanto, considerando estas dos relaciones en (3.1) y (3.2) se tiene

Pf/z(t) = 7n/LPn(t) - )\Pn(t) + Apnfl(t) + (n + I)UPnJrl(t) (33)
Py(t) = —APo(t) +phai(t) (3.4)
La integracién de estas 2 ecuaciones diferenciales es mas sencilla que en el caso general.

Para la solucién en este caso vamos a usar la funcién generatriz de probabilidad del pro-
ceso, esto es,

G(t,s) =E(S") =Y P(X;=r)s" =) Pu(t)s"
=0 r=0
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Derivando G(t, s) con respecto at y s se tiene

IG(t,s) = o
o = TEZO P(t)s
oG(t,s) = 1
P = TE_O P.(t)rs

De la ecuacion (3.3) se tiene que
Py(t) = —APy(t) + pPy (1)

De la ecuacion (3.3)se tiene que
Paran =1= P/(t) = —=AP1(t) — pP1(t) + APo(t) + 21 Ps(t)
Paran = 2= P(t) = —APy(t) — 2uPs(t) + APy (1) + 3uPs(t)

( (
Paran =3 = Pi(t) = —AP3(t) — 3uPs(t) + AP2(t) + 4uPy(t)

Paran —1= P, ;(t) = =AP,—1(t) — (n — D)pPr_1(t) + APp—2(t) + npPy(t)

Paran = P/ (t) = —AP,(t) — nuPy(t) + APp—1(t) + (n + 1)t Py (t)
Multiplicando cada ecuacidn por s™ se obtiene

Paran = 0= Py(t) = =APy(t) + pPi(t)

Paran = 1= P[(t)s = —APi(t)s — uPi(t)s + APo(t)s + 2uP>(t)s

Paran = 2 = Pj(t)s® = —APy(t)s® — 2uPa(t)s® + APy (t)s? + 3uPs(t)s>

Paran = 3 = P(t)s® = —APs(t)s® — 3uPs(t)s® + AP (t)s® + 4uPa(t)s®

Paran—1= P,_1(t)s" " = =APy_1(t)s" ' = (n—1)puPp—1(t)s" "+ APn_2(t)s" 1 +

npP, (t)s" !

Paran = P, (t)s" = —AP,(t)s" — nuPn(t)s™ + APp—1(t)s" + (n + 1)puPai1(t)s”
Sumando

i Pl(t)s" —APy(t) + puPr(t) — AP1(t)s — uPyi(t)s + APo(t)s + 2uPa(t)s
r=0

—APy(t)s* — 2uPy(t)s* + APy (t)s* + 3uPs(t)s* — APs(t)s® — 3uPs(t)s®
F APy (t)s® 4+ 4puPy(t)s> + ... — AP, (t)s™ — nuP, (t)s™ + APy _1(t)s"
+(n+ 1)pPry1(t)s™ + ...

= - Z P.(t)s" + puPi(t) — p Z P.(t)rs" 4+ u Z Pe(t)rs"t + X Z P.(t)s™!
r=0 r=1 r=2 r=0

= A Pt)s" 4+ [nPi(t) +p Y Pr(t)rsT = p > Pe(t)rs” + A Pu(t)s"
r=0 r=2 r=1 r=0

= - Z P.(t)s" + p Z P.(t)rs"™ ! — ps Z P.(t)rs" ' + \s Z P.(t)s"
r=0 r=1 r=1 r=0
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Por lo tanto

Y Pl(t)s" = -A(1—s) Y Pu(t)s” + p(l—s) ZPT(t)rsrfl (3.5)
r=0 r=0 =

Como Gi(t,s) = 300, Pr(t)s7, 28 — 5~ "prp)sry 2903 57 p (t)rs7 !

Entonces o) "
5 = ML= 9)G(ts) + p(l = 5)—5 =
Asi dG(t,s) aG(t, s)
77:“( 75)7+>‘(1*3)G(t75):0

La cual es una ecuacién diferencial en derivadas parciales, lineal completa. El sistema
adjunto de esta ecuacion es

dt ds aG

1 —u(l—s) —X1-s)G

De este sistema se obtienen las ecuaciones diferenciales

dt ds ds ds
L —udt = —/—— dt = — 3.6
1 fu(lfs):> a 1-s M s (3.6)

ds dG A dG
= —ds = — 3.7
—u(l—3s) =X1-138)G - uds G 37)

Integrando la ecuacion (3.6) se obtiene

u/dt:—/ld—jséut:m(l—s)—kklzln[(l—s)kll]

Por lo tanto
B = (1 — s)k} (3.8)

Integrando la ecuacion (3.7) se obtiene
>\ !/
ds= | — :> —5—1nG+k2 In(GE})

Por lo tanto N
er® = Gkl (3.9

Para hallar los valores de k/ y k% consideramos las siguientes condiciones iniciales

P(Xo=j) = Pj(0)=0,j=1,2,...,n

Recordando que

ZP 0(£)s® 4+ Pr(t)s* + Py(t)s® + ... + Po(t)s"
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sustituyendo ¢ = 0 se tiene que
G(s,0) = Py(0)s° + P1(0)s' 4+ Py(0)s* + ... + P,(0)s" = 1

y las ecuaciones (3.8) y (3.9) quedan como

1
e = (1 -k =K = T (3.10)
en® =k = k) =en® (3.11)
Despejando s de la ecuacion (3.10) se tiene que

1
s=1-— W (3.12)

Sustituyendo (3.12) en (3.11) se obtiene a k% en funcién de &}
Ky =e" * (3.13)
Ahora bien, sustituyendo &/ en la ecuacion (3.9) se tiene que

A1)

e’ = G(t,s)e" ™ (3.14)
y como de la ecuacion (3.8) kf = f:, entonces
A, —u(=—
G(t,s) =er’e 1=s (3.15)
Simplificando
G(t, s) = e n(1=9)1=e") (3.16)

Recordemos que la funcién generatriz de la distribucion Poisson con pardametro « es
G(s) = e—(1=9)

Por lo tanto, el proceso de nacimiento y muerte es un proceso Poisson con parametro
2(1 = 5)(1 — e "), es decir

A

e_ﬁ(l_s)(l_eﬂt)[%(l —8)(1 —e H)"

n!

P, (t) =
Si consideramos el caso cuando ¢ — oo

lim P, (1) = C /)"

t—00 n!

es decir un proceso Poisson con pardmetro A/ .
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3.2.3 Proceso de Nacimiento y Muerte en Regimen Permanente

En el proceso de Nacimiento y muerte puede considerarse el supuesto de que dicho proceso
no depende de ¢, esto es, la probabilidad de que el proceso este en un determinado estado
en un momento cualquiera no depende del tiempo, es decir, del momento, por lo que
solamente interviene el estado del proceso. En este caso se dice que el proceso esta en
regimen permanente y se puede escribir que

P.(t) = P(X, =n) = P(X =n) = P,

Bajo este supuesto las ecuaciones diferenciales (3.3) y (3.4)

—(A+np)Po(t) + APp—1(t) + (n+ 1)uPrga(t) = 0 (3.17)

De las ecuaciones (3.17) y (3.18) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

—A+p)PL+ APy +2uP, = 0 (3.20)
—(A+2u)P, + AP, +3uPs = 0 (3.21)
—~(AN+3u)Ps+ APy +4uPy = 0 (3.22)
—A4+nu)Py,+AP,1+(n+DpPryr = 0 (3.23)
Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene que
A
P = =P
7!
/\2
P = Q—HQPO
/\3
Ps = —P
3 e 0
po- (5) Py
n! \ u
o - © 1 (A - i oo 1 (A)
como =, P, = 1lentonces 3 = ooy () Po=1Lasi Py 77 (4) =1 yaque

PO (%) = M1 se tiene que Pye* = 1 lo cual implica que

]D():é’i)\/'u

Por lo tanto
e Me /)"
n!
Asi, el proceso de nacimiento y muerte en regimen permanente (independiente del tiempo)
s un proceso Poisson con parametro \/ .

P, =
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3.2.4 Funcién Generatriz de Probabilidad

Definicion 3.2 Sea X unavariable aleatoria que asume valores 0,1,2,...; considere

Definamos la funcion generatriz asociada a {p;} como

P(s) = _p;s’ = E[s]
j=1

Sis=1entoncesd -, p; =1

Existen 5 principales usos de las funciones generatrices:

Generar funciones de ayuda en el célculo de la funcion de masa de probabilidad de
una suma de variables aleatorias enteras no negativas independientes.

Generar funciones de ayuda en el calculo de los momentos.

Usando el teorema de continuidad, generar funciones de ayuda en el calculo de dis-
tribuciones limites.

Generar funciones de ayuda en la solucidn de ecuaciones diferenciales o recursiones.
La técnica de la funcion generatriz convierte el problema de resolver una recursién en
un problema de resolver una ecuacion diferencial.

Generar funciones de ayuda en la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales.
Es aplicado frecuentemente en la teoria de cadenas de Markov de tiempo continuo.

EJEMPLO 3.1

Sea X una variable aleatoria con distribucion Bin(j;n, p). La funcion generatriz esta
dada por

Ps) = Bl =Y (%)= pris

EJEMPLO 3.2
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Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson(\). La funcidn generatriz esta
dada por

oo —

, e AN
P(s) = E[SJ]:ZSJ 7
j=0




